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　一般に与えられたグラフなどの数学的構造の対称性の高さはその全自己同型群の位
数で測られる. 本講演ではグラフと向き付けされたグラフに着目する. (無向)グラフと
は集合 V と, E ⊂

(
V
2

)
1の組で表される構造であり, 向き付けされたグラフとは集合 V

と (u, v) ∈ E ⇒ (v, u) /∈ EをみたすE ⊂ V 2の組で表される構造である. またV の要素
を頂点, Eの要素を辺といい, 与えられた無向または向き付けされたグラフHについて
頂点集合, 辺集合をそれぞれV (H), E(H)で表すことにする 2.

　グラフGにおいては {u, v} ∈ E(G) ⇐⇒ {uσ, vσ} ∈ E(G)をみたすV (G)上の置換
σをGの自己同型といい, Gの全自己同型群をAut(G)で表す 3. その意味で, グラフG

について |Aut(G)| > 1であるとき, Gは対称であるといい, そうでないときGは非対称
であるという. だがこの尺度では, 非対称な 2つのグラフG, G′が与えられたとき, 両
者を比較することはできない. ではどのようにしてグラフの “非対称性”を測ればよい
のだろうか. この問題に最初に解答を与えたのが1963年のErdős, Rényiの論文 [4]であ
る. [4]では非対称な有限グラフGに対して, 辺を適当に追加または除去してある対称
なグラフに変形する操作 symmetrizationを考え, 各 symmetrizationにかかわった辺
の数の最小値をA(G)とよび, それをGの非対称性の尺度とした. ただし, Gが対称で
あるときA(G) = 0とし, GがK1であるときにはA(G) = ∞と定義する. まずA(G)に
ついて以下の定理が導かれる.

定理 1 (Erdős-Rényi [4]). n ≥ 2とし, Gをn頂点からなるグラフとする. このとき

A(G) ≤ [
n− 1

2
].

だがこの上界を達成するグラフを見つけるのは容易ではない. そこで [4]は, 十分大
きな nについてはそのA(G)が上界に近い値をもつような n頂点グラフGの存在性を
Erdős-Rényiランダムグラフの手法を用いて示している. 例えば,性質Pをもつグラフ
の存在性を示したいとしよう. n点集合に対し, その各2点部分集合に対して, 辺を確率
1/2で選ぶ試行を独立に行って, ランダムにn頂点グラフを生成する. そのようなグラフ
をErdős-Rényiランダムグラフ,または単にランダムグラフと呼び,ランダムグラフ全体
の集合をG(n, 1/2)で表す. このときに確率P [{G ∈ G(n, 1/2) | GはPをみたさない }]
が 1“より小さい”ことを示せば, 所望のグラフの存在性を示すことができる. より詳し
くは [3, Chapter 11]等を参照されたい.

また, [4]では可算無限グラフの対称性についても述べられており, 可算無限ランダム
グラフは確率1でRadoグラフ Rと呼ばれるグラフに同型になることが示されている.

Rとは以下の定義を満たす可算無限グラフである.
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1
(
V
2

)
でV の 2点部分集合全体を表す.

2その他のグラフ理論の用語についてはDiestelの教科書 [3]等を参照されたい.
3向き付けされたグラフについても同様に定義される.



(*) 任意の互いに交わらない有限の頂点部分集合U, V に対して, Uのすべての頂点と
の間に辺があり, V のすべての頂点との間に辺をもたないような頂点 z /∈ U ∪ V

が存在する.

この定義を満たすグラフは同型を除いて一意であることが往復論法を用いて示される.

その議論から次の事実が成り立つ.

定理 2 (cf. Cameron [1], Erdős-Rényi [4]). Rは対称であり, さらに |Aut(R)| = 2ℵ0.

この事実からRは高い対称性をもつグラフであることがわかる. Rは数学的に非常
に興味深いグラフであり, その他のRの性質についても多くのモデル理論や組合せ論の
研究者によって調べられている.

　こうした非対称性に関する問題については, もちろん様々なアプローチが考えられる
が, 本講演では, Erdős, Rényiの仕事に着目し, その向きづけされたグラフに関する類
似 ([5], [6])を与える. 以下, 混乱のおそれがない限り, 向き付けされたグラフを単純に
“グラフ”と書くことにする. まず, 非対称な有限グラフDに対して辺の除去, 追加また
は辺の向きの変更を行ってある対称なグラフに変形する操作をDの symmetrization

とよび, A(D)をそのかかわった辺の数の最小値と定義する. まずA(D)について以下の
上界が得られた.

定理 3 (S-Sawa-Jimbo [5]). n ≥ 3とし, Dをn頂点からなるグラフとする. このとき

A(D) ≤ [
2n+ 1

3
].

向き付けされたグラフの場合でも無向の場合と同様, 上界を達成するグラフを見つ
けるのは困難である. そこで次の定理でこの上界が漸近的に最良であることをErdős-

Rényiランダム (oriented)グラフの手法を用いて示す. 講演では証明のアイデアを簡潔
に述べる予定である.

定理 4 (S-Sawa-Jimbo-Enomoto [5]). 任意の ϵ > 0に対して, ある自然数 n0(ϵ)があっ
て, 任意のn > n0(ϵ)についてA(D) > 2

3
n(1 − ϵ)であるようなn頂点グラフDが存在

する.

また可算無限グラフについての対称性に関する結果も得られた. 可算無限ランダム
(oriented)グラフは random oriented graph RO (cf. [2])とよばれるグラフと確率 1

で同型になる.

(*) 任意の互いに交わらない有限の頂点部分集合U, V,W に対して, Uのすべての頂
点からzに向かう辺があり, V のすべての頂点にzから向かう辺があり, Wのすべ
ての頂点と zの間に辺をもたないような頂点 z /∈ U ∪ V ∪Wが存在する.

この定義をみたすグラフはRと同様にして, 同型を除いて一意であることが示される.

このROについて次の定理が成り立つ.

定理 5 (S-Sawa-Jimbo [5]). ROは対称である. さらに |Aut(RO)| = 2ℵ0.

講演では, この定理の証明をいくつかの方法で与える. また, 時間の許す限り, ROの
グラフ理論的性質やAut(RO)の性質についても議論したい.
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