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概 要

有限ハイパー群とは,有限群を拡張したものである. また, グラフとは, 頂点
の集合と辺の集合からなる図形のことである. 本研究では, グラフから隣接
行列などの代数的な道具を用いてハイパー群を構成することを行った. また,
ハイパー群からグラフを構成することも行った.本講演では, 有限群と有限ハ
イパー群との違いについて述べ, 具体例を交えながら, グラフからハイパー群
を構成する方法について述べる.

1. はじめに
有限群を拡張した概念の一つとして, 有限ハイパー群が存在する. そのハイパー群の定
義について述べ, 有限群がハイパー群であることの証明を行う. そして, いくつかの具
体例を通してハイパー群の構成方法について述べる.

2. 有限ハイパー群とは
2.1. 記号の準備

まず, 有限ハイパー群について述べるために必要な記号の定義を行う.

定義 1 (algebra). 空でない集合Aが次の性質を満たすとき, 集合Aはalgebraであると
いう.

1. AはC上のベクトル空間である.

2. Aに積が定義されている.

3. A内の演算に対して, 分配法則を満たす.

定義 2 (対合−). algebra Aに対して, 写像−を− : A → Aとする. a, b ∈ A, λ ∈ Cに
対して

(a+ b)− = a− + b−, (λa)− = λ−1a−, (ab)− = b−a−, (a−)− = a

を満たすとき, 写像−を対合という. ただし, λ−1はλの複素共役を表す.

定義 3 (involutive algebra). 空でない集合Aが次の性質を満たすとき, 集合Aは invo-

lutive algebraであるという.

1. Aがalgebraである.

2. Aに対合−が定義されている.

定義 4 (台 (support)). 集合X = {c0, c1, . . . , cn}があり, µ = a0c0 + a1c1 + a2c2 + · · ·+
ancn(ai ∈ C, ci ∈ X) に対して, µ の台 (support)を表す supp(µ)を

supp(µ) := {cj ; aj ̸= 0}

と定義する.
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2.2. 有限ハイパー群の公理

比較のために有限群の定義をまず以下に示す.

定義 5 (有限群). 有限集合 G = {g0, g1, g2, . . . , gn}に対して,二項演算 ◦ : G×G → Gが
定義されており, 以下の条件を満たすとする. このとき, G = (G, ◦)を群という.

• gi ◦ gj = gk ∈ G ( 演算に関して閉じている ).

• g ∈ Gに対して, g ◦ e = e ◦ g = gとなる e ∈ Gの存在.

• g ∈ Gに対して, g ◦ g−1 = g−1 ◦ g = eとなる g−1 ∈ Gの存在.

• gi, gj, gk ∈ Gに対して, gi ◦ (gj ◦ gk) = (gi ◦ gj) ◦ gk が成立.

そして, 有限ハイパー群は次のように定義されている.

定義 6 (有限ハイパー群, Generalized fusion rule algebra).

有限集合K := {c0, c1, . . . , cn}に対して,

CK := {µ =
n∑

k=0

akck, ak ∈ C}

とおく. 次の二つの演算, convolution ◦ : CK × CK → CK, involution ∗ : CK → CK
があり, K := (K,CK, ◦, ∗)が次の条件を満たすとする. このとき K := (K,CK, ◦, ∗)
をハイパー群という.

1. CKは結合律を満たす involutive algebraである.

2. ci ◦ cj =
n∑

k=0

akijck

3. c0は単位元

4. c∗i = cj ⇔ c0 ∈ supp(ci ◦ cj)

5. akij ∈ R+,
n∑

k=0

akij = 1

また, 最後の条件をakij ∈ Z+に置き換えたとき, KをGeneralized fusion rule algebraと
いい特に, F と表す. ただし, R+ := {r|r ∈ R, r ≥ 0}, Z+ := {m|m ∈ Z,m ≥ 0}で
ある.

注 1. この定義は, ハイパー群は有限群とは異なり, 集合 K 内には演算は定義されて
おらず, CK 内での演算を考えるということを意味している. また, 公理の 2, 3, 4 はそ
れぞれ, 有限群の公理における, 演算に関して閉じているかどうか, 単位元の存在性, 逆
元の存在性に対応している.

注 2. ハイパー群 Kは本来 (K,CK, ◦, ∗)の四つ組で構成されるが, 記述を省略して,

K = {c0, c1, c2}がハイパー群である. といった形で記すことがある.

ここで, ハイパー群が群の拡張になっていることを確かめる.



定理 1 (有限群はハイパー群である). 任意の有限群は有限ハイパー群である.

証明. 群 G = (G , ·) を考える. ただし G は, G = {g0, g1, . . . , gn} とし g0 は G の単
位元. さらに, gi , gj ∈ CG に対して, convolution ◦ を

gi ◦ gj := gi · gj = gk (0 ≤ k ≤ n)

と定める. さらに, involution ∗を, (gi)
∗ := (gi)

−1とする. これより, G = (G,CG, ◦, ∗)が
ハイパー群の公理を満たしていることを確認する.

1. CGは結合律を満たす involutive algebraであることについて.

これはCGの定義, 群が結合律を満たすことから確かめられる.

2. gi ◦ gj =
n∑

k=0

akijgkについて

gi ◦ gj = gi · gj = gk (0 ≤ k ≤ n)

となる. また,

gk = 0× g0 + 0× g1 + · · ·+ 0× gk−1 + 1× gk + 0× gk+1 + · · ·+ 0× gn

と表されるので, 満たしていることがわかる.

3. g0は単位元. これはGが群であることから明らかである.

4. g∗i = gj ⇔ g0 ∈ supp(gi ◦ gj) について

(a) ⇐について
gi ◦ gj = gk (0 ≤ k ≤ n) と表されることに注意して証明を行う.

g0 ∈ supp(gi ◦ gj)
⇒g0 ∈ supp(gk)

⇒g0 ∈ {gk}
⇒g0 = gk

⇒g0 = gi · gj
⇒g−1

i = gj

⇒g∗i = gj

(b) ⇒について
これは, 上記の議論は遡っていくことが可能であるため, 成立していること
がわかる.

5. akij ∈ R+,
n∑

k=0

akij = 1 について

gk = 0× g0 + 0× g1 + · · ·+ 0× gk−1 + 1× gk + 0× gk+1 + · · ·+ 0× gn であり, そ
の係数の和が明らかに1であるから, この公理も満たしていてる

以上をもって, 有限群が有限ハイパー群であることが証明できた.



3. グラフからハイパー群の構成
ハイパー群を構成する方法は複数存在する. その中でも比較的単純な方法である, 隣接
行列を用いて構成することについて述べる. そのための準備をいくつか行う.

定義 7 (隣接行列). 頂点数がnのグラフGに対して, 頂点 viとvjを結ぶ辺の数をaijと
したとき, aijを要素とするn × n行列A(G) = (aij) をGの隣接行列という. 有向グラ
フの場合は, aij は始点 vi , 終点 vj を持つ弧の個数とする.

注 3. この定義からもわかるように, 隣接行列はグラフGの頂点のラベルのつけ方に依
存している.

3.1. 正n角形のグラフの場合

得られている結果は次の通りである.

定理 2 (正m角形のグラフに付随したハイパー群). 正m角形Dmの隣接行列から得ら
れるハイパー群をK(Dm)とする. K(Dm)の位数は ⌊m

2
⌋ + 1である. また, その構造式

は正2m (m = 1, 2, 3 . . . , n)角形の場合は, 次の式 (1)のようになり,

cicj = cjci =
1

2
c|i−j| +

1

2
ci+j (1 ≤ i , j ≤ n− 1)

cnci = cicn = cn−i (i = 1, 2, . . . , n)
(1)

正2m+ 1 (m = 1, 2, 3 . . . , n)角形の場合は, 次の式 (2)のようになる.

cicj = cjci =
1

2
c|i−j| +

1

2
ci+j (1 ≤ i , j ≤ n− 1)

cnci = cicn =
1

2
c|n+1−j| +

1

2
c|m−j| (i = 1, 2, . . . , n)

(2)

このハイパー群を構成した方法は次の通りである.

1. グラフから隣接行列Y1を生成する.

2. 隣接行列から, Generalized fusion rule algebra を得る.

3. そのGeneralized fusion rule algebra の各元を次元関数で割る.

なお, 次元関数の定義は以下のようなものになる.

定義 8 (次元関数). Generalized fusion rule algebra Fに対して, d : F → R+となる準
同形写像を次元関数という. ただし, Fの単位元 eに対しては, d(e) = 1である.

次に, いくつかの例を示す.

3.2. 正三角形の無向グラフ

最も単純な正三角形の無向グラフについて考える. まず, 手順 1を実行する. 隣接行列
の定義より,

Y1 =

0 1 1

1 0 1

1 1 0


Y 2
1 =

0 1 1

1 0 1

1 1 0


0 1 1

1 0 1

1 1 0

 =

2 1 1

1 2 1

1 1 2

 = 2Y0 + Y1



図 1: 正三角形の無向グラフ

よって, F := {Y0, Y1} とすると, これはGeneralized fusion rule algebra になる. その
構造式は次のようになる.

Y 2
1 = 2Y0 + Y1, Y0Y1 = Y1Y0 = Y1

次に, 手順 2を実行する. 今得られた, Y 2
1 = 2Y0 + Y1 の両辺を写像dで写す. 次元関数

の定義より, d(Y0) = 1 であるから, 求めたい次元関数 (の値 ) d(Y1)をxとおく.

d(Y 2
1 ) = d(2Y0 + Y1)

写像 dが準同形であることより, d(Y1) = −1, 2. 写像 dの値域がR+であることから,

d(Y1) = 2. 次に手順3を実行する. つまり, 集合Fの各元を次元関数 (の値 )で割る. し
たがって, 各元は次のようになる.

c0 :=
1

d(Y0)
Y0 = Y0, c1 :=

1

d(Y1)
Y1 =

1

2
Y1

そして, 手順2で得られた関係式を用いると,

c21 =
1

2
Y1

1

2
Y1 =

1

4
Y 2
1 =

1

4
(2Y0 + Y1) =

1

2
Y0 +

1

4
Y1 =

1

2
c0 +

1

2
c1

したがって, K := {c0, c1} とすると, これは位数 2のハイパー群であり, K ∼= Z 1
2
(2) で

ある. そして, その構造式は,

c21 =
1

2
c0 +

1

2
c1, c0c1 = c1c0 = c1

である. ただし, Zq(2)とは, 位数が 2のハイパー群であり, 以下の構造式をもつもので
ある.

c21 = qc0 + (1− q)c1 (0 < q ≤ 1)

これが正三角形の無向グラフから得られるハイパー群である.

3.3. 完全グラフ Kn

まず, 定義を述べる. なお, 下の図2に示すのは, n = 5, 6の場合である.

定義 9 (完全グラフ). 完全グラフとは, n個の頂点を互いにすべて辺で結んだグラフで
あり, Knと表す.

これより, 次の定理を証明する.



図 2: 完全グラフK5,K6

定理 3 (完全グラフKnに付随したハイパー群). 完全グラフKnから, ハイパー群が得
られ, K = {c0, c1} ∼= Z 1

n−1
(2)となる. そしてその構造式は以下のようになる.

c21 =
1

n− 1
c0 +

(
1− 1

n− 1

)
c1, c1c0 = c0c1 = c1

証明. このとき, グラフは, すべての頂点が自分自身以外とは１本ずつ接続されている
ので, 隣接行列 Y1 は対角成分が 0であり, それ以外の成分は 1となる. したがって, Y 2

1

は, 対角成分がn− 1, それ以外の成分はすべてn− 2となる. つまり,

Y 2
1 = (n− 1)Y0 + (n− 2)Y1 (3)

の関係が成り立つ. したがって, F := {Y0, Y1} とするとこれはGeneralized fusion rule

algebra となる. ここから次元関数を用いてハイパー群を構成する. d(Y1) = x ∈ R+ と
おく. 式 (3)より, d(Y1) = n− 1となる. そして,

c0 :=
1

d(Y0)
Y0 = Y0, c1 :=

1

d(Y1)
Y1 =

1

(n− 1)
Y1

とし, c21を計算する.

c21 =
1

(n− 1)2
Y 2
1 =

1

(n− 1)2
((n− 1)Y0 + (n− 2)Y1)

=
1

(n− 1)2
((n− 1)c0 + (n− 1)(n− 2)c1)

=
1

(n− 1)
(c0 + (n− 2)c1)

=
1

n− 1
c0 +

n− 2

n− 1
c1

=
1

n− 1
c0 +

(
1− 1

n− 1

)
c1

よって, K := {c0, c1} とすると, これはハイパー群となり, K ∼= Z 1
n−1

(2) である. その
構造式は,

c21 =
1

n− 1
c0 +

(
1− 1

n− 1

)
c1, c1c0 = c0c1 = c1

である. 以上により定理が示された.



3.4. An型のディンキン図形に付随したハイパー群

次に, Anディンキン図形から得られるハイパー群を述べる. Anディンキン図形の定義
は以下の通りである.

定義 10 (Anディンキン図形). n個の頂点とn− 1本の辺を直鎖状に連結させたグラフ
をAn型ディンキン図形という.

3.5. A3型ディンキン図形

図 3: A3型ディンキン図形

これまでと同様に考えると

Y1 =

0 1 0

1 0 1

0 1 0

 , Y 2
1 =

0 1 0

1 0 1

0 1 0


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 =

1 0 1

0 2 0

1 0 1


ここで, Y2を次のように定義する.

Y2 =

0 0 1

0 1 0

1 0 0


すると, Y 2

1 = Y0 + Y2 となる.そして, Y 2
2 = Y0 であるから, 以上の結果をまとめると,

表1を得る.

表 1: A3型ディンキン図形に付随したFusion rule algebraの演算表

Y0 Y1 Y2

Y0 Y0 Y1 Y2

Y1 Y1 Y0 + Y2 Y1

Y2 Y2 Y1 Y0

したがって, F := {Y0, Y1, Y2} と定義すれば, これはGeneralized fusion rule algebra で
ある. ここからハイパー群を構成する. これまでと同じようにすることもできるが, 次
元関数の求め方には複数あるため, 今回は隣接行列Y1の最大固有値λmaxの固有ベクト
ルを利用して構成する.

det(Y1 − λE) = −λ3 − (−λ− λ) = λ(
√

2 + λ)(
√

2− λ)

したがって,

λmax =
√
2

(
= 2 cos

1

3 + 1
π

)



である. これよりこの固有値に対する固有ベクトルを求めると, xは,任意定数t ∈ R\{0}
を用いて,

x =

x

y

z

 = t

 1√
2

1


となる. ここで,

c0 :=
1

x
Y0 = Y0, c1 :=

1

y
Y1 =

1√
2
Y1, c2 :=

1

z
Y2 = Y2

とする. これらに対して, c21や c22などを計算すると,

c21 =
1

2
Y 2
1 =

1

2
(Y0 + Y2) =

1

2
(c0 + c1) =

1

2
c0 +

1

2
c1

c1c2 =
1√
2
Y1Y2 =

1√
2
Y1 = c1, c2c1 = Y2

1√
2
Y1 =

1√
2
Y2Y1 = c1, c22 = Y 2

2 = Y0 = c0

が得られる. したがって, K := {c0, c1, c2} とすると, これはハイパー群となり, 構造式
をまとめると, 次の表2のようになる.

表 2: A3型ディンキン図形に付随したハイパー群 の演算表

c0 c1 c2

c0 c0 c1 c2
c1 c1

1
2
c0 +

1
2
c1 c1

c2 c2 c1 c0

これが, A3型ディンキン図形から得られるハイパー群である.

4. おわりに
今回はハイパー群を構成する方法に焦点を当てて述べてきた. さらに, その構成方法に
ついても主に隣接行列について述べてきた. したがって, 今後の課題としてハイパー群
からグラフを構成する方法の確立であったり, ハイパー群が得られるグラフとそうでな
いグラフの幾何学的意味を明らかにすることであったりが挙げられる.
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