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1 序文
多重ゼータ値（Multiple Zeta Value, MZV）とは, ki ∈ N, k1 ≥ 2に対して

ζ(k) = ζ(k1, . . . , kr) :=
∑

m1>···>mr>0

1

mk1
1 · · ·mkr

r

∈ R

で定義される実数である. 今回はその類似物として, 素数 pを固定して, MZVの和を pの手
前で打ち切った有限和

ζp(k) = ζp(k1, . . . , kr) :=
∑

p>m1>···>mr>0

1

mk1
1 · · ·mkr

r

mod p

について考える.（有限和であるので, k1 ≥ 1で良い.） これは “mod p multiple harmonic

sum”と呼ばれ, Hoffmanや Zhao等によって研究されていた対象である. そして, 近年Zagier

が固定された素数 pでなく, 全ての素数 pに対してこの和を同時に考える枠組みを提唱した.

本稿では, Zagierの提唱した枠組によって与えられる有限多重ゼータ値 (Finite Multiple Zeta

Value, FMZV)について, その定義と次元予想について紹介したうえで, 主結果について説明
をする.

1.1 定義, 次元予想

集合Aを次で定義する.

A :=

 ∏
p:素数

Z/pZ

 / ⊕
p:素数

Z/pZ

 = {(ap)p | ap ∈ Z/pZ}/∼,

ここで (ap)p ∼ (bp)p は, 高々有限個を除く全ての素数 pに対して ap = bp が成立することを
意味する. Aは成分ごとの演算によって和と積を入れることにより, 自然に環になる. また,

Aの元は (ap)pのように書かれるが, 有限個の apに対しては定義されていない場合がある. そ
の場合は適当に有限個の apに対して値を定めてやることで, 値の定め方に依らずに (ap)pは
定義される. さらに, 対角線写像

Q ∋ r 7−→ (r mod p)p ∈ A

を考えると, rの分子を割り切る素数は有限個しかないことから, この写像は単射準同型であ
ることが従い, AはQ代数になることがわかる.

このときAの元として, 有限多重ゼータ値は次のように定義される.



定義 1.1. 任意のインデックスk = (k1, . . . , kr) ∈ Nrに対して, 有限多重ゼータ値を

ζA(k) = ζA(k1, . . . , kr) := (ζp(k1, . . . , kr))p ∈ A

で定義する.

インデックス k = (k1, . . . , kr)に対して, wt(k) := k1 + · · ·+ kr, dep(k) := rをそれぞれ重
さ, 深さと呼ぶ. また, k∨を kのHoffman’s dualといい, 各 kiをすべて 1 + · · ·+ 1の形で書
いたときに, カンマ「 ,」をプラス「＋」に, プラス「＋」をカンマ「 ,」に取り換えたとき
に得られるインデックスを表している. 例えば,

(k)∨ = (1, . . . , 1), (2, 3, 1, 2)∨ = (1, 2, 1, 3, 1)

等である. Hoffman’s dualと元のインデックスは,

wt(k) = wt(k∨), dep(k) + dep(k∨) = wt(k) + 1

の関係にある.

有限多重ゼータ値の張るQベクトル空間を次のように定義する.

ZA,0 := Q,ZA,k :=
∑

k1+···+kr=k
r≥1,ki≥1

Q · ζA(k1, . . . , kr)

ZA :=
∞∑
k=0

ZA,k.

特に, ZAはQ代数となっている. このとき, Zagierによって次の次元予想が予想された.

予想 1.2 (Zagier [6]). 数列 {dk}k≥0を

d0 = 1, d1 = 0, d2 = 1,

dk = dk−2 + dk−3 (k ≥ 3)

で定めたとき,

dimQ ZA,k = dk − dk−2.

この予想に関する著しい結果として次の定理が挙げられる:

定理 1.3 (Akagi-Hirose-Yasuda, Jarossay).

dimQ ZA,k ≤ dk − dk−2.

この定理により, FMZVには多くの線形関係式が存在することがわかる.（重さ kのイン
デックスが 2k−1だけあることに注意すると, 重さ kごとに, 少なくとも 2k−1 − (dk − dk−2)個
の線形関係式が存在することが言える.） そこで, FMZVの関係式を具体的に記述するとい
う素朴だが重要な問題が考えられる.



2 代数的定式化
この節では, Hoffman[3]により導入されたMZVの代数的定式化にならって, FMZVの代
数的定式化を行う.

2変数非可換多項式環 H := Q⟨x, y⟩の部分環H1を

H ⊃ H1 := Q+ Hy

とおく . また, 任意のword w ∈ Hに対して, wの次数をwの重さと呼ぶ (|w|と書く). 自然
数 kに対して zk := xk−1yとおき, Q-線形写像 ZA : H1 −→ A を,

ZA(1) = (1)p, ZA(zk1 · · · zkr) = ζA(k1, . . . , kr)

をQ-線形に拡張したものとする.

H1上の積 ∗（調和積）を次の規則と双線形性により定義する:

(i) 任意のword w ∈ H1対し, w ∗ 1 = 1 ∗ w = w.

(ii) 任意のwords w1, w2 ∈ H1 と m,n ∈ Nに対し

zmw1 ∗ znw2 = zm(w1 ∗ znw2) + zn(zmw1 ∗ w2) + zm+n(w1 ∗ w2).

調和積と同様に, H上の積 X（シャッフル積）を次の規則と双線形性により定義する:

(i) 任意のword w ∈ Hに対し, wX 1 = 1Xw = w.

(ii) u1, u2 ∈ {x, y} と任意のwords w1, w2 ∈ Hに対し

(u1w1)X (u2w2) = u1(w1 Xu2w2) + u2(u1w1 Xw2).

今定義したこれらの積は, 結合的で可換な積であることが知られている. (cf: [3, 8]). また,

これらの積は次の性質を満たす:

命題 2.1 ([3, 5, 6]). 任意の words w = zk1 · · · zkr , w′ = zk′1 · · · zk′s ∈ H1に対して,

(i) ZA(w ∗ w′) = ZA(w)ZA(w
′)

(ii) ZA(wXw′) = (−1)|w|ZA(zkr · · · zk1zk′1 · · · zk′s).

が成立する.

3 主結果

3.1 Ohno-type relation

本稿の主結果は次の関係式である.

定理 3.1 (O. [7]). 任意のインデックス k ∈ Nrと任意の n ∈ N0に対して,∑
e∈Nr

0
wt(e)=n

ζA(k+ e) =
∑
e′∈Ns

0
wt(e′)=n

ζA((k
∨ + e′)∨)

が成立する. ここで, s = dep(k∨)である.



この関係式は, Ohno’s relationと呼ばれるMZVの関係式の FMZV版として, Kanekoに
よって予想されたものである. また, n = 1の場合は Iharaが直接計算により示している.

主結果の証明（詳しくは [7]を参照されたい.）は nに関する帰納法を用いるのだが, その
ためには次の補題が必要になる.

補題 3.2. 任意のインデックス k = (k1, k2, . . . , kr) ∈ Nrと任意の n ∈ Nに対して,

min{n,r}∑
i=0

(−1)i
∑

λ∈{0,1}r
wt(λ)=i

∑
e∈Ns+i

0
wt(e)=n−i

ζA
(
((k+ λ)∨ + e)

∨)
 = 0

が成立する. ここで, s = dep(k∨)である.

この補題自体は, 命題 2.1を用いることによって, 次の命題から得られる.

命題 3.3 (Ihara-Kaneko-Zagier [4]). 任意の word w ∈ H1に対して,

1

1− yu
∗ w =

1

1− yu
X∆u(w)

が成立する. ここで ∆uは Ĥ（Hの完備化）の自己同型で,

∆u(x) = x(1 + yu)−1, ∆u(y) = y + x(1 + yu)−1yu

で与えられる. また, uは形式的パラメータである.

3.2 Sum formula

主結果の特殊化として次の関係式が得られる.

定理 3.4 (Saito-Wakabayashi [9]). 1 ≤ i ≤ r ≤ k − 1 を満たす任意の k, r, i ∈ Nに対して,∑
k1+···+kr=k
∀kj≥1,ki≥2

ζA(k1, . . . , kr) =(−1)i−1

((
k − 1

i− 1

)
+ (−1)r

(
k − 1

r − i

))
Z(k)　

が成立する.

この定理は, Sum formulaと呼ばれるMZVの有名な関係式の FMZV版として, i = 1の場
合がKanekoに予想されていたもので, SaitoとWakabayashi によって一般の場合が証明され
た. 導出方法について, ここでは詳しいことを述べないが,

k = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−1

, 2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r−i

), k∨ = (i, r + 1− i)

というインデックスに対して, 主結果を計算すれば良い.

Sum formula以外にも, 主結果の特殊化として関係式が何か得られるだろうか.
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