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概 要
本稿は, 第 12回数学総合若手研究集会 (2016年 2月 29日～3月 3日, 北海道
大学)における著者の講演のテクニカルレポートである. 楕円曲線の基本事項
と弱BSD予想の主張を簡単に復習した後で, BSD予想の群環版と見なせる,
Mazur-Tateが定式化したBSD型精密化予想を紹介する. 主結果は, この予
想の階数に関する部分を比較的弱い仮定のもとで証明したというものである.

1. BSD予想
1.1. 楕円曲線 (参考文献 [7])

体K上の楕円曲線Eとは, 方程式

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 (ai ∈ K) (1.1)

に無限遠点∞を付け加えて定義される射影的な非特異代数曲線である. 特徴的なのは,
これが群構造をもつ曲線だということである. つまり, K-有理点全体の集合

E(K) := {(x, y) ∈ K2; y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6} ∪ {∞}

がアーベル群の構造をもつ（無限遠点∞が単位元となる）. 例えばKが複素数体Cの
場合, E(C)にはコンパクトリーマン面の構造が入り, 複素トーラスC/Λ (Λ ⊆ Cは格
子)に群構造込みで同型となることが知られている.
さて, 整数論的に興味深いのは, Kが有理数体Q, あるいはその有限次拡大体の場合

である. このとき, 次の定理が知られている:

定理 1.1 (cf. [7]). KがQの有限次拡大体のとき, E(K)は有限生成アーベル群, つまり,

E(K) ∼= Z⊕r(E) ⊕ E(K)tors.

ここで, r(E) = rank(E(K)) ≥ 0は整数, E(K)torsはE(K)のトーション元全体がなす
有限アーベル群である.

以下では, K = Q上の楕円曲線 Eを固定する. このとき, 上の定理より, E(Q) ∼=
Z⊕r(E)⊕E(Q)torsと書ける. 有限アーベル群E(Q)torsの方はMazurによって完全に分類
されている (cf. [7, VIII, Theorem 7.5]). 一方,階数r(E)の方はまだまだわからないこと
が多く, 例えば, Q上の楕円曲線を動かしたとき, r(E)がどれくらい大きくなるかもわ
かっていない. この代数的な量である r(E)が驚くべきことに, 解析的なL関数L(E, s)

の振る舞いと結びつくと予想しているのが次に述べる (弱)BSD予想である.
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1.2. BSD 予想
まず, L関数の定義に必要なHasse不変量 aℓ(E) ∈ Zについて復習する. EがQ上の楕
円曲線であるということから, 適当な変数変換により方程式 (1.1) の係数が ai ∈ Zと
なるようにできる. そのような方程式で, discriminant ∆ ∈ Z (の絶対値)が最小のも
のを固定する (cf. [7, VIII.8]). (以下, Q上の楕円曲線を考えるときは常にこのようなZ
係数の方程式を固定することとする.) このとき, 方程式 (1.1)を素数 ℓに対し modulo ℓ

することによりFℓ上の代数曲線を得る. さらに ℓ - ∆のとき, この代数曲線は非特異と
なり Fℓ上の楕円曲線 E ⊗ Fℓを定める. これのFℓ-有理点全体の集合をE(Fℓ)とも書く.
ℓ - ∆のときのaℓ(E) ∈ Zを aℓ(E) = ℓ+ 1−#E(Fℓ)で定義する. Eの Hasse-Weil L関
数L(E, s)は次の形の無限積で定義される:

L(E, s) =
∏
ℓ:素数

(
1− aℓ(E)ℓ−s + ϵ(ℓ)ℓ1−2s

)−1
=:

∑
n≥1

an
ns

. (1.2)

ここで, ℓ - ∆なら, ϵ(ℓ) = 1である (ℓ|∆については [7, Appendix C.16]参照). Hasse
の定理 |aℓ(E)| ≤ 2

√
ℓより, (1.2)は Re(s) > 3/2なる s ∈ Cに対し収束することがわ

かる. さらに, Wiles, Taylor-Wiles らによって解決された志村谷山予想により, L(E, s)

はC全体に解析接続される. 特に, s = 1での零点の位数 ords=1(L(E, s))が定義される.
弱BSD予想とは次の予想である:

予想 1.2 (Birch, Swinnerton-Dyer). 等式

r(E) = ords=1(L(E, s))

が成り立つ.

さらに, s = 1でのTaylor展開の主要項 lims→1

(
L(E, s)/(s− 1)r(E)

)
を#E(Q)torsや

Tate-Shafarevich群X(E/Q)の位数といった数論的不変量で記述する公式 (full BSD予
想)も予想されているがここでは詳しく述べない (cf. [7, Appendix C.16]).

2. BSD型精密化予想
Mazur-Tate [4] によって定式化された BSD 型精密化予想は, Q上の楕円曲線Eに対す
るL(E, s)を Mazur-Tate 元という群環の元で置き換え, Eの数論的不変量と結びつけ
る予想である.

2.1. Mazur-Tate 元 (cf. [4])

非負整数Sに対し, GS = (Z/SZ)×とおく. このとき, Mazur-Tate元 (θS)S ∈
∏

S Q[GS]

は次を満たす (記号の説明はすぐ下):

1. 導手Sの Dirichlet 指標 χ : GS → C×に対し, χをQ線形にQ[GS]→ Cに延長す
ると,

χ(θS) = τS(χ)
L(E, χ−1, 1)

Ω± ,

2. 素数 ℓに対し, πSℓ/S : Q[GSℓ] → Q[GS]を自然な射影とすると, πSℓ/S(θSℓ)と θSの
間には明示的な関係式がある.

3. ある正の整数 Mが存在して, 任意の非負整数Sに対し MθS ∈ Z[GS].



ここで, ζS := exp(2πi/S)で, Dirichlet 指標 χ : GS → C×に対し,

• τS(χ) :=
∑

a∈GS
χ(a)ζaS,

• L(E,χ, s) :=
∏

ℓ-S:素数 (1− aℓ(E)χ(ℓ)ℓ−s + ϵ(ℓ)χ(ℓ)2ℓ1−2s)
−1

=
∑

(n,S)=1
anχ(n)

ns .

また, Ω+,Ω− (定義は [4, Chapter 1]参照のこと) は周期と呼ばれる複素数で次を満た
す: 任意のDirichlet 指標χに対し,

L(E,χ, 1)

Ω± ∈ Q(Im(χ)). ここで, 符号±はχ(−1)の
符号と同じものをとる.

注意 2.1. Mazur-Tate 元は p進 L関数の精密化である. p進 L関数は, 導手が pべき
のDirichlet 指標 χによる捻りの特殊値 L(E, χ−1, 1)/Ω±を全て “補間”するような p進

解析的関数として定義されるが (例えば, p - ap(E)なら

 lim←−
πpn/pn−1

Zp[Gpn ]

 ⊗ Qp
∼=

Zp[[T ]]
⊕p−1 ⊗Qpの元になる), 構成の一つは {θpn}nを適当にmodifyして（逆）極限を

とるというものである. p進L関数を巡る大きな予想は, BSD予想の素朴な類似である
p進BSD予想と, p進L関数と ∪n≥1E (Q(ζpn))をガロワ作用込みで結びつける岩澤主
予想がある. [4]では, これらの予想の部分的な精密化として, (θpnだけでなく)一般の
θSに対して予想が定式化された. 本稿で扱うのは, このうち p進BSD予想の精密化に
当たる BSD型精密化予想である. 次の小節では, 本講演における主定理に関係深い, 弱
BSD予想の類似に関して説明する.

2.2. BSD型精密化予想の（階数に関する部分の）主張
Sを非負整数とし, Qの部分環Rを θS ∈ R[GS]となるようにとる. ISをR[GS]の aug-
mentation イデアルとする. つまり IS = ker

(
R[GS]→ R;

∑
σ∈GS

aσσ 7→
∑

σ∈GS
aσ
)
.

このとき, Mazur-Tate [4]は θS の自明指標での零点の位数が r(E)以上であると予想
した:

予想 2.2 (Mazur-Tate [4]). θS ∈ I
r(E)
S .

注意 2.3. 予想 1.2とは異なり, 零点の位数が r(E)より大きくなることがある, つまり
θS ∈ I

r(E)+1
S が起こりうる. 例えば, #GS ∈ R×なら, IS = I2S = · · · .

3. 主結果
EをQ上の楕円曲線とし, CMをもたないとする (i.e. End(E) = Z, cf. [7]). 以下の3つ
の条件全てを満たす素数pを許容素数と呼ぶ:

1. p - 6(ap(E)− 1)∆
∏

ℓ|∆ cℓ (cℓについては [7, Appendix C.16]参照),

2. Tate 加群 Tp(E) := lim←−n
E[pn]からくるガロワ表現 Gal(Q/Q) → AutZp(Tp(E))

が全射 (QはQの代数閉包),

3. p ≥ r(E).

注意 3.1. Serreの結果を用いると, 許容素数の密度が1であることがわかる.

以下, 部分環R ⊆ Qを, 非許容素数がRで全て可逆になるようにとる. 主結果は次で
ある:



定理 3.2 ([5]). Sを次の (∗)を満たす素数 ℓ - ∆の square-freeな積とする.

(∗) 任意の許容素数pに対し, E(Fℓ)[p] ∼= {0},Z/pZ.

このとき,
θS ∈ I

r(E)
S .

注意 3.3. 1. (∗)を満たす ℓの密度は 0.997以上であることが Chebotarev 密度定理
を用いることでわかる.

2. 抽象的に部分環Rを取ったが, E(Q)tors ̸= {0}のときには, 非許容素数の個数は
有限となり, (数値的に)明示的に Rをとることができる (cf. [5, Corollary 1.4]).

3. 定理 3.2以前に予想 2.2について既に知られていた結果を簡単に述べる. 簡単の
ため, pを許容素数とする. θpn ∈ I

r(E)
pn ⊗ Zpが, p - ap(E)のときは Kato[1]の

結果から, p|ap(E)の場合は, Kato[1], Kobayashi[2], Pollack[6]の結果から導ける.
Kurihara[3]は p - ap(E)のとき, “µ = 0予想”を仮定したうえで, (S,∆) = 1なる
Sに対し, θS ∈ I

r(E)
S ⊗ Zpを (含む定理を)証明している. Tan[8]は full BSD予想

を仮定したうえで, 特別なSに対し, θS ∈ I
r(E)
S を示している.

予想 2.2は弱BSD予想（予想 1.2）の類似だったが, full BSD予想の類似も定式化さ
れている. これに関して得られた結果を紹介する.

Mazur-Tate [4]は, Mazur-Tate元の主要項 θ̃Sを θSの I
r(E)
S /I

r(E)+1
S への像として定

義し, これを, full BSD予想のように X(E/Q)や高さ関数, JSで記述する予想を定式
化した. ここで, JSは次で定義される有限群である:

JS = coker
(
E(Q)→

(
⊕ℓ|SE(Fℓ)

)
⊕

(
⊕ℓ|∆E(Qℓ)/E0(Qℓ)

))
.

定理 3.4 ([5]). pを許容素数とし, Sを ℓ ≡ 1 mod pかつ (∗)を満たす ℓの square-free な
積とする. もし, θ̃S ̸≡ 0 mod p(I

r(E)
S /I

r(E)+1
S )なら,

X(E/Q)[p] = JS[p] = 0.
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