
有限体係数のローラン級数におけるディオファントス近似

大音 智弘 (Tomohiro Ooto)∗ 　
筑波大学 数理物質科学研究科数学専攻 † 博士後期課程二年

概 要

ディオファントス近似は，実数を有理数でどのくらい良く近似できるかを基本的な
問題とし，その問題の拡張や類似について主に調べる分野である．この近似理論は，超
越数論やディオファントス方程式への応用があり古くから研究の対象となってきた．本
テクニカルレポートでは，実数に関するディオファントス近似の先行研究とその応用に
ついて述べる．その後，実数の類似として有限体係数のローラン級数でのディオファン
トス近似について得られた結果を紹介する．

1 導入

ディオファントス近似は，

与えられた実数 ξ を有理数でどのくらい良く近似できるか

を基本的な問題とし，その問題の拡張や類似について主に調べる分野である．もちろん有理
数の稠密性から，いくらでも ξとの差が小さい有理数は存在する．しかし，この差の測り方
(ものさし)をうまく変えることで面白いことがわかってくる．そこで，この節ではそのもの
さしについて簡単な場合を通してイメージを掴んでもらいたい．
まず，一つ記号を導入する．実数 xに対して，[x] := max{n ∈ Z | n ≤ x}と定める．こ

の関数 [·]はガウス記号とよばれており，実数の整数部分を取り出す関数である．例えば，
[3] = 3, [5.3] = 5, [−6.25] = −7．整数 q ̸= 0に対して，|qξ − [qξ]| ≤ 1なので両辺を |q|で割
ると， ∣∣∣∣ξ − [qξ]

q

∣∣∣∣ ≤ 1

|q|

が成り立つ．従って，実数は近似有理数の分母で近似できる．次に，ξが有理数 a/bのとき
について考える．このとき，a/bと異なる有理数 p/qに対して，∣∣∣∣ab − p

q

∣∣∣∣ ≥ |aq − bp|
|bq|

≥ 1

|bq|

が成り立つ．上記と合わせると，有理数は近似有理数の分母がある意味最良の近似となる．
次に考えるべきことは，ξが無理数のときの近似であろう．無理数については次の古典的

な結果がある．
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定理 1.1 (Dirichlet, 1842). 実数 ξを無理数とする．このとき，次を満たす有理数 p/qが無
数に存在する: ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

|q|2
.

定理 1.1の証明は，鳩ノ巣原理 (n+1羽の鳩を n個の箱に入れると，少なくとも 1個の箱
には 2羽以上の鳩がいる)を用いて初等的に証明できる．証明は，[15, 第 1章]に書いてあ
る．定理 1.1から，無理数は近似有理数の分母の 2乗で近似できる．
以上のことから，近似有理数の分母の 2乗で近似できれば無理数，そうでない数は有理数

となる．つまり，有理数か無理数かを判定するのに方程式 (等式)でなく不等式が使えると
ころが非常に面白い点である．
2節では，先ほど未定義で使った最良近似の概念を定式化し，それに関する先行研究を紹

介する．次の 3節では，超越数やディオファントス方程式への最良近似の応用について述べ
る．4節は，有理数での近似を一般化した代数的数や整数係数多項式での近似について述べ
る．5節では，実数でなく別の体 (有限体係数のローラン級数体)の近似について簡単な紹介
を行い，今回の主結果を報告する．

2 実数の有理数近似

まずは，前節で未定義だった実数の最良近似を定義する．実数 ξに対して，

0 <

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

|q|w

となる有理数 p/qが無数に存在するような実数 wの上限を µ(ξ)とし，これを ξの無理数度
とよぶ．これで，有理数の分母というものさしを使った最良近似を定式化することができた．
無理数度の言い換えとして次が成立することが知られている．以下を満たす実数 wの下限
は µ(ξ)となる: ある正の実数 C が存在して，ξと異なるすべての有理数 p/qに対して，∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ ≥ C

|q|w

を満たす．従って，前節から実数 ξに対して µ(ξ) ≥ 1，有理数 a/bに対して µ(a/b) = 1が
成立する．また，定理 1.1を言い換えると次のようになる:

定理 2.1 (Dirichlet, 1842). 無理数 ξ ∈ Rに対して，µ(ξ) ≥ 2．

従って，前節の最後の方に述べた有理数か無理数の判定法は，

µ(ξ) > 1ならば ξ は無理数で，そうでないとき (µ(ξ) = 1)， ξ は有理数

となる．
複素数 ξは，P (ξ) = 0となる整数係数多項式P (X) ∈ Z[X]\{0}が存在するとき代数的数

という．複素数で代数的数となる数全体の集合をQと表す．ξが代数的数のとき，P (ξ) = 0

となる P (X) ∈ Z[X] \ {0}のうち最小の次数を ξの次数とよび，deg ξで表す．また，代数
的数でない複素数を超越数とよぶ．ここで，いくつか代数的数と超越数の例を挙げる．



例. 有理数は次数 1の代数的数．
√
2,
√
3,
√
5は次数 2の代数的数．ネイピア数 eと円周率 π

は超越数．

Liouvilleは代数的数の無理数度の上限を与えた．

定理 2.2 (Liouville [7, 8]). 次数 dの代数的数 ξ ∈ Rに対して，µ(ξ) ≤ d．

Proof. 他のディオファントス近似の定理でもそうだが，この定理の証明のポイントは 0で
ない整数の絶対値は 1以上ということである．
p/qを ξと異なる有理数とする．|ξ − p/q| > 1のときは，∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ > 1 ≥ 1

|q|d

となる．次に，|ξ − p/q| ≤ 1のときを考える．P (X) =
∑d

n=0 anX
n ∈ Z[X]\{0}でP (ξ) = 0

なるものをとってくる．この多項式をX = ξまわりでテーラー展開すると，

P (X) =

d∑
n=0

P (n)(ξ)

n!
(X − ξ)n

となる．P (0)(ξ) = 0に注意すると，∣∣∣∣P (
p

q

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
d∑

n=1

P (n)(ξ)

n!

(
p

q
− ξ

)n
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ d∑
n=1

|P (n)(ξ)|
n!

∣∣∣∣pq − ξ

∣∣∣∣n−1

≤
∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ d∑
n=1

|P (n)(ξ)|
n!

.

また，0でない整数の絶対値は 1以上なので∣∣∣∣P (
p

q

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∑d

n=0 anp
nqd−n

qd

∣∣∣∣∣ ≥ 1

|q|d
.

ここで，C := min{1, (
∑d

n=1 |P (n)(ξ)|/n!)−1}とおく．すると，ξと異なる任意の有理数 p/q

に対して， ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ ≥ C

|q|d

となるので，µ(ξ) ≤ dが得られる．

Liouvilleによって得られた dという上界は，その後 d/2 + 1 (Thue [18])，2
√
d (Siegel

[16])，
√
2d (Dyson [6])と更新され，最終的にRothの手によって決着がついた．

定理 2.3 (Roth [12]). 実数 ξが 2次以上の代数的数とする．このとき，µ(ξ) ≤ 2．従って，
定理 2.1と合わせると，

µ(ξ) = 2.

定理 2.3の証明が書いてある和書としては，[15, 第 3章]が挙げられる．定理 2.3の対偶を
考えることで，次の超越数判定が得られる．

系 2.4. 実数 ξに対して，µ(ξ) > 2ならば ξは超越数．



3 実数の有理数近似の応用

この節では，第 2節で述べた定理の応用について幾つか紹介する．まずは，超越数論への
応用を紹介したい．

定理 3.1 (Mahler [9]). bを 2以上の整数とし，kを 3以上の整数とする．このとき，次の実
数は超越数:

ξ =

∞∑
n=0

1

bkn
.

注意. MahlerはRothの定理を用いない方法で示したが，ここではRothの定理を使った証
明を与える．

Proof. 系 2.4より，µ(ξ) > 2を示せば良い．そのため，ξに良い近似を与える有理数を構成
する．整数m ≥ 0に対して，

ξm :=
m∑

n=0

1

bkn
=

1 + bk
m−km−1

+ bk
m−km−2

+ · · ·+ bk
m−1

bkm

と有理数を定める．このとき，

|ξ − ξm| =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=m+1

1

bkn

∣∣∣∣∣ ≤ 2

(bkm)k
.

従って，µ(ξ) ≥ k > 2となるため ξは超越数となる．

定理 3.2 (Danilov [5]). α > 1を無理数とする．このとき，次の実数は超越数:

∞∑
n=1

1

b[αn]
.

この定理の証明も，定理 3.1の証明と同じく良い有理数近似を構成して系 2.4から超越性
を示すという方針である．次に，ディオファントス方程式への応用を一つ述べる．

定理 3.3 (Thue [18]). dを 3以上の整数とし，F (X,Y ) ∈ Z[X,Y ]を既約な d次斉次多項式
とする．また，kを整数とする．このとき，不定方程式

F (X,Y ) = k (1)

の整数解 (X,Y ) ∈ Z2は有限個しか存在しない．

注意. この定理は，前節で紹介した Rothの定理より弱い Thueの定理 (µ(ξ) ≤ d/2 + 1)を
用いて Thue自身が証明した．

例. 2X3 − Y 3 = 1の整数解 (X,Y ) ∈ Z2は有限個のみ．



4 有理数近似の一般化

この節では，無理数度の概念を一般化しそれについて知られていることを紹介する．一般
化をするために，まずは多項式および代数的数の高さを定義する．整数係数多項式 P (X) =∑d

n=0 anX
n ∈ Z[X]に対して，H(P ) := max0≤n≤d |an|をP の高さとよぶ．代数的数 ξ ∈ Q

に対して，ξの最小多項式をQ(X)とおく．つまり，既約かつ原始的で最高次係数が正とな
るQ(X) ∈ Z[X] \ {0}でQ(ξ) = 0となるものをとってくる．代数的数に対して，最小多項
式は唯一つ存在することに注意する．このとき，H(ξ) := H(Q)を ξの高さとよぶ．ここで，
代数的数の高さの簡単な例を紹介する．

例. p, qを互いに素な正の整数とする．このとき，有理数 p/qの最小多項式は qX − pであ
り，その高さはH(p/q) = max{p, q}となる．また，

√
2の最小多項式はX2 − 2であり，そ

の高さはH(
√
2) = 2となる．

無理数度は，有理数の分母というものさしで最良近似を定義していた．今度は，先ほど定
義した高さをものさしにして最良近似を次のように 2つ定義する．正の整数 nおよび実数 ξ

に対して，

0 < |P (ξ)| ≤ 1

H(P )w
, degP ≤ n

となる P (X) ∈ Z[X]が無数に存在するような実数 wの上限を wn(ξ)とおく．また，

0 < |ξ − α| ≤ 1

H(α)w∗+1
, degα ≤ n

となる α ∈ Qが無数に存在するような実数 w∗ の上限を w∗
n(ξ)とおく．これら二つの関数

wn, w
∗
nはDiophantine exponentとよばれている．任意の実数 ξに対して，w1(ξ) = w∗

1(ξ) =

µ(ξ) + 1であることが知られている．従って，Diophantine exponent wn, w
∗
nは無理数度 µ

の概念を一般化したものである．このとき，次の 2つの問題について考えることは自然なこ
とだろう．

問題 4.1. ξを実数，nを正の整数とする．

(1) ξが代数的数のとき，wn(ξ)と w∗
n(ξ)の値を決定せよ．

(2) Diophantine exponent wnと w∗
nは異なる関数か．もしそうならば，どのくらい異な

るかを調べよ．

問題 (1)について，wn(ξ), w
∗
n(ξ)の値は，ξの次数とnを用いて表せることが知られている．

定理 4.2. 正の整数 nと d次の代数的数 ξ ∈ Rに対して，

wn(ξ) = w∗
n(ξ) = min{n, d− 1}.

証明には，Rothの定理 (定理 2.3)の高次元版である部分空間定理が用いられる．部分空
間定理の主張及び証明に関しては [13, Section VI]に書かれている．定理 4.2のその他の部
分の証明に関しては [2, Section 3.2,3.4]に書いてある．従って，問題 (1)は解決されている．
次は問題 (2)について知られている結果を述べていきたい．関数 wnと w∗

nの差の上界と
下界については次が知られている．



定理 4.3 (Wirsing [19]). nを正の整数とし，ξを実数とする．このとき，

0 ≤ wn(ξ)− w∗
n(ξ) ≤ n− 1.

差の上限と下限については上記の定理からわかるが，実際にどのくらい異なるかを調べる
には，δ ∈ [0, n− 1]に対してwn(ξ)−w∗

n(ξ) = δとなる ξ ∈ Rの存在性を調べる必要がある．
n = 2のときは，連分数

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

· · ·

, (a0 ∈ Z, ai ∈ Z>0 for i ≥ 1)

という通常の 10進展開とは異なった実数の表記法及びその理論を用いることで，関数w2−w∗
2

の値域は決定されている．

定理 4.4 (Bugeaud [4]). 関数 w2 − w∗
2 の値域は閉区間 [0, 1]である．

n ≥ 3に対しては，関数wn−w∗
nの値域は完全に決定されていないが次の部分的な結果が

知られている．

定理 4.5 (Bugeaud [1]). 関数 w3 − w∗
3 の値域は区間 [0, 2)を含む．

定理 4.6 (Bugeaud, Dujella [3]). nを 4以上の整数とする．このとき，関数 wn − w∗
nの値

域は次の区間を含む: [
0,

n

2
+

n− 2

4(n− 1)

)

5 主結果

この節では，有限体係数のローラン級数体でのディオファントス近似について実数と比較
しながら近似の概念や先行研究について述べる．その後，主結果を紹介する．まずは議論を
展開するのに必要な記号を導入する．pを素数とし，正の整数 sに対して q = psとおく．元
の個数が q個の体を Fq で表し，Fq 係数の多項式環を Fq[T ]で表す．そして，Fq[T ]の商体
を Fq(T )で表す．つまり，

Fq(T ) =

{
P (T )

Q(T )

∣∣∣∣P (T ), Q(T ) ∈ Fq[T ], Q(T ) ̸= 0

}
とする．また，Fq 係数のローラン級数体を

Fq((T
−1)) =

{ ∞∑
n=N

anT
−n

∣∣∣∣∣an ∈ Fq, N ∈ Z, aN ̸= 0

}
∪ {0}

で表す．ここで，Fq ⊂ Fq[T ] ⊂ Fq(T ) ⊂ Fq((T
−1))という包含関係が成り立つ．



数論ではしばしば次の類似の対応を使った研究が行われている:

Z ←→ Fq[T ]

Q ←→ Fq(T )

R ←→ Fq((T
−1))

今回の主結果もそういった Rで成り立つことが Fq((T
−1))でも成り立つかどうかを調べた

研究となっている．
次に，4節で定義した 2つのDiophantine exponentの類似を定義したい．そのために，ま

ずは Fq((T
−1))上に絶対値を定め多項式や代数的数の高さを定義する．ξ =

∑∞
n=N anT

−n ∈
Fq((T

−1)) \ {0}に対して，|ξ| := q−N，また 0に対して，|0| := 0で Fq((T
−1))上に絶対値

を定める．この絶対値は，Fq((T
−1))の代数閉包 Fq((T−1))まで一意的に延長できることが

知られており，それをまた | · |で表す．多項式 P (X) =
∑d

n=0 anX
n ∈ (Fq[T ])[X]に対し

て，H(P ) := max0≤n≤d |an|を P の高さとよぶ．代数的数 ξ ∈ Fq(T )に対して，ξの最小多
項式をQ(X)とおく．つまり，X に関して既約かつ原始的な多項式Q(X) =

∑d
n=0 anX

n ∈
(Fq[T ])[X]\{0}で，Q(ξ) = 0かつ adがT に関してモニック多項式となるものをとってくる．
代数的数に対して，最小多項式は唯一つ存在することに注意する．このとき，H(ξ) := H(Q)

を ξの高さ，deg ξ := degX Qを ξの次数とよぶ．
正の整数 nと ξ ∈ Fq((T

−1))に対して，

0 < |P (ξ)| ≤ H(P )−w, degX P ≤ n

となる P (X) ∈ (Fq[T ])[X]が無数に存在するような実数 wの上限を wn(ξ)とおく．また，

0 < |ξ − α| ≤ H(α)−w∗−1, degα ≤ n

となる代数的数 α ∈ Fq(T )が無数に存在するような実数w∗の上限をw∗
n(ξ)とおく．このと

き，任意の ξ ∈ Fq((T
−1))に対してw1(ξ) = w∗

1(ξ)となることが知られている．そこで，実
数と同じように次の問題について考えたい:

問題 5.1. nを正の整数とし，ξ ∈ Fq((T
−1))とする．

(1) ξが代数的数のとき，wn(ξ)と w∗
n(ξ)の値を決定せよ．

(2) Diophantine exponent wnと w∗
nは異なる関数か．もしそうならば，どのくらい異な

るかを調べよ．

問題 (1)に関して，Liouvilleの定理 (定理 2.2)の類似が成り立つ．

定理 5.2 (Mahler [10]). 次数 dの代数的数 ξ ∈ Fq((T
−1))に対して，w1(ξ) ≤ d− 1．

しかし，Rothの定理 (定理2.3)の類似は成立しないことが知られている．つまり，w1(ξ) > 1

となる代数的数 ξ ∈ Fq((T
−1)) が存在する．例えば，t を正の整数，r = pt とし，ξ :=∑∞

n=0 T
−rn ∈ Fq((T

−1))とおく．このとき，ξは r次の代数的数で w1(ξ) = r − 1となるこ
とが知られている ([10])．
このことから，実数に比べ問題 (1)を解決するのは難しいことがわかる．問題 (1)の部分

的な結果として，w1の代数的数での値域については次のことが知られている．



定理 5.3 (Thakur [17], Schmidt [14]). 有理数w > 1に対して，w1(ξ) = wを満たす代数的
数 ξ ∈ Fq((T

−1))が無数に存在する．

今回，この結果を拡張することができたので報告する．

定理 5.4. nを正整数とし，w > 2n− 1を有理数とする．このとき，次の等式を満たす代数
的数 ξ ∈ Fq((T

−1))が無数に存在する:

w1(ξ) = w∗
1(ξ) = · · · = wn(ξ) = w∗

n(ξ) = w.

次に問題 (2)を考える．関数wnと w∗
nの差の上界と下界について次を示すことができた．

定理 5.5 ([11]). nを正整数とし，ξ ∈ Fq((T
−1))とする．kを pk ≤ n < pk+1を満たす非負

整数とする. このとき，次が成り立つ:

0 ≤ wn(ξ)− w∗
n(ξ) ≤ (pk − 1)w∗

n(ξ) + (n+ 1)pk − 2.

さらに 1 ≤ n < 2pならば，次の不等式が成り立つ:

0 ≤ wn(ξ)− w∗
n(ξ) ≤ n− 1.

Rと Fq((T
−1))では標数が 0と pで異なっており，その影響で一般の nについて定理 4.3

の類似を示すことができなかった．しかし，小さい nに対しては，標数 p特有の議論を用い
て定理 4.3の類似を示すことができた．
関数 wn − w∗

nの値域について次を示すことができた．

定理 5.6. nを 2以上の整数とする．関数 wn − w∗
nの値域は閉区間 [0, 1]を含む．

定理 5.5，5.6から，n = 2のとき関数w2−w∗
2の値域が閉区間 [0, 1]と決定できたので，定理

4.4の類似が成立する．また，任意の整数n ≥ 2に対して，wn(ξ) ̸= w∗
n(ξ)なる ξ ∈ Fq((T

−1))

の存在性がわかるため，wnと w∗
nは異なる関数となり，問題 (2)の前半部分は解決できた．
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