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1. 導入
　Ng,nを種数 g，境界成分 nの連結な向き付け不可能コンパクト曲面，Σg,nを種数 g，
境界成分nの連結な向き付け可能コンパクト曲面とする．SをNg,nもしくはΣg,nとし
た時に，M(S)をSの写像類群，すなわちSの境界上恒等的な自己微分同相写像の境界
を固定するアイソトピー類からなる群とする．ただし，Sが向き付け可能な場合は向き
を保つ写像類のみを考えることにする．M(Σg,n)の有限表示は，Hatcher-Thurston [3]，
Wajnryb [7]，Harer [2]などによって求められている．Gervais [1]はそれらの有限表示
を用いてM(Σg,n)の無限表示を求めており，更に，Luo [4]がそのGervais の表示を書
き換えてより単純化された無限表示を与えている．
一方，Paris-Szepietowski [5]によってnが0か1の時にM(Ng,n)の有限表示が求めら

れており，更にStukow [6]はその表示を書き換え，生成系がDehn twist とY-同相写像
からなる有限表示を与えている．本稿では nが 0か 1の時のM(Ng,n)の単純な無限表
示について紹介する．

2. 準備
S上の双側な単純閉曲線 cに対し，tc ∈ M(S)を，cに沿ってSを切り開き，その片方
の境界を 360度右に捻り再び貼り合せる事で得られる S上の微分同相写像とし，cに
沿った右手Dehn twist と呼ぶ．ただし，Sが向き付け不可能な場合には各 cの正則近
傍N (c)に向きを1つ入れる事で右手Dehn twist tcを定義する（図 1参照）．

図 1: S上の双側な単純閉曲線 cに沿った右手Dehn twist tc．

Ng,n上の単側な単純閉曲線µと単純閉曲線αに対して，Yµ,α ∈ M(Ng,n)を，µの正則
近傍であるMöbiusの帯をαに沿って１周させる事で得られるNg,n上の微分同相写像と
し，Crosscap pushing map と呼ぶ．特にαが双側な時，Yµ,αをY-同相写像と呼ぶ．ま
た，Yµ,αは，“µの正則近傍であるMöbiusの帯を1点とみなし”，その操作によってαか
ら得られるNg−1,n上の基点付き単純ループαと準同型写像ψµ : π1(Ng−1,n) → M(Ng,n)

によって，Yµ,α = ψµ(α)と書ける事に注意する．
以下，Dehn twists とYµ,αたちとの間の関係式について紹介する．

(0) S上で円板若しくはMöbius の帯を張る単純閉曲線 cに対し，tc = 1．

(I) ブレイド関係式：
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• f ∈ M(S)に対し，ftcf−1 = t
εf
f(c)．ただし，f |N (c) : N (c) → N (f(c))が向

きを保つ時は εf = 1，保たない時は εf = −1とする．
• f ∈ M(Ng,n)に対し，fYµ,αf−1 = Y

εα,f(α)

f(µ),f(α)．ただし，f(α)の向きと αの
向きから誘導される f(α)の向きが等しい時は εα,f(α) = 1，等しくない時は
εα,f(α) = −1とする．

(II) 2-チェイン関係式：
図 2のような単純閉曲線 c1，c2，δに対し，(tc1tc2)

6 = tδ．ただし，この tc1，tc2，
tδの正の向きはN (c1 ∪ c2)の向きから誘導されるものとする．

(III) ランタン関係式：
図 3のような単純閉曲線 αi (i = 1, 2, 3)，δi (i = 1, 2, 3, 4)に対し，tα1tα2tα3 =

tδ1tδ2tδ3tδ4．ただし，この tα1，tα2，tα3，tδ1，tδ2，tδ3，tδ4の正の向きはN (α1∪α2)

の向きから誘導されるものとする．

(IV) α，β，αβ ∈ π1(Ng−1,n)が単純なループで代表される時，ψµ(αβ) = ψµ(α)ψµ(β)．
(V) αが単側な単純閉曲線である時，Yµ,α = tε1δ1t

ε2
δ2
．ただし，δ1 ⊔ δ2はN (µ ∪ α)の境

界になるもので，ε1と ε2はそれぞれ1か−1である（図 4参照）．

図 2: 2-チェイン関係式．
図 3: ランタン関係式．

図 4: α，NNg,n(δ1)， NNg,n(δ2) の向きが上図のような時，Yµ,α = tδ1t
−1
δ2
となる．ここ

で，図中の×印は開円板を抜いて出来る境界の対蹠点の同一視を意味する．

Gervais [1]とLuo [4]が与えたM(Σg,n)の無限表示は，以下のものである．

定理 2.1 (Gervais, Luo). g ≥ 0，n ≥ 0に対し，M(Σg,n)の表示は以下で与えられる．
生成系：{tc | c：Σg,n上の単純閉曲線}
関係式：(0)，(I)，(II)，(III)．
ただし，ブレイド関係式は tdtct

−1
d = t

εtd
td(c)
の形でかつ |c ∩ d|が0か1のもので十分．



3. 主結果
Stukow [6]の有限表示にGervais [1]の議論を適用することによって次の結果が得られる．

定理 3.1. g ≥ 3かつn ∈ {0, 1}，若しくは (g, n) = (2, 1)に対し，M(Ng,n)の表示は以
下で与えられる．
生成系：{tc | c：Ng,n上の双側な単純閉曲線}

∪{Yµ,α | µ：Ng,n上の単側な単純閉曲線，α：Ng,n上の単純閉曲線}
関係式：(0)，(I)，(II)，(III)，(IV )，(V )．

注意 3.2. 関係式 (I)，(IV )をDehn twist とY-同相写像の積で書き直す事で，定理 3.1

の関係式 (V )は不要になる．

注意 3.3. M(N2)は有限群であり，更にM(N1)，M(N1,1)は自明な群になる．
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