
ゼータ関数と結び目不変量

九州大学大学院数理学府数理学専攻
博士後期課程 1年
岡本　健太郎 ∗

Kentaro Okamoto

1 Introduction

有限集合X := {1, 2, . . . , n}とその上の自己同型 σ ∈ Aut(X) ≃ Snから、力学系のゼータ関数が
次のように定義できる。

ζσ(s) := exp

{ ∞∑
m=1

#Fix(σm)

m
sm

}
,

ここで、Fix(σm) := {x ∈ X | σmx = x}は不動点集合である。このゼータ関数は次のような性質
を持っていることが知られている ([9])。

命題 1.1. (1) Cycle(σ)と書いてσ ∈ Snの中の互いに素なサイクル全体の集合を表し、P ∈ Cycle(σ)
に対して l(P )でそのサイクルの長さを表すことにする。このとき ζσ(s)は次のようなオイラー積
表示をもつ:

ζσ(s) =
∏

P∈Cycle(σ)

1

1− sl(P )
.

(2) pn : Sn −→ GLn(Z)を対称群の置換表現とする。このとき ζσ(s)は次のような行列式表示を
もつ:

ζσ(s) = det(In − pn(σ)s)
−1.

(3) ζσ(s)は次のような関数等式を満たす:

ζσ(s) = sgn(σ)(−s)−nζσ(1/s),

ここで、sgn : Sn −→ {±1 }は σの符号を表す。
(4) ζσ(e

−s) は、リーマン予想の類似を満たす。つまり、ζσ(e
−s)のすべての極について

Re(s) = 0.

が成り立つ。

このように、力学系ゼータ関数 ζσ(s)は代数体に対して定義されるデデキント・ゼータ関数と
非常に類似した性質をもっている。しかし、デデキント・ゼータ関数は、s = 1における留数にそ
の代数体の不変量（類数や判別式、レギュレーターなど）が現れるという性質をもつが、一方で
この力学系ゼータ関数 ζσ(s)においては、これに類似した性質はない。本研究では、対称群の元に
よって定まる力学系ゼータ関数を、組み紐群のゼータ関数へと一般化し、類似の性質が成り立つ
かを検証する。そして組み紐の位相幾何学的な不変量の抽出を目指す。
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2 組み紐群とゼータ関数

まずは組み紐群について簡単にまとめる（詳細は [3],[8],[12]を参照）。

定義 2.1. 組み紐群を次のように定める。

Bn := ⟨σi(i = 1, 2, . . . , n− 1) | σiσj = σjσi(|i− j| ≥ 2), σiσi+1σi = σi+1σiσi+1(i = 1, 2, . . . , n− 2)⟩.

これを n次組み紐群という。

生成元 σiは、Figure 1のように i番目と i + 1番目の紐の交差であるとする ([3])。 また、紐
を下につなげることを積とする。さらに、Figure 2のように組み紐の上と下をつなぎ合わせるこ
とによってできる絡み目を組み紐の閉包といい、σの閉包を σ̂と書くことにする。

Figure 1: 生成元 σi Figure 2: σの閉包

以下、組み紐群に関する基本事項をいくつか述べる。
(1)自然な全射 πn : Bn −→ Snを次のように定める。

πn(σi) := (i, i+ 1).

(2) σ ∈ Bnに対し、πn(σ) ∈ Snが長さ nのサイクルであるとき、σ̂は結び目になる。
(3)組み紐 σ ∈ Bnが生成元を用いて σ = σe1

i1
σe2
i2
· · ·σer

ir
と表されるとき、準同型写像 ε : Bn −→ Z

を次で定める。

ε(σ) := e1 + e2 + · · ·+ er.

このとき、ε(σ)を、組み紐 σの指数和という。
次に本研究で扱うゼータ関数について簡単に説明する。

定義 2.2. 群の表現 (G, ρ, V )が与えられているとき、元 g ∈ Gに対し、次の関数を考える。

ζ(s, g; ρ) := det(I − ρ(g)s)−1.

これを g ∈ Gの、表現ρに付随するゼータ関数と呼ぶ。

これにより、第 1章で定義した力学系ゼータ関数 ζσ(s)は対称群 Snの置換表現 pnに付随する
ゼータ関数であると考えることができる。つまり、σ ∈ Snに対し

ζσ(s) = ζ(s, σ; pn)

と表すことができる。この点に着目して、組み紐群の表現からゼータ関数を構成する。
まずは組み紐群の古典的かつ自然な表現である Burau表現を紹介する。

定義 2.3. 組み紐群 Bnの生成元 σiに関して写像 βn,q を次のように定義する。

βn,q(σi) := Ii−1 ⊕
(

1− q 1
q 0

)
⊕ In−i−1 ∈ GLn(Λ). (2.1)

ここでΛ := Z[q±1]（Z係数の一変数Laurent多項式環）とする。βn,qを、組み紐群のBurau表現
と呼ぶ。



この Burau表現を用いて、組み紐 σ ∈ Bnに関するゼータ関数を次のように定義する。

ζ(s, σ;βn,q) = det(In − βn,q(σ)s)
−1. (2.2)

これが、本研究の中心となる、組み紐のゼータ関数（正確には組み紐 σ ∈ Bnの Burau表現に付
随するゼータ関数）である。また、Burau表現において、qに 1を代入すると置換表現になること
から、組み紐群の Burau表現と対称群の置換表現との間には次のような関係が成り立っている。

Bn
βn,q−−−−→ GLn(Λ)

πn

y yq→1

Sn
pn−−−−→ GLn(Z)

(2.3)

この可換図式から、極限公式

lim
q→1

ζ(s, σ, βn,q) = ζ(s, πn(σ), pn) = ζπn(σ)(s). (2.4)

が成り立ち、組み紐 σ ∈ Bnのゼータ関数は、力学系ゼータ関数の q-変形であると思える。

3 組み紐のゼータ関数の諸性質

組み紐のゼータ関数は次の性質をもつ。

定理 3.1. (1)組み紐 σ ∈ Bnに対して、次のような関数等式が成り立つ。

ζ(s, σ;βn,q) = sgnq(σ)
−1(−s)−nζ(1/s, σ−1;βn,q).

ここで、sgnq(σ) := det(βn,q(σ))とする。
(2) 組み紐の閉包 σ̂ が結び目である（つまり πn(σ) ∈ Sn が長さ n のサイクルである）とき、
ζ(s, σ;βn,q)の s = 1における留数は次で与えられる。

Res
s=1

ζ(s, σ;βn,q) = − 1

[n]q
∆σ̂(q)

−1.

ここで∆σ̂(q)は結び目 σ̂に関するAlexander多項式であり、[n]qは q-整数で、次のように定める。

[n]q :=
1− qn

1− q
.

(3) qは複素平面上の単位円周上の点（このとき qは eiθ(θ ∈ R)と表される）であり、qの偏角が
不等式 |θ| < 2π/nを満たしていると仮定する。このとき任意の組み紐 σ ∈ Bnに関するゼータ関
数はリーマン予想の類似を満たす。つまり、 ζ(e−s, σ;βn,q)のすべての極に関して次が成り立つ。

Re(s) = 0.

極限公式 (2.4)と定理 3.1からわかるように、(2.2)で定義された組み紐のゼータ関数は力学系
ゼータ関数 ζσ(s)の q-変形であり、多くの類似した性質をもつ。さらに、力学系ゼータ関数にはな
かった性質として、組み紐のゼータ関数は s = 1における留数に（結び目の）不変量が現れた。こ
れは第１章で述べたように、代数体に対して定義されるデデキントゼータ関数の s = 1における
留数に、代数体の不変量が現れる性質に対応するものと考えられる。



以下、力学系ゼータ関数と Burau表現に付随する組み紐のゼータ関数の比較表を与える。

ゼータ関数 力学系ゼータ関数 組み紐のゼータ関数

元 σ ∈ Aut(X) ≃ Sn σ ∈ Bn

母関数表示 ζσ(s) = exp

{ ∞∑
m=1

#Fix(σm)

m
sm

}
ζ(s, σ;βn,q) = exp

{ ∞∑
m=1

trβn,q(σ
m)

m
sm

}
行列式表示 ζσ(s) = det(In − pn(σ)s)

−1 ζ(s, σ;βn,q) = det(In − βn,q(σ)s)
−1

関数等式 ζσ(s) = sgn(σ)(−s)−nζσ(1/s) ζ(s, σ;βn,q) = sgnq(σ)
−1(−s)−nζ(1/s, σ−1;βn,q)

s = 1における留数 Res
s=1

ζσ(s) = − 1

n
Res
s=1

ζ(s, σ;βn,q) = − 1

[n]q
∆σ̂(q)

−1

リーマン予想の類似 成立する q = eiθ(|θ| < 2π
n )の場合に成立する。

4 Jones多項式とゼータ関数

第３章では、ゼータ関数と Alexander多項式のつながりを見てきた。この章では結び目の強力な
多項式不変量である、Jones多項式とゼータ関数のつながりを考えてみる。

定義 4.1. V を 2次元 Λ-加群とする。写像 Jn,q : Bn −→ GL(V ⊗n)を、生成元 σi ∈ Bnに対して、

Jn,q(σi) := I
⊗(i−1)
2 ⊗


1

0 q
1 1− q

1

⊗ I
⊗(n−i−1)
2

で定める。これを組み紐群のJones表現という。このとき、

µ :=

(
1

q

)
として、

Jσ(q) =
q−

1
2
(n−ε(σ)−1)

1 + q
tr(Jn,q(σ) · µ⊗n)

という多項式を定める（これは多項式になる）。これは組み紐の閉包 σ̂の不変量になり、Jones多項式
という。

次に、この Jones表現を使ってゼータ関数を定義し、Jones多項式や、Alexander多項式との
関係を考えていく。まずは表現のゼータ関数の定義に従い、組み紐 σ ∈ Bnの Jones表現に付随す
るゼータ関数を次のように定める。

ζ(s, σ; Jn,q) := det(I2n − Jn,q(σ)s)
−1

さらに、このゼータ関数の“変形版”として、次の関数を定める。

ζt(s, σ; Jn,q) := det(I2n − Jn,q(σ) · µ⊗n
t s)−1.

ここで、µtは

µt :=

(
1

t

)
とする。このとき、Jones多項式はこのゼータ関数を用いて次のように表すことができる。

d

ds
log ζq(s, σ; Jn,q)

∣∣∣∣
s=0

= tr(Jn,q(σ) · µ⊗n
q ) = q

1
2
(n−ε(σ)−1)(1 + q)Jσ(q).

続いて、具体的に Jones表現に付随するゼータ関数と Burau表現に付随するゼータ関数の関係を
紹介する。Jonesや Birmanらによって、本質的に次の関係式が示されている ([4])。



命題 4.1. 3次の組み紐 σ ∈ B3に対して、次が成り立つ。

ζt(s, σ; J3,q) =
ζ(ts, σ;β3,q)ζ(t

2s, σ;β3,q)

(1− s)(1− t3s)
.

このことから、3次の組み紐に関しては、Jones表現に付随するゼータ関数が Burau表現由来
のゼータ関数を使って表せることがわかる。一般の組み紐 σ ∈ Bnに関するこのような関係式は複
雑でありよくわかっていなかった。本研究では、“ q-外積代数”というものを用いることで簡明な
関係式を与えることができた（[10]）。

定義 4.2. Wnを Λ-加群とし、その基底を {f1, f2, . . . , fn}とする。Wnに関するテンソル代数を

T (Wn) :=
∞⊕

m=0

W⊗m
n

とする。このとき q-外積代数を∧
q(Wn) := T (Wn)/⟨fi ⊗ fj + qfj ⊗ fi(1 ≤ i < j ≤ n), fi ⊗ fi(1 ≤ i ≤ n)⟩

で定める。

q-外積代数は

∧
q(Wn) =

n⊕
k=0

∧
k
q (Wn)

と表すことができる。ただし、∧
k
q (Wn) := ⟨fi1 ∧ · · · ∧ fik(1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n) | fi ∧ fj = qfj ∧ fi(i < j), fi ∧ fi = 0⟩

である。さらに、qに−qを代入したものを∧̃
q(Wn) :=

∧
−q(Wn)

と書くことにする。いま、Burau表現を

βn,q : Bn −→ GL(Wn)

とするとき、次が成り立つ。

定理 4.1. Λ-加群の準同型写像Hn : V ⊗n −→
∧̃

q(Wn)が存在し、任意の σ ∈ Bnに対し、次の図式

V ⊗n Hn−−−−→
∧̃

q(Wn)

Jn,q(σ)

y y∧̃qβn,q(σ)

V ⊗n Hn−−−−→
∧̃

q(Wn)

は可換になる。ここで、∧̃qβn,q は Burau表現から自然に定まる表現である。

さらに、各 k(0 ≤ k ≤ n)に関しても Burau表現から次の表現が自然に定まる。

∧̃k
qβn,q : Bn −→ GL(

∧̃
k
q (Wn)).

このような考察から、変形版のゼータ関数に関する次の公式が得られた。



定理 4.2. 任意の組み紐 σ ∈ Bnに関して次が成り立つ。

ζt(s, σ; Jn,q) =
n∏

k=0

ζ(tks, σ; ∧̃k
qβn,q).

左辺からは Jones多項式が計算でき、また右辺は Alexander多項式に由来する Burau表現の
みで表されている。Jones表現と Burau表現の関係をゼータ関数を通して理解できる非常に興味
深い公式である。
なお、簡単な考察から、

ζ(s, σ; ∧̃0
qβn,q) = ζ(s, σ; ∧̃n

qβn,q) =
1

1− s
,

ζ(s, σ; ∧̃1
qβn,q) = ζ(s, σ; ∧̃n−1

q βn,q) = ζ(s, σ;βn,q)

となることがわかる。n = 3の場合、定理 4.2は命題 4.1の公式に一致する。

5 展望

表現のゼータ関数 ζ(s, σ; ∧̃k
qβn,q)の有用な公式はまだ得られていない。この公式を得ることが第一

の課題である。さらに、色付き Jones多項式との関連や、Melvin-Morton予想 ([13])のゼータ関
数を用いた別証明、トーラス結び目の Jones多項式の初等的な証明もこのゼータ関数を使ってで
きるのではないかと期待している。また、極限 q → 1をとった場合のゼータ関数と力学系ゼータ
関数との関連も明らかにしていきたい。
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