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1 導入

古典的にRiemann-Hilbert対応とは, 基本群の表現に対してその表現をモノドロミー表現
に持つ線形微分方程式の存在を問う. 1980年代に柏原とMebkhoutは, 複素多様体X に対
し, Riemann-Hilbert対応をコホモロジー層が正則ホロノミックなDX -加群の複体が定める
導来圏Db

rh(DX)とコホモロジー層が構成可能なC-線形空間に値を持つ層の複体が定める導
来圏Db

c(X,C)との三角圏同値

Db
rh(DX)

∼=−→ Db
c(X,C)

として（独立に）定式化した. ここにDX はX上の微分作用素のなす環の層であり, 前者の
圏の対象はX 上の線形偏微分方程式系を起源を持つ. 一方で構成可能層とは局所系の一般
化であり, 後者の圏の対象は位相幾何学的である. この圏同値はコホモロジー理論の観点か
ら重要な意味をもつ. Db

rh(DX)にはGrothendieckの６つの演算 f∗, f
∗, f!, f

!, ⊗L, Homが
定義され, ドラームコホモロジー論を含むような相対コホモロジー論を与える. ここに f は
複素多様体の射である. 一方Db

c(X,C)は特異コホモロジー論を含む相対コホモロジー論の
枠組みを与える. 柏原-MebkhoutによるRiemann-Hilbert対応の著しい性質は, 両者の圏に
独立に定義されるGrothendieckの６つの演算と整合的となることである.

数論幾何においても様々なコホモロジー理論とそれらの間の比較同型が研究されてきた.

Emerton-Kisinは [EK2]において柏原-Mebkhoutによる Riemann-Hilbert対応の正標数に
おける類似を構成した. 筆者の研究は Emerton-Kisinの仕事の一部を一般化したものであ
る. 以下, ２節において筆者の研究の出発点となった Emerton-Kisinの結果を簡単に紹介し,

また筆者の研究の動機について述べる. ３節において筆者の [O3]における結果を紹介する.

2 unit F -crystalに対するRiemann-Hilbert対応

まず Emerton-Kisinによる結果 [EK2]を復習する. 論文 [EK2]は大部であるが, 彼ら自身
による解説論文 [EK1]もあることをあげておく.

kを標数 p > 0の完全体, W をそのWitt環とする. Wnを商環W/pnW とする. Xを滑ら
かなWn-スキーム, DX をX 上の微分作用素のなす環の層とする. Emerton-Kisinは構造層
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OX にX 上の微分作用素と “X ⊗Wn kの絶対フロベニウスのX への局所的な持ち上げ F”

を付け加えた環の層DF,X を導入した. DF,X は一般には非可換なOX -代数をなし, また自然
な環の係数拡大DX → DF,X が存在する. Berthelotによる数論的D-加群の理論 (とくにフ
ロベニウス降下の理論)を応用すると, フロベニウスによる引き戻し関手

F ∗ : (left DX-modules) → (left DX-modules)

をX 上大域的に定義することができる.

Remark 2.1. この関手の構成に絶対フロベニウス FX⊗Wnk
のX への持ち上げの存在をか

す必要はない. 局所的に取ったフロベニウス持ち上げで引き戻したDX -加群が張り合うとい
うのが構成の鍵である.

この関手F ∗を用いると, 左DF,X -加群Mを次のように特徴づけることが出来る. 即ち, 左
DF,X -加群M与えることはDX -加群MとDX -線形な射 (構造射と呼ぶ)ψM : F ∗M → M
の組を与えることと同値である.

Definition 2.2. 左DF,X-加群Mが locally finitely generated unitとは, Mの構造射ψMが
同型であり, さらに局所的にMの連接OX-部分加群M ⊂ Mで自然な射DF,X⊗OX

M → M
が全射となるものが存在することをいう. locally finitely generated unit DF,X-加群全体は,

左DF,X-加群のなす圏の thick部分圏をなす.

X/Wnに対する D-加群の圏の類似を定義する. 三角圏Db
lfgu(DF,X)◦を, コホモロジー層

が全て locally finitely generated unitであり, かつOX -加群の複体としてTor次元が有限と
なるもののなすDb(DF,X)充満部分圏として定義する. ここにDb(DF,X)は左DF,X -加群の
複体が定める導来圏である.

f : X → Y を滑らかなWn-スキームの間の射とする. Emerton-Kisinは複素数体上のD-

加群の理論に類似した方法で, 順像関手

f+ : Db
lfgu(DF,X)◦ → Db

lfgu(DF,Y )
◦

逆像関手
f ! : Db

lfgu(DF,Y )
◦ → Db

lfgu(DF,X)◦

およびテンソル積

⊗L
OX

: Db
lfgu(DF,X)◦ ×Db

lfgu(DF,X)◦ → Db
lfgu(DF,X)◦

を構成した.

Emerton-Kisinの研究では Db
lfgu(DF,Y )

◦ と X のエタールサイト上の三角圏を比較する.

Db
ctf(Xét,Z/pnZ)をXét上の Z/pnZ-加群の有限複体でそのコホモロジー層が構成可能でか
つ Z/pnZ-加群として Tor次元が有限となるもののなすDb(Xét,Z/pnZ)の充満部分圏とす
る. よく知られているように, 射 f : X → Y に対して固有な台付き順像関手

f! : D
b
ctf(Xét,Z/pnZ) → Db

ctf(Yét,Z/pnZ),



逆像関手
f−1 : Db

ctf(Yét,Z/pnZ) → Db
ctf(Xét,Z/pnZ)

およびテンソル積

⊗L
Z/pnZ : Db

ctf(Yét,Z/pnZ)×Db
ctf(Yét,Z/pnZ) → Db

ctf(XétZ/pnZ)

が定義される.

X を滑らかなWn-スキームとする. πX : Xét → X を自然なサイトの射とする. ここにX

は Zariskiサイトを表す. この時DF,Xét
:= π∗XDF,X は自然にXét上のOXét

-代数をなす. エ
タール降下により, 三角圏の同値

π∗X : Db
qc(DF,X) → Db

qc(DF,Xét
)

を得る. M ∈ Db
lfgu(DF,X)◦に対して

SolX(M) = RHomDF,Xét
(π∗X(M),OXét

)[dX ].

とおく. この対応は反変関手

SolX : Db
lfgu(DF,X)◦ → Db

ctf(Xét,Z/pnZ)

を定める [EK2, Proposition 16.1.7]. 一方逆に, L ∈ Db
ctf(Xét,Z/pnZ)に対して

MX(L) = πX∗RHomZ/pnZ(L,OXét
)[dX ].

とおく. この対応は反変関手

MX : Db
ctf(Xét,Z/pnZ) → Db

lfgu(DF,X).

を定める. 以上の記号の準備の下で, [EK2]の主結果 [EK2, Corollary 16.2.6]は次のように
まとめることが出来る.

Theorem 2.3. X を滑らかなWn-スキームとする. この時関手 SolX はMX を準逆に持つ
三角圏の同値

Db
lfgu(DF,X)◦ → Db

ctf(Xét,Z/pnZ)

を定める. さらに SolX は以下の性質を満たす. (MX についても対応した主張が成り立つが
省略する.)

(1) 関手的な同型 SolX(−⊗L
OX

−) ∼= SolX(−)⊗L
Z/pnZ SolX(−)[dX ]が存在する. ここに dX

はX のWn上の相対次元を表す.

(2)f : X → Y を滑らかなWn-スキームの間の射とする. この時,関手的な同型f−1◦SolY ∼=
SolX ◦ f !が存在する.

(3) f : X → Y を滑らかなWn-スキームの間の allowable射とする. この時, 関手的な同
型 f! ◦ SolX ∼= SolY ◦ f+が存在する. ここにスキームの射が allowableとは, 埋め込みと固
有滑らかな射の合成で書けることをいう.



筆者の研究の動機を述べる. X を k上の代数多様体とする. Emerton-Kisinの理論はWn

上の滑らかな持ち上げ P/Wnを持つ代数多様体X/kにしか適用出来ず, 十分に研究がなさ
れているとは言えない. またさらに, 三角圏の同値

Db
lfgu(DF,P )

◦ → Db
ctf(Pét,Z/pnZ)

に置ける右辺は P の標数 pへの還元X から完全に決定される. このことからも左辺の理論
も代数多様体 X/kにのみよる形で定まるべきである (Grothendieckのクリスタルの思想).

そこで筆者はEmerton-Kisinの理論をWn上埋め込み可能な k-スキームに拡張した. ここで
分離的有限形な k-スキームX がWn上埋め込み可能とは, 滑らかなWn-スキーム P と埋め
込みX ↪→ P で以下の図式を可換にするものが存在することをいう.

X

��

� � / P

��
Speck // SpecWn.

(2.1)

明らかなように, k上の準射影的代数多様体はWn上埋め込み可能である. 従って, ある意味
で, Wn上埋め込み可能な代数多様体は十分に広いクラスをなす.

3 主結果

研究の最初の困難はWn上埋め込み可能な代数多様体X/kに対して, そのD-加群の圏を
定義することである. 筆者は柏原の定理の基づく自然な方法によりこの困難を克服した. こ
こに柏原の定理とは, 複素多様体の閉埋め込みX ↪→ P に対し, X 上の D-加群の圏と P 上
のD-加群でその台がX に含まれるもののなす圏は自然に圏同値であることを主張する.

XをWn上埋め込み可能な k-スキームとし, 滑らかなWn-スキーム P と埋め込みX ↪→ P

をとる. この時三角圏 CP,X を “台がX に含まれる” Db
lfgu(DF,P )

◦の対象からなる充満部分
圏として定義する.

Remark 3.1. 今X は P における閉集合とは限らないことを注意する. 条件 “台がX に含
まれる”は正確には局所コホモロジーを用いて定式化する必要があるが, ここでは割愛する.

次の定理がD-加群の圏を定義する鍵である.

Theorem 3.2. f : P → Q を滑らかな Wn-スキームの間の固有滑らかな射. 埋め込み
i1 : X ↪→ P と i2 : X ↪→ Qで f ◦ i1 = i2を満たすものが与えられたとする. この時, 順像関
手 f+は三角圏の同値

f+ : CP,X
∼=−→ CQ,X (3.1)

を定める.

この定理によってXをWn上埋め込み可能な k-スキームに対するD-加群の圏は以下のよ
うに定義すれば良いとわかる.



Definition 3.3. X をWn上埋め込み可能な k-スキームとする. 固有滑らかなWn-スキー
ム P への埋め込みX ↪→ P を一つとり, 三角圏Db

lfgu(X/Wn)
◦を CP,X で定義する. この定

義は定理 3.2によって埋め込みX ↪→ P の取り方に up to natural isomorphismでよらない.

X をWn上埋め込み可能な k-スキームとし, 固有滑らかなWn-スキーム P への埋め込み
i : X ↪→ P を一つとる. 関手 SolX : Db

lfgu(X/Wn)
◦ → Db

ctf(Xét,Z/pnZ)を合成

CP,X = Db
lfgu(X/Wn)

◦ ⊂ Db
lfgu(DF,P )

◦ SolP−−−→ Db
ctf(Pét,Z/pnZ)

i−1

−−→ Db
ctf(Xét,Z/pnZ)

で定義する. この定義は埋め込み i : X ↪→ P の取り方によらないことが示せる.

一方逆に, 関手の合成

Db
ctf(Xét,Z/pnZ)

i∗−→ Db
ctf(Pét,Z/pnZ)

MP−−→ Db
lfgu(DF,P )

◦

を考えると,この本質的像はCP,Xに含まれることが示せ,我々は関手MX : Db
ctf(Xét,Z/pnZ) →

Db
lfgu(X/Wn)

◦ = CP,X を得る. この定義も埋め込み i : X ↪→ P の取り方によらないことが
示せる. 以上の記号の準備の下で, 主結果は以下のように述べることが出来る.

Theorem 3.4. X をWn上埋め込み可能な k-スキームとする. この時 SolX は MX を準逆
にもつ三角圏の同値

SolX : Db
lfgu(X/Wn)

◦ ∼=−→ Db
ctf(Xét,Z/pnZ) (3.2)

を定める.

f : X → Y をWn 上埋め込み可能な k-スキームの間の射とする. 我々も自然な方法で,

Db
lfgu(X/Wn)

◦に対して順像関手 f+, 逆像関手 f !, テンソル積 ⊗Lを埋め込みによらない形
で定式化することが出来る.

Theorem 3.5. f : X → Y をWn上埋め込み可能な k-スキームの間の射とする.

(1) 関手的な同型 SolX(−⊗L −) ∼= SolX(−)⊗L
Z/pnZ SolX(−)が存在する.

(2) 関手的な同型 f−1 ◦ SolY ∼= SolX ◦ f !が存在する.

(3)関手的な同型 f+ ◦ SolY ∼= SolX ◦ f!が存在する.
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