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本研究は新海健一郎氏 (信州大学)との共同研究に基づく結果である.

戸田積は本来, 代数的位相幾何学の分野においてホモトピー集合の計算をする為
に用いられてきた. 行列戸田積はBarrattによって戸田積が一般化されたものであ
る. そして, Hardie–Kamps–Marcum [2]は行列戸田積を基点付き位相空間の圏上
から 0-対象を持つ 2-圏上へ以下のような 2-射の集合として拡張した.

定義 1. Cが 2-圏とは以下を満たすものをいう.

1. Cは圏である.

2. Cの対象 x, yに対して, Ob(C(x, y)) = HomC(x, y)である圏 C(x, y)をもつ.

3. Cの対象 x, y, zに対して, 射の合成が関手 ◦ : C(y, z)×C(x, y) → C(x, z)とな
り, 11y ◦ − = 1Mor(C(x,y))かつ− ◦ 11y = 1Mor(C(y,z))を満たす.

C(x, y)の射を 2-射と呼ぶ.

定義 2. 2-圏 Cが 0-対象をもつとは, Cの任意の対象 xに対して, C(0, x)と C(x, 0)
がそれぞれ 1つの対象かつ 1つの射から成る圏であるような対象 0が存在すると
きをいう.

定義 3. Cを 0-対象をもつ 2-圏とし, C上の次の図式を与える.
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また, C の射 uに対して A(u) = { F : u → u F は可逆な 2-射 }と定義するとき
A(0 : W → Z)はアーベル群とする. さらに, U : 0 ⇒ h ◦ g1と S : g1 ◦ f1 ⇒ g2 ◦ f2
と V : 0 ⇒ h ◦ g2を可逆な 2-射とし ϕ = −V f2 + hS +Uf1とする. このとき, 行列
戸田積を以下で定義する.{
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g2

g1
,
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}
= ϕ+A(0 : X2 → Z) ◦ f2 + h ◦A(0 : W → Y ) +A(0 : X1 → Z) ◦ f1.
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一方, 基点付き位相空間の圏のホモトピー圏は三角圏であり, Muro [4]は戸田積
を三角圏上へ以下のような射の集合として拡張した.

定義 4. (J ,Σ)を三角圏とし, W
f // X

g // Y
h // Z を g◦f = 0かつh◦g = 0

を満たすJ 上の図式とする. また, W
f // X

i // Cf
q // ΣW を f を含む完全

三角系列とし, a : Cf → Y を g = a ◦ iを満たす射, b : ΣW → Zを h ◦ a = b ◦ qを
満たす射とする. このとき, 戸田積を以下で定義する.

{h, g, f} = b+ h ◦ J (ΣW,Y ) + J (ΣX,Z) ◦ (Σf).

但し, J (A,B)はAからBへの射全体の集合である.

A を加法圏とする. 2-圏の例として鎖複体の圏 Ch(A )が挙げられるが, 基点付
き位相空間の圏と同様にそのホモトピー圏K(A )はシフト関手と完全三角系列の
類を適切に定めることにより三角圏 (K(A ),Σ)となる. ([1].) 主定理では, 鎖複体
の 2-圏上の行列戸田積を鎖複体のなす三角圏上のある戸田積として記述した.

定理 5. Ch(A )上で (1)の図式を与える. また, 鎖複体X1とX2の直和 (直積)を
X1 ∨X2と表し, (−f1 ∨ f2)∆ : W → X1 ∨X2を直積の普遍性により−f1と f2か
ら得られた射とする. 同様に, ∇(g1 ∨ g2) : X1 ∨X2 → Y を直和の普遍性により g1

と g2から得られた射とする. このとき, A のホモトピー圏K(A )上の図式
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h // Z

に対して∇(g1 ∨ g2) ◦ (−f1 ∨ f2)∆ = 0かつ h ◦ ∇(g1 ∨ g2) = 0となり, 以下が成り
立つ. {

h,
g2

g1
,
f2
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}
= {h, ∇(g1 ∨ g2), (−f1 ∨ f2)∆} .

行列戸田積は加法圏を調べる道具となるが, 今後どのような加法圏を調べるかが
重要となる. 去年の講演で扱った擬スキーモイドに対して [3]で単体的複体との関
係が示された. それらからスキーモイド代数や Stanley-Reisner環が構成されるが,

その上の加群の圏に対して行列戸田積を適用し組合せ論的性質を研究するのが今
後の課題である.
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