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1. 導入
既約なFuchs型方程式は, additionとmiddle convolutionと呼ばれる操作を有限回施す
ことによって「基本型」のSchlesinger型方程式のクラスに帰着する。これはその逆も成
立し,既約なFuchs型は対応する「基本型」の系から additionとmiddle convolutionを
有限回繰り返すことで構成できる。一般に, 連立系のmiddle convolutionによってでき
るSchlesinger型方程式はゲージ変換による不定性を残して定まっており,元の方程式か
らできる方程式の具体的な形を予想することは殆どできない。そのため, 必要なmiddle

convolutionの回数が多いほど，方程式を上手く構成することは難しくなってくる。し
かし, 扱う対象を大久保型微分方程式に限定すれば，middle convolution による微分方
程式の構成や，解の構成をある程度標準化するすることができる. 講演ではこのこと
を紹介し,その接続問題への応用について述べる。

2. 方程式の構成
Schlesinger型常微分方程式

d

dx
Y =

r∑
k=1

Ak

x− tk
Y (Ak ∈ Mat(n;C)) (1)

の留数行列の組を A = (A1, . . . , Ar) で表す。r 個のパラメータの組a = (a1, . . . , ar) ∈
Cr に対して,

adda(A) = (A1 + a1, . . . , Ar + ar) (2)

をAのadditionと呼ぶ。Aのmiddle convolutionは次のように3段階で定義される。

第1段階 (畳込み). Schlesinger型方程式の留数行列の組 Aに対し, nr×nr 行列の組　

B = (B1, . . . , Br); Bk =

 O
A1 · · · Ak + µ · · · Ar

O

 (k = 1, . . . , r) (3)

と Schlesinger型方程式 d
dx
Z =

∑r
k=1

Bk

x−tk
Zを対応させる操作を cµ(A) = Bで表し, A

の畳込みと呼ぶ。

第2段階 (K 簡約). 留数行列Ak (k = 1, . . . , r)の階数を nk とする. 各 Ak を

Ak = PkQk; Pk ∈ Mat(n, nk;C), Qk ∈ Mat(nk, n;C) (4)

と分解し, ブロック行列Qを

Q =

Q1
. . .

Qr

 ∈ Mat(ñ, nr;C) (ñ =
r∑

k=1

nk) (5)
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で定義すると, QBk = B̃kQを満たす B̃k ∈ Mat(ñ;C) が一意に定まる. この B̃ =

(B̃1, . . . , B̃r) と Schlesinger型方程式 d
dx
Z̃ =

∑r
k=1

B̃k

x−tk
Z̃を B のK簡約と呼ぶ。

第3段階 (L簡約). B̃ =
∑r

k=1 B̃k の階数を n̂ とする. これを2つの行列の積

B̃ = P0Q0; P0 ∈ Mat(ñ, n̂;C), Q0 ∈ Mat(n̂, ñ;C) (6)

に分解する。このときQ0B̃k = B̂kQ0 (k = 1, . . . , r)を満たす行列の組B̂ = (B̂1, . . . , B̂r)

とSchlesinger型方程式 d
dx
Ẑ =

∑r
k=1

B̂k

x−tk
Ẑが一意に定まる。この一連の操作をmcµ(A) =

B̂で表し, Aのmiddle convolution と呼ぶ。
以下では A に対応するSchlesinger型方程式は, 型 (n1, . . . , nr) の大久保型方程式で

あって, ブロック行列 A = (Aij)
r
i,j=1 を用いて

(x− T )
d

dx
Y = AY ; T = diag(t1In1 , . . . , trInr) (7)

と表される場合を考える。このとき次の定理が成立する。

定理 1. 大久保型方程式 (x − T ) d
dx
Y = AY において, 1個の添字 k ∈ {1, . . . , r} を選

び, Ker(Akk + c) = 0, Ker(Akk − ρ) = 0 と仮定する。このとき

Amc = add(0,...,ρ,...,0) ◦mc−ρ−c ◦ add(0,...,c,...,0)(A) = (Amc
1 , . . . , Amc

r ) (8)

は, 次の行列 Amc の定める大久保型方程式 (x− T ) d
dx
W = AmcW と同値である。

Amc =



A1k(Akk + c)(Akk − ρ)−1 (ρ+ c)ξ1

Aij − (ρ+ c)δij
...

... Aij

Ak−1,k(Akk + c)(Akk − ρ)−1 (ρ+ c)ξk−1

Ak1 . . . Ak,k−1 Akk 0 Ak,k+1 . . . Akr

η1 . . . ηk−1 0 ρ ηk+1 . . . ηr

Ak+1,k(Akk + c)(Akk − ρ)−1 (ρ+ c)ξk+1

Aij
...

... Aij − (ρ+ c)δij
Ark(Akk + c)(Akk − ρ)−1 (ρ+ c)ξr


(9)

ここで ξi ∈ Mat(ni, nk;C), ηj ∈ Mat(nk, nj;C) は次の関係式を満たすものとする。

ξiηj = Aij − ρ− Aik(Akk − ρ)−1Akj (i, j = 1, . . . , r, i, j ̸= k) (10)

ここまでの話は代数的な操作によってSchlesinger型方程式から新しいSchlesinger型
方程式を作ったにすぎない。しかし,実際にはこれらの結果は方程式の解にまで議論の
対象を拡張することができる。さらに,大久保型方程式では大久保標準解行列という解
行列を利用して接続係数に関する話題に応用することができ, 元の大久保型方程式 (7)

の接続係数と定理 1の大久保型方程式 (9)の接続係数の間の関係式を具体的に記述する
ことが可能である。以下でこのことについて述べる。



3. 大久保標準解行列と接続
以下,D = C\{t1, . . . , tr}上の大久保型方程式 (7)のAとAkkの固有値は整数差を持たな
いとする。このとき,(7)の解として各特異点の周りの挙動を表す

Ψ(k) = F (k)(x)(x− tk)
Ak , F (k)(x) ∈ Mat(n;Otk), F (k)(tk) = In, (11)

という形をした解の基本行列が取れる。このΨ(k)(x)を

Ψ(k)(x) = (Ψ
(k)
1 , . . . ,Ψ(k)

r ), Ψ
(k)
j (x) ∈ Mat(n, nj;O(D̃)), (12)

と分け,Ψ
(k)
k を集めた解を

Ψ(x) = (Ψ
(1)
1 , . . . ,Ψ(r)

r ) (13)

とおき,大久保標準解行列と呼ぶ。大久保標準解行列は次のようにほぼ一般的な仮定の
下で解の基本行列となる。

定理 2. 大久保型方程式 (7)に対し次を仮定する。
(1):ブロック対角要素Akk (k = 1, . . . , r)の固有値は非整数,

(2):Aの固有値は負整数をとらない
(3):Akk (k = 1, . . . , r)とAの固有値は0を除く整数差を持たない
このとき大久保標準解行列は解の基本行列。

一般に,大久保型方程式の解Ψ(j)(x)とΨ
(k)
k (x)の関係は x = tkにおいて正則な解を

H
(k)
j (x)と置くと,接続係数Ckjを用いて

Ψ
(j)
j (x) = Ψ

(k)
k (x)Ckj +H

(k)
j (x) (14)

と表すことができる。γ1, . . . , γrをそれぞれ x = t1, . . . , x = trの周りを回るD 上の曲
線とし、その大久保標準解行列に対する解析接続が

γkΨ(x) = Ψ(x)Mk (15)

と表されるとする。すると、(14)からMk (k = 1, . . . , r)は

Mk =


1

. . .

(e(Akk)− 1)Ck1 · · · e(Akk) · · · (e(Akk − 1)Ckr

. . .

1

 , e(Akk) = e2πiAkk (16)

と簡潔に表示される。
大久保型方程式 (9)の大久保標準解行列をΨmc(x), γjΨ

mc(x) = Ψmc(x)Mmc
j とする。

このときMmc
j は大久保型方程式 (9)の形に合わせて次のように表すことができる。

Mj =


1

. . .

(e(Ajj − ρ− c)− 1)Cmc
k1 · · · e(Ajj) · · · (e(Ajj − 1)Cmc

kr
. . .

1

 , (j ̸= k)

(17)



ここでCik = (Ci(k1), Ci(k2)),

Mmc
k =



1
. . .

(e(Akk)− 1)Cmc
(k1)1 · · · e(Akk) 0 · · · (e(Akk − 1)Cmc

(k1)r

(e(Akk)− 1)Cmc
(k2)1 · · · 0 e(ρ) · · · (e(Akk − 1)Cmc

(k2)r

. . .

1


(18)

MkとMmc
k の関係は convolutionを経由して求めることができる。

Dx = C\{t1, . . . , tr, x} とし,p0 ∈ Dxの π1(Dx, p0)の生成元 α1, . . . , αr, αxを起点 p0
としたu = t1, . . . , tr, xの周りを回る曲線のホモトピー類とする。このときパラメータ
µ ∈ Cに対しEuler変換をnr × nのブロック行列

IµLk
Ψ(x) =

(∫
Lk

(x− u)µΨ(u)
du

u− ti

)r

i=1

(k = 1, . . . , r) (19)

として定める。ここでLkはu平面Dx上の積分路でLk = L[tk, x] = α−1
x α−1

k αxαk で定
まる路。convolutionを施した方程式 (3)の解はこのEuler変換によって実現することが
でき、次が成立する。

定理 3. 以下の3つの条件
(i):µ ∈ C\Z
(ii):Ak(k = 1, . . . , r)の異なる固有値は整数差を持たない。
(iii):Ak(k = 1, . . . , r),A∞ − µ = −(A1 + . . .+ Ar)− µはZ>0 の固有値を持たない。
の成立を仮定する。このとき

IµΨ(x) =
(
IµL1

Ψ(x), . . . , IµLr
Ψ(x)

)
(20)

は convolutionを施した方程式 (3)の解の基本行列。

IµΨ(x)は解の基本行列であるが,実際は殆ど大久保標準解行列と変わらず適当なブ
ロック対角行列を掛けてやることで本当に大久保標準解行列にすることができる。

定理 4.

IµΨ(x)R−1, R = (R1, . . . , Rr) (21)

は (3)の大久保標準解行列。ここで

Ri = B̃(Aii,−ρ− c+ 1), (i ̸= k)

Rk = B̃(Akk + c,−ρ− c+ 1)
(22)

で次で定まる B̃は行列値のベータ関数で

B̃(A, µ) := (e(A)−1)(e(µ)−1)

∫ 1

0

uA−1(1−u)µ−1du, A ∈ Mat(n;C), µ ∈ C. (23)

定理 4を利用し、IµΨ(x)を上手く簡約してやることで大久保型方程式 (9)の大久保
標準解行列が構成され、接続係数の間に成立する漸化式が導出される。



定理 5. (主定理) 大久保型方程式 (7)の接続係数Cij,(i, j = 1, . . . , r)と大久保型方程式
(9)の接続係数Cmc

ij ,(i, j = 1, . . . , (k1), . . . , r)間には次の関係式が成立する。

Cmc
ij =


(
ti − tk
tj − tk

)ρ+c e(−1
2
(ρ+ c))Γ(ρ+ c− Aii)

Γ(−Aii)
Cij

Γ(Ajj − ρ− c+ 1)

Γ(Ajj + 1)
(j < i; i, j ̸= k)(

ti − tk
tj − tk

)ρ+c e(1
2
(ρ+ c))Γ(ρ+ c− Aii)

Γ(−Aii)
Cij

Γ(Ajj − ρ− c+ 1)

Γ(Ajj + 1)
(i < j; i, j ̸= k),

(24)

Cmc
i(k1) =


(ti − tk)

ρ+ce(1
2
(ρ+ c))

Γ(ρ+ c− Aii)

Γ(−Aii)
Cik

Γ(Akk − ρ)

Γ(Akk + c)
(i < k)

(ti − tk)
ρ+ce(−1

2
(ρ+ c))

Γ(ρ+ c− Aii)

Γ(−Aii)
Cik

Γ(Akk − ρ)

Γ(Akk + c)
(k < i)

(25)

Cmc
(k1)j =


−e(−1

2
(ρ+ c))(tj − tk)

−ρ−cΓ(1 + ρ− Akk)

Γ(1− Akk − c)
Ckj

Γ(Ajj − ρ− c+ 1)

Γ(Ajj + 1)
(j < k)

−e(1
2
(ρ+ c))(tj − tk)

−ρ−cΓ(1 + ρ− Akk)

Γ(1− Akk − c)
Ckj

Γ(Ajj − ρ− c+ 1)

Γ(Ajj + 1)
(k < j)

(26)
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