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概 要

多重ゼータ値 (multiple zeta value,MZV)には Drinfel’d積分を用いた反復
積分表示がよく知られているが，最近，それとは別の積分表示が山本氏によっ
て導入された．この山本氏による積分表示はMZVの q-類似である q-MZVへの
拡張可能であることがわかったので，そのことについて紹介する．それは従来
から知られている Jackson q-積分を用いた積分表示とは形が異なるものになっ
ている．

1 q-多重ゼータ値

1.1 MZSVとその積分表示

MZVにはDrinfel’d積分表示がよく知られているが, 最近, それを拡張した積分表
示が山本氏によって導入された ([3]). まずそれを紹介する.

Definition 1.1. 正の整数 k1, k2, . . . , kn, ただし k1 ≥ 2, に対して, 多重ゼータスター
値 (MZSV)を収束級数

ζ⋆(k1, k2, . . . , kn) =
∑

m1≥m2≥···≥mn>0

1

m1
k1m2

k2 · · ·mn
kn

で定義する. そして, MZVと同様に, 引数の和 k1 + k2 + · · ·+ kn =: kをweight, 引
数の個数 nを depthと呼ぶ.

Theorem 1.1 (山本 [3]). インデックス k = (k1, k2, . . . , kn) ∈ Nnに対し,

J(k) = {0, k1, k1 + k2, . . . , k1 + · · ·+ kn−1},

D⋆(k) =

{
(t1, t2, . . . , tk) ∈ [0, 1]k

∣∣∣∣∣ tj < tj+1 (j /∈ J(k), 1 ≤ j < k),

tj > tj+1 (j ∈ J(k), 1 ≤ j < k)

}
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とする. このとき,

ζ⋆(k) =

∫
D⋆(k)

ωδ(1)(t1)ωδ(2)(t2) · · ·ωδ(k)(tk) (k1 ≥ 2)

が成り立つ. ただし,

ω0(t) =
dt

t
, ω1(t) =

dt

1− t
,

そして,

δ(j) =

{
0 (j − 1 /∈ J(k), 1 ≤ j ≤ k),

1 (j − 1 ∈ J(k), 1 ≤ j ≤ k)

とする.

Example 1.1. k = (2, 1, 2)のとき,

ζ⋆(2, 1, 2) =

∫
t1<t2>t3>t4<t5

dt1
1− t1

dt2
t2

dt3
1− t3

dt4
1− t4

dt5
t5

となる. 実際に右辺を計算すると,∫ t2

0

dt1
1− t1

=
∑
m≥1

∫ t2

0

t1
m−1dt1 =

∑
m≥1

t2
m

m
,

∑
m≥1

1

m

∫ 1

t3

t2
m−1dt2 =

∑
m≥1

1− t3
m

m2
,

∑
m≥1

1

m2

∫ 1

t4

1− t3
m

1− t3
dt3 =

∑
m≥n≥1

1− t4
n

m2n
,

∑
m≥n≥1

1

m2n

∫ t5

0

1− t4
n

1− t4
dt4 =

∑
m≥n≥l≥1

t5
l

m2nl
,

∑
m≥n≥l≥1

1

m2nl

∫ 1

0

t5
l−1dt5 =

∑
m≥n≥l≥1

1

m2nl2
= ζ⋆(2, 1, 2)

を得る.

1.2 q-MZSVとその積分表示

今回, この山本氏による積分表示の q-MZVへの拡張を得た. これは従来から知ら
れている Jackson q-積分を用いた積分表示とは形が異なるものになっている.

自然数 nに対して, q-integer [n]を

[n] =
1− qn

1− q
　 (|q| < 1)

と定義する.



Definition 1.2. 正の整数 k1, k2, . . . , kn, ただし k1 ≥ 2, |q| < 1, に対して, q-多重
ゼータスター値 (q-MZSV)を収束級数

ζ⋆q (k1, k2, . . . , kn) =
∑

m1≥m2≥···≥mn>0

q(k1−1)m1+(k2−1)m2+···+(kn−1)mn

[m1]
k1 [m2]

k2 · · · [mn]
kn

で定義する.

q-MZSVにおいて, q → 1とすると, MZSVを得ることができる.

Definition 1.3. Jackson q-積分を∫ a

0

f(t)dqt = (1− q)
∞∑
n=0

aqnf(aqn) (a ≥ 0)

と定義する. そして, 任意の正の数 a, b(b ≥ a ≥ 0)に対して,∫ b

a

f(t)dqt =

(∫ b

0

−
∫ a

0

)
f(t)dqt

と定義する.

今回, 山本氏の結果である定理 1.1 ([3])を q-類似に拡張したものを得ることがで
きたので, それを紹介する.

Theorem 1.2. インデックス k = (k1, k2, . . . , kn)に対し,

J(k) = {0, k1, k1 + k2, . . . , k1 + · · ·+ kn−1} ,

D⋆
q(k) =

{
(t1, t2, . . . , tk) ∈ [0, 1]k

∣∣∣∣∣ tj < qtj+1 (j /∈ J(k), 1 ≤ j < k),

tj > tj+1 (j ∈ J(k), 1 ≤ j < k)

}

とする. このとき,

ζ⋆q (k) =

∫
D⋆

q (k)

ωq,δ(1)(t1)ωq,δ(2)(t2) · · ·ωq,δ(k)(tk) (k1 ≥ 2)

が成り立つ. ただし,

ωq,0(t) =
dqt

t
, ωq,1(t) =

dqt

1− t
,

そして,

δ(j) =

{
0 (j − 1 /∈ J(k), 1 ≤ j ≤ k),

1 (j − 1 ∈ J(k), 1 ≤ j ≤ k)

とする.



Example 1.2. k = (2, 1, 3)のとき, J(2, 1, 3) = {0, 2, 3}より,

D⋆
q(2, 1, 3) =

{
(t1, t2, . . . , t6) ∈ [0, 1]k

∣∣∣∣∣ t1 < qt2, t2 > t3, t3 > t4,

t4 < qt5, t5 < qt6

}
,

δ(1) = 1, δ(2) = 0, δ(3) = 1, δ(4) = 1, δ(5) = 0, δ(6) = 0

となる. したがって,

ζ⋆q (2, 1, 3) =

∫ 1

0

dqt6
t6

∫ qt6

0

dqt5
t5

∫ qt5

0

dqt4
1− t4

∫ 1

t4

dqt3
1− t3

∫ 1

t3

dqt2
t2

∫ qt2

0

dqt1
1− t1

となる. 実際に右辺を計算すると,∫ qt2

0

dqt1
1− t1

=
∞∑

m=1

∫ qt2

0

t1
m−1dqt1 =

∞∑
m=1

(qt2)
m

[m]

となる. 次に,

∞∑
m=1

qm

[m]

∫ 1

t3

t2
m−1dqt2 =

∞∑
m=1

qm

[m]

(∫ 1

0

t2
m−1dqt2 −

∫ t3

0

t2
m−1dqt2

)
であるので,

∞∑
m=1

qm

[m]

∫ 1

t3

t2
m−1dqt2 =

∞∑
m=1

qm

[m]2
(1− t3

m)

となる. 同様に計算していくと,

∞∑
m=1

qm

[m]2

∫ 1

t4

1− t3
m

1− t3
dqt3 =

∞∑
m=1

qm

[m]2

∫ 1

t4

m∑
n=1

t3
n−1dqt3

=
∑

m≥n≥1

qm

[m]2

(
1

[n]
− t4

n

[n]

)
,

∑
m≥n≥1

qm

[m]2[n]

∫ qt5

0

1− t4
n

1− t4
dqt4 =

∑
m≥n≥1

qm

[m]2[n]

∫ qt5

0

n∑
l=1

t4
l−1dqt4

=
∑

m≥n≥l≥1

qm(qt5)
l

[m]2[n][l]
,

∑
m≥n≥l≥1

qmql

[m]2[n][l]

∫ qt6

0

t5
l−1dqt5 =

∑
m≥n≥l≥1

qmql(qt6)
l

[m]2[n][l]2
,

∑
m≥n≥l≥1

qmq2l

[m]2[n][l]2

∫ 1

0

t6
l−1dqt6 =

∑
m≥n≥l≥1

qmq2l

[m]2[n][l]3
= ζ⋆q (2, 1, 3)

を得る.



1.3 q-MZVとその積分表示

前節と同様の手法により, q-MZVの積分表示を得ることができる.

Definition 1.4. 正の整数 k1, k2, . . . , kn, ただし k1 ≥ 2, |q| < 1に対して, q-多重
ゼータ値 (q-MZV)を収束級数

ζq(k1, k2, . . . , kn) =
∑

m1>m2>···>mn>0

q(k1−1)m1+(k2−1)m2+···+(kn−1)mn

[m1]
k1 [m2]

k2 · · · [mn]
kn

で定義する.

q-MZSVの場合と同様に, q-MZVにおいて, q → 1とすると, MZVを得ることが
できる. 定理 1.2において, D⋆

q(k)を

Dq(k) =

{
(t1, t2, . . . , tk) ∈ [0, 1]k

∣∣∣∣∣ tj < qtj+1 (j /∈ J(k), 1 ≥ j < k),

tj < tj+1 (j ∈ J(k), 1 ≥ j < k)

}
に置き換えると, 次の定理が得られる.

Theorem 1.3. インデックスk = (k1, k2, . . . , kn) ∈ Nnに対し, k̃ = (kn, kn−1, . . . , k1)

とおくと, q-MZVの積分表示

ζq(k) =

∫
Dq(k̃)

ωq,δ(1)(t1)ωq,δ(2)(t2) · · ·ωq,δ(k)(tk) (k1 ≥ 2)

が成り立つ.

この積分表示はBradley [1]での q-MZVの積分表示と関係がつくと思われるが, 現
時点では未解決である.

Example 1.3. k = (2, 1)のとき,

ζq(2, 1) =

∫
t1<t2<qt3

dqt1
1− t1

dqt2
1− t2

dqt3
t3

となる. 実際に右辺を計算すると,∫ t2

0

dqt1
1− t1

=
∞∑

m=1

∫ t2

0

t1
m−1dqt1 =

∞∑
m=1

1

[m]
t2

m ,

∞∑
m=1

1

[m]

∫ qt3

0

t2
m

1− t2
dqt2 =

∞∑
m=1

1

[m]

∞∑
n=1

∫ qt3

0

t2
m+n−1dqt2

=
∞∑

m=1

1

[m]

∞∑
n=1

qm+n

[m+ n]
t3

m+n ,

∞∑
m=1

1

[m]

∞∑
n=1

qm+n

[m+ n]

∫ 1

0

t3
m+n−1dqt3 =

∞∑
m=1

1

[m]

∞∑
n=1

qm+n

[m+ n]2
= ζq(2, 1)

を得る.
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