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1 Introduction

我々が物体（曲面）を眺める時、そこには自然に R2 → R2 の写像の特異点が輪郭とし
て現れる。特に曲面の直線との接触は曲面の射影の局所的な特異点型により測ることがで
き、特異点理論は曲面の局所理論の有効なツールである [1, 2, 4, 5, 12]。
ポスターではまず R2 から R2 への可微分写像の特異点（写像芽）の A-型の著者によ

る簡易な判定法を与える。次に判定法を用いてジェネリックな曲面のワンパラメーター
族の中心射影に現れる特異点の分類に対する結果を紹介する。また、曲面のMonge form

に関する条件式が上記の特異点の分類過程の副産物として得られるが、それに基づいて
得られた曲面のMonge formのジェットの射影変換による分類、及びその BDE (binary

differential equation)のトポロジカルな位相型の分類との関係も紹介する．
本稿では、特に写像芽の判定法について詳しく説明し、その応用については概要のみを

説明する。詳細については [5, 12]を参考されたい。

2 Classification and Recognition

ポスター及び本稿では可微分写像芽 f : R2, 0 → R2, 0 で corank (df)0 = 1 であるも
の（以下では、corank1写像芽と呼ぶ）を主な対象とし、これの A-同値による同値類を
考える。 なお、二つの可微分写像芽が A-同値とはソースとターゲットの局所座標変換が
存在して互いに移り合うことである。corank1写像芽 R2, 0 → R2, 0 で Ae-cod≤ 4 とな
るものの A-同値類よる分類が J. H. Rieger によって与えられている [8]（表１）。（なお、



Ae-cod≤ r の写像芽とは写像族 R2 ×Rr → R2 に一般的に現れるA-特異点を意味する）。
では、任意に与えられた写像芽の A-型はどのように判定できるであろうか？「与えら

れた写像芽がリストのうちのいずれの同値類に属するかを決定する判定法を与えよという
問題は認識問題と呼ばれ実は自明ではない [4]。通常、与えられた写像芽がどの同値類に
属するかを決定するには、テイラー展開の低次の項から順に具体的な座標変換を見つけて
整理していく、という過程を踏まなければいけない。この過程は非常に煩雑であり、特に
非専門家にとっては分類の結果を応用しようとするときの壁となるであろう。さらには、
Riegerの分類は代数的な手法に基づいているので、Riegerのリストとその証明からは各
同値類の幾何科学的な意味も見いだし難い。次節では佐治氏の Ae-余次元 1の写像芽の判
定法 [10]を拡張した写像芽のジェットレベルでの系統的な判定法を紹介し、またテイラー
展開の係数を用いた A-型の判定法についても言及する。

3 Saji’s criteria and the generalization

佐治氏の判定法は、以下で定義される λ(discriminant function)と η(null vector filed)

という幾何学的な記号によって記述される。λは λ(x, y) := ∂(f1,f2)
∂(x1,x2)

(f = (f1, f2))とし
て、η は f の特異点集合（λ = 0）上で df の kernelを張るようなベクトル場として、そ
れぞれ定義する。これらを用いてより高次の corank1写像芽 R2, 0 → R2, 0を次のように
ジェットレベルで判定することができる。

定理 3.1 表 3において第１列目におけるジェットの型は第３列目の条件によって判定で
きる。

なお Ae-余次元 2 以上の A-型の判定にはさらに条件が必要である。ここでは次の
Butterflyと呼ばれる corank1写像芽、およびその退化形（表における番号と標準形はそ
れぞれ 6 : (x, xy + y5 ± y7)、7 : (x, xy + y5)と書かれる）の特徴付けを例として見てみ
よう [5]。� �

1. j5f(0) ∼A5 (x, xy + y5) ⇐⇒ dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = η2λ(0) = η3λ(0) = 0, η4λ(0) ̸= 0.

2. さらに上の条件があるとき f = (x, xy + y5 +
∑

i+j≥6 aijx
iyj)と表すことができ、

αf := a07 − 5
8
a206 ̸= 0 ⇐⇒ f ∼A (x, xy + y5 ± y7), αf = 0 ⇐⇒ f ∼A (x, xy + y5)� �

上の 1. では、座標変換によって f の原点での 5-ジェット j5f(0)（5 次までのテイラー
展開）が (x, xy + y5) となることに対して、座標変換で不変になるような幾何学的な
特徴付けを佐治氏のように η と λ を用いて与えている。しかしながらこれだけでは



Specified jet [8] A-type [9] Criteria [10, 11, 5]

regular : (x, y) 1 λ(0) ̸= 0 （we may assume λ(0) = 0 in the following）
fold : (x, y2) 2 ηλ(0) ̸= 0

cusp : (x, xy + y3) 3 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = 0, η2λ(0) ̸= 0

I2 : (x, y3 ± x2y) 4
±
2 dλ(0) = 0, detHλ(0) ̸= 0, η2λ(0) ̸= 0

I∗ : (x, y3) 4
±
k

(k ≥ 3) dλ(0) = 0, rkHλ(0) = 1, η2λ(0) ̸= 0

II4 : (x, xy + y4) 5 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = η2λ(0) = 0, η3λ(0) ̸= 0

II5 : (x, xy + y5) 6, 7 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = η2λ(0) = η3λ(0) = 0, η4λ(0) ̸= 0

II6 : (x, xy + y6) 8, 9 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = · · · = η4λ(0) = 0, η5λ(0) ̸= 0

II7 : (x, xy + y7) 10 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = · · · = η4λ(0) = η5λ(0) = 0, η6λ(0) ̸= 0

III∗ : (x, xy2 + y4) 112k+1 dλ(0) = 0, detHλ(0) < 0, η2λ(0) = 0, η3λ(0) ̸= 0

IV1 : (x, xy2 + y5) 12, 13, (14) dλ(0) = 0, detHλ(0) < 0, η2λ(0) = η3λ(0) = 0, η4λ(0) ̸= 0

IV2 : (x, xy2 + y6) 15 dλ(0) = 0, detHλ(0) < 0, η2λ(0) = · · · = η4λ(0) = 0, η5λ(0) ̸= 0

V1 : (x, x2y + y4) 16, 17 dλ(0) = 0, rkHλ(0) = 1, η2λ(0) = 0, η3λ(0) ̸= 0

V2 : (x, x2y + Axy3) 18 dλ(0) = 0, rkHλ(0) = 1, η2λ(0) = η3λ(0) = 0

V I : (x, y4 + αx2y2 + Ax3y) 19 dλ(0) = 0, rkHλ(0) = 0, η3λ(0) ̸= 0

表 1 Classifications and criteria: 第２列目は対応するAe 余次元 4以下のA-型（[8]

を参照）を意味しており、３列目において Hλ は λの Hesse行列を表す。

butterfly(x, xy+ y5 ± y7)とその退化系 (x, xy+ y5)を区別することはできない。我々は
2. で見たように具体的に座標をとった時のテイラー展開の係数で書かれる判定式を必要
とするのである。他の corank1写像芽（2 ≤ Ae-cod≤ 4）も同様に、

1. η と λによってジェットが特徴付けられ、
2. テイラー展開の係数によって各 A-型が決定される

という形で記述される [5]。

4 Application to central projections of the surface

我々の判定法の応用として、曲面の中心射影に現れる特異点の分類を紹介する。πp :

R3 − {p} → RP 2 を、xを x− pで生成される直線に対応させるような自然な射影とした
時、R3 内の曲面M の点 p(∈ R3 −M)からの中心射影 φp は φp := πp|M : M → RP 2

と定義される。興味深いことにジェネリックな曲面の中心射影には Ae-cod= 3の特異点
のうちの３つ（8, 12, 16）が現れないことが Arnoldと Platonovaによって示されている
[1, 6, 7]。彼らは Riegerとは異なる立場で曲面の中心射影に現れる特異点の分類を行って
いるため、Rieger のリストと曲面の中心射影に一般に現れる特異点との関係は明らかで
はない。講演者は前節の判定法を用いて、Riegerの分類の立場から Arnoldと Platonova

による結果の再証明を与えた。その過程で、判定法の ηkλ(0)という量と αf のように書
ける量との違いで、特異点が中心射影にジェネリックに現れるかどうかが決定することを
確かめた。



さらに同様の手法で、1-パラメーター曲面族の中心射影に一般に現れる特異点の分類も
行い、Arnoldと Platonovaの結果の一般化を与えた。

5 Application to the classification of jets of Monge forms

以降では R3 = {[x; y; z; 1]}として RP 3 の開部分集合とみなす。R3 内の滑らかな曲面
は任意の点で Monge form のテイラー展開により書ける。ポスター及び本稿の関心は曲
面の局所理論なので、原点 0でMonge form z = f(x, y) =

∑
ij aijx

iyj により定まる曲
面（芽）M を考える（M = {(x, y, f(x, y))}）。
前節の曲面の中心射影における特異点分類において、上のMong formのジェット空間

（多項式空間あるいは有限個の aij の組がなす空間）のストラティフィケーションが自然
に得られる。つまり、M の中心射影の写像芽が原点である型になるという条件はMonge

formのテイラー展開の係数 aij に関する条件式を生み出すということである。
ここで得られたストラティフィケーションにおける各 stratumの射影変換による簡潔な

標準形が本ポスターで紹介される（[12]も参照）。ただし、ジェネリックな曲面のMonge

formに関する結果は Platonova [7]により与えられていたもので、それをパラメーター族
に拡張したというのが著者等の新しい結果であるということを注意しておく。
本ポスターでは最後に、得られた標準形が表す曲面の原点における漸近曲線を定義する

BDE
fyydy

2 + 2fxydxdy + fxxdx
2 = 0.

と [3, 13]などにおける BDEのなトポロジカルな分類との比較を紹介する。
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