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概 要

正方格子Z2において、任意の正整数nに対して丁度n個の格子点を通るよ
うな円が存在する (cf. [1])。今回、n=3,4,5,...,10に対して丁度 n個の格子点を
通る円の最小半径を求めるプログラムを作成した。さらに六角格子においても
同様な考察を行った。発表では、それぞれの格子が持つこの不変量 (最小円の
半径の 2乗)の値やそれらから得られた定理、今後の課題などについて紹介す
る予定である。

1 導入
以下では、Λ ⊂ R2を２次元格子とする。

定義 1.1 正整数 nに対し、Λ上で丁度 n個の格子点を通るような円が存在すると
き、Λを universally concyclicという。

定義 1.2 正整数 nに対し、uc(Λ, n)を Λ上で n個の格子点を通るような円の中で
半径が最小である円の半径の２乗の値とする。

定理 1.1 (cf. [1]) 素数 pが p ≡ 1 (mod 4), pk ≡ 1 (mod 8)を満たすとき、円
(4x− 1)2 + (4y)2 = pkの周上には丁度 k + 1個の格子点が存在する。

系 1.1 (cf. [1]) 任意の正整数 nに対して、丁度 n個の格子点を通る平面上の円が
存在する。つまり Z2は universally concyclicである。

問題 1.1 (cf. [1]) n = 3, 4, 5, ..., 10に対して、ちょうど n個の格子点を通る円の最
小半径の２乗を決定せよ。

今回、問題 1.1を受けて正整数 nに対して、n個の格子点を通るような円の最小
半径の２乗を決定するためのプログラムを作成した。
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2 主結果
以下の表がそれらの値を示したものである。

uc(Λ, 3) uc(Λ, 4) uc(Λ, 5) uc(Λ, 6) uc(Λ, 7) uc(Λ, 8)

Z2 52/2 ∗ 32 1/2 54/2 ∗ 32 52/22 54 ∗ 13 ∗ 17/2 ∗ 112 5/2

uc(Λ, 9) uc(Λ, 10) ・・・ uc(Λ, 16) ・・・ uc(Λ, 32) ・・・
52 ∗ 132/2 ∗ 32 54/22 ・・・ 5 ∗ 13/2 ・・・ 5 ∗ 13 ∗ 17/2 ・・・

予想 2.1 ℓを非負の整数とする。この時、Z2上で 2ℓ+2個の格子点を通るような円
の一般化が存在するのではないか。

定理 2.1 素数 p ≡ 1 (mod 4)に対し、p = a2 + b2を満たすような整数 a, bが存在。

定理 2.1は、フェルマーの 2平方和定理と呼ばれる整数論における有名な定理で
ある。
ここで、piを4を法として1と合同である i番目に小さい素数とする（ただし、p0 :=

1）.

補題 2.1 ωω = 2
∏ℓ

k=0 pkを満たすような ω ∈ Z[i]の個数は 2ℓ+2個存在する。

証明 定理 2.1フェルマーの 2平方和定理より、任意の pj に対して pj = a2j + b2j を
満たすような aj,bj ∈ Zが存在する。よって、

pj = (aj + ibj)(aj − ibj).

ここで、aj + ibjと aj − ibj は Z[i]上で既約元であることに注意。2 = 12 + 12よ
り 2 = (1 + i)(1− i). 従って、

ωω = 2
ℓ∏

k=0

pk = (1 + i)(1− i)
ℓ∏

k=0

(ak + ibk)(ak − ibk).

次に ωの起こりうる場合の数を考える。ωは以下のように表すことができる：

ω = u(1 + i)ϵ0(1− i)1−ϵ0(a1 + ib1)
ϵ1(a1 − ib1)

1−ϵ1 ...(aℓ + ibℓ)
ϵℓ(aℓ − ibℓ)

1−ϵℓ .

(u = ±1,±i, ϵn = 0, 1 (n = 0, 1, ..., ℓ) )

(1 + i)と (1 − i)は実部と虚部の絶対値の値が同じなので、ωの起こりうる場合の
数に (1 + i)と (1− i)は依存していないことに注意。従って、ωの起こりうる場合
の数 Z2上で 4∗2ℓ+1

2
= 2ℓ+2個存在する。



□

定理 2.2 円 (2x − 1)2 + (2y − 1)2 = 2
∏ℓ

k=0 pk の周上には、丁度 2ℓ+2の格子点が
ある。

証明 補題 2.1より、X2 + Y 2 = 2
∏ℓ

k=0 pkを満たす (X,Y ) ∈ Z2は 2ℓ+2個存在す
ることが分かる。
X2, Y 2 ≡ 0, 1 (mod 4) かつ 2

∏ℓ
k=0 pk ≡ 2 (mod 4) であるので、X2 + Y 2 =∏ℓ

k=0 pk ならば、X2 ≡ 1かつ Y 2 ≡ 1 (mod 4)である。 さらにこれは、X ≡ 1

かつ Y ≡ 1 (mod 2)であることを意味している。従って, (2x− 1)2 + (2y − 1)2 =

2
∏l

k=0 pkを満たす (x, y) ∈ Z2の数は、

・X2 + Y 2 = 2
l∏

k=0

pk,

・2x− 1 ≡ −1 ≡ 1(≡ X) (mod 2),

・2y − 1 ≡ −1 ≡ 1(≡ Y ) (mod 2)

を満たす (X, Y ) ∈ Z2の数と等しい。従って、(2x− 1)2 + (2y − 1)2 = 2
∏ℓ

k=0 pkを
満たす格子点 (x, y) ∈ Z2の数は丁度 2ℓ+2個存在する。

□

系 2.1 ℓを非負の整数とする。この時、Z2上で丁度 2ℓ+2個の格子点を通るような
円は、(x− 1

2
)2 + (y − 1

2
) = 1

2

∏ℓ
k=0 pkとして表すことができる。

他にも、六角格子A2に対し同様な考察を行った。

定義 2.1 (1, 0), (1
2
,
√
3
2
) ∈ R2で生成される格子 Λを六角格子と呼ぶ。A2として表

す。

命題 2.1 (cf. [2]) 六角格子A2は universally concyclicである。

六角格子 A2に対しても、問題 1.1と同様な問題を考えた。以下の表がそれらの
値を示したものである。

uc(Λ, 3) uc(Λ, 4) uc(Λ, 5) uc(Λ, 6) uc(Λ, 7)

A2 1/3 7/22 72 ∗ 132/112 1 72 ∗ 13 ∗ 19 ∗ 43/3 ∗ 112

uc(Λ, 8) uc(Λ, 9) uc(Λ, 10) ・・・ uc(Λ, 12) ・・・ uc(Λ, 24) ・・・
7 ∗ 13/22 72/3 74/22 ・・・ 7 ・・・ 7 ∗ 13 ・・・



予想 2.2 mを非負の整数とする。この時、A2上で 6 ∗ 2m個の格子点を通るような
円の一般化が存在するのではないか。

qjを 3を法として 1と合同である j番目に小さい素数とする（q0 := 1）。

補題 2.2 ττ =
∏m

k=0 qkを満たすような τ ∈ Z[ζ]の個数は、6 ∗ 2m個存在する (ζ =
1+

√
−3

2
)。

定理 2.3 A2上で円 x2 + y2 =
∏m

k=0 qkの周上には丁度 6 ∗ 2mの格子点がある。

3 課題
課題 1 (cf. [3], [4]) ある 2つの格子Λ1とΛ2が同型であるならば、任意の nに対し
てuc(Λ1, n)とuc(Λ2, n)の値は全て等しくなる。よって、uc(Λ, n)は格子Λの不変量
とみなすことができるので、その不変量を用いて格子を区別できることが分かる。
さらに 2次元平面において、Z2やA2の他に universal concyclicな 2次元格子が存
在する。従って、それらの格子の不変量（最小円の半径の２乗）を計算することで
各々が非同型であることを示していきたい。

課題 2 (cf. [1]) 3次元 R3の球面上で任意の正整数 nに対し、n個の格子点を通る
球が存在する。例えば、球 (4x− 1)2 + (4y)2 + (4z −

√
2)2 = 17k + 2は、丁度 k+ 1

個の格子点を通る。つまり、この命題に対して z = 0とおくと、方程式は (4x −
1)2 + (4y)2 = 17k となる。これは、定理 1.1に帰着していることを意味し、Z3 は
universally consyclicであることを示唆しているのと同時に、任意の正整数 nに対
してuc(Z3, n)の上界を決定している。よって、2次元平面と同様な最小問題を考え
ることができる。今後の課題は、3次元空間Z3におけるプログラムを作成し、ある
規則を見つけ、定理として導くことである。予想としては、Z2と同様にnの値が 2

冪のとき、ある規則性が見つかるのではないかと考えている。

課題 3 (cf. [5]) 4次元において、mを任意の非負の整数とする。このとき、ノルム
がmである格子ベクトルの数が全て同じになる 2つの格子 L1と L2がするが、こ
の 2つの格子L1とL2は非同型だということが分かっている。このことをuc(L1, n)

と uc(L2, n)を計算することで非同型であることを示したい。
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