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k1, . . . , kn ∈ Z>0 であり, kn > 1である指数 (k1, . . . , kn)に対し, 以下に定

義される実数を多重ゼータ値 (multiple zeta value)という.

ζ(k1, . . . , kn) :=
∑

0<m1<···<mn

1

m1
k1 · · ·mn

kn .

また, kn > 1 となる指数 (k1, . . . , kn) を収束指数 (admissible index) と

よぶ.

多重ゼータ値は, 整数論, 結び目理論, 数理物理学などの数学の様々な分野

と関連していることが知られている. 多重ゼータ値の研究は 18世紀の Euler

による二重ゼータ値 (n = 2の多重ゼータ値)の研究 ([E])にまで遡るとされ

る. Eulerの実際の研究内容については, (この論文 [E]がラテン語で書かれて

いるためか)詳しく知られていないようであるが, Eulerは二重ゼータ値につ

いての関係式を導く prima methodus, secunda methodus, tertia methodus

の三手法を編み出しており, それぞれより以下の興味深い関係式を見出して

いる;

Prima methodus:

ζ(a)ζ(b) = ζ(a+ b) + ζ(a, b) + ζ(b, a). (1)

Secunda methodus:

　　ζ(a)ζ(b)− ζ(a+ b) =

a−1∑
i=0

(−1)i
(
b+ i− 1

i

)
ζ(b+ i)ζ∗(a− i)

+ (−1)a
b−1∑
j=0

(
a+ j − 1

j

)
ζ∗(a+ j, b− j)

+

b−1∑
i=0

(−1)i
(
a+ i− 1

i

)
ζ(a+ i)ζ∗(b− i)

+ (−1)b
a−1∑
j=0

(
b+ j − 1

j

)
ζ∗(b+ j, a− j). (2)



Tertia methodus:

ζ(a, b) =

a−1∑
i=0

(−1)i
(
b+ i− 1

i

){
ζ∗(b+ i, a− i) + ζ(a− i, b+ i) + ζ(a+ b)

}

+ (−1)a
b−1∑
j=0

ζ∗(a+ j, b− j). (3)

以上の関係式において, ζ∗(a, b)とは収束指数でない指数 (a, b) (すなわち b = 1

のケース)において, ζ(a, b)に調和積を用いて正規化 ([IKZ])を施した R[T ]
(T は変数)の元のことである.

Eulerが関係式 (1)に与えた証明は正しい一方で, 関係式 (2), (3)の証明は

厳密な数学の観点から完全とは言えず, 議論の余地を残している. 今回得られ

た結果は, (2), (3)についての Eulerの証明を数学的に正当化したことである.

Theorem ([H]). 整数 a, b ∈ Z>1に対し,実際に関係式 (2), (3)が成り立つ.

さらに [H]ではこの二式が複シャッフル関係式から導かれることが示され

ている.
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