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1 導入

本研究では, 次の Schrödinger方程式の初期値問題を考える.i∂tu+ 1
2∆u− V (t, x)u = 0, (t, x) ∈ R× Rn,

u(t0) = u0, x ∈ Rn.
(1)

ここで, V に「短距離型」と呼ばれる以下の仮定をする.

仮定 (A). V (t, x)は (t, x) ∈ R× Rn上の可測な実数値関数で, ある δ > 1があって

|V (t, x)| ≤ C(1 + |x|)−δ, (t, x) ∈ R× Rn

となる C > 0が存在する.

上記の仮定のもとでは, u(t0) = u0 ∈ L2(Rn)から (1)の解 u(t) ∈ C(R;L2(Rn))への対応
は一意に定まる (K. Kobayasi [6] 参照)ので, 写像 u0 7→ u(t)を U(t, t0)と書き, (1)に対す

る発展作用素と呼ぶ. また, 自由 Schrödinger作用素を e
1
2
it∆とする. これらの作用素を用い

て波動作用素を定義する.

定義 1. (波動作用素) 次の式の右辺の強極限が存在するとき,

W± = s-lim
t→±∞

U(0, t)e
1
2
it∆

とおき, W±を波動作用素と呼ぶ.

本研究では以下のことを示すことができた.

定理 1. (A)を仮定する. このとき, 任意の u0 ∈ L2(Rn)に対し, L2(Rn)での t→ ±∞のと
きの

U(0, t)e
1
2
it∆u0

の極限が存在する. すなわち, 波動作用素W±が存在する.
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本研究では, 時間に依存するポテンシャルをもつ Schrödinger方程式に対する波動作用素の

存在および完全性について波束変換という変換を用いて考える. ポテンシャルが時間に依存

しない場合は, 古くから [1], [7] などにより波動作用素の存在が示されている (Cook-Kuroda

の方法). V. Enss [2] は古典軌道の振る舞いを考えることにより, 波動作用素の存在に対す

る別の証明を与えた. その後, D. R. Yafaev [8] は時間に依存するポテンシャルに対しての波

動作用素の存在および完全性を示した. 本研究では波束変換を用いて, 発展作用素を積分方

程式で表し, それらを評価していくことで, 時間に依存するポテンシャルをもつ Schrödinger

方程式に対する波動作用素の存在を示し, D. R. Yafaevの結果 [8] に対する別証明を与える.

また, 本研究では短距離型の条件 (δ > 1)を仮定しているが, 0 < δ ≤ 1のときは上記の波動

作用素は存在しないことが知られている. しかし, e
1
2
it∆の部分を適当に修正した修正波動作

用素の存在が H. Kitada–K. Yajima [5]により示されている.

2 波束変換

本研究の証明で用いる波束変換についての性質を述べる.

定義 2. (Wave packet transform)

φ ∈ S \ {0}とする. このとき f ∈ S ′に対し, φから定まる波束変換Wφf(x, ξ)を

Wφf(x, ξ) =

∫
Rn

φ(y − x)f(y)e−iyξdy (x, ξ) ∈ Rn × Rn,

で定める.

波束変換には次のような性質が成り立つ.

命題 1. φ ∈ S \ {0}, f ∈ S ′とする. このとき次が成立する.

(i)Wφf(x, ξ) ∈ C∞(R2n).

(ii)u, φが tにも依存する場合

Wφ(t)[∂xf ](t, x, ξ) = −iξWφ(t)[f ](t, x, ξ) +W∂xφ(t)[f ](t, x, ξ), in S ′,

Wφ(t)[∂tf ](t, x, ξ) = ∂tWφ(t)[f ](t, x, ξ)−W∂tφ(t)[f ](t, x, ξ), in S ′.

(iii)f ∈ L2(Rn)ならば, Wφf ∈ L2(R2n)であり,

(Wφf,Wψg)L2(Rn
x×Rn

ξ )
= (φ,ψ)L2(Rn)(f, g)L2(Rn)

= (ψ,φ)L2(Rn)(f, g)L2(Rn)

が成り立つ.

Proof. [3] 参照.



3 証明のアイデア

本研究では, K. Kato – M. Kobayashi – S. Ito [4] と同様に φを時間発展させることによ

り, 証明を行う. 以降, φ0 ∈ S \ {0}, u0 ∈ L2(Rn)とする.

φ(t) = e
1
2
i(t−t0)∆φ0に対し, (1)を波束変換する. 命題 1より, 部分積分や積の微分を用い

ることで

Wφ(t)[∆u](t, x, ξ) =

∫
φ(t, y − x)∆u(y)e−iyξdy

=

∫
∆φ(t, y − x)u(y)e−iyξdy

+

∫
(−2iξ · ∇y)φ(t, y − x)u(y)e−iyξdy − |ξ|2

∫
φ(t, y − x)u(y)e−iyξdy

=W∆φ(t)u(t, x, ξ) + 2iξ · ∇xWφ(t)u(t, x, ξ)− |ξ|2Wφ(t)u(t, x, ξ).

Wφ(t)[∂tu](t, x, ξ) = i∂tWφ(t)u(t, x, ξ) +Wi∂tφ(t)u(t, x, ξ)であるから,
(
i∂t + iξ · ∇x − 1

2 |ξ|
2
)
Wφ(t)u(t, x, ξ) =Wφ(t)[V (t)u](t, x, ξ),

Wφ0u(0, x, ξ) =Wφ0u0(x, ξ).
(2)

と変換できる. (2)の右辺を非斉次項と見なし, 特性曲線の方法を用いると,

Wφ(t)[U(t, 0)u0](t, x, ξ) = e−i
1
2
t|ξ|2Wφ0u0(x− tξ, ξ)

− i

∫ t

0
e−i

1
2
(t−s)|ξ|2Wφ(s)[V (s)u](s, x− (t− s)ξ, ξ)ds

と表せる. 一方, 自由 Schrödinger作用素を波束変換したものは

Wφ(t)[e
− 1

2
it∆u0](t, x, ξ) = e

1
2
it|ξ|2Wφ0u0(x+ tξ, ξ)

と表せる.

このとき, ψ ∈ L2(Rn)に対し,

(U(0, t)eit∆u0, ψ) = (u0, e
−it∆U(t, 0)ψ)

= CΦ,φ0(WΦu0,Wφ0 [e
−it∆U(t, 0)ψ])

と変形し, 上の２式を用いると

Wφ0 [e
−it∆U(t, 0)ψ](x, ξ) = e

1
2
it|ξ|2Wφ(t)[U(t, 0)ψ](x+ tξ, ξ)

=Wφ0ψ(x, ξ)− i

∫ t

0
ei

1
2
s|ξ|2Wφ(s)[V (s)ψ](s, x+ sξ, ξ)ds.

第１項は tに依っていないので, u0, φ0をうまく取ることによって, 第２項の可積分性を導

く. これにより波動作用素の存在が示せる. 可積分性を導く際, 粒子の古典軌道を考え, それ

に沿う部分と沿わない部分に分けて議論する必要があるが, 波束変換によって変換された関

数は相空間 (x− ξ空間)上の関数となるので, その場合分けを容易に行えるのが本研究の特

徴である.
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