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概要

このポスターセッションでは，Del Pezzo 曲面上の ACM 曲線の分類と，ACM 曲線の極小自由分解に

ついて考察した結果について述べる．今回，このような機会を与えてくださった第１１回MCYR運営委員

会のみなさまに深く感謝いたします．

1 はじめに

Del Pezzo 曲面とは，非特異射影曲面で反標準因子 −KX が very ampleであるような曲面をいう．このよ

うな曲面は

1. P2 上の r 点ブローアップ (0 ≤ r ≤ 6)の P9−r への埋め込み，または

2. P1 × P1 の Segre埋め込み σ2,2(P1 × P1) ⊆ P8

に同型である．このような曲面については，幾何学的な観点からは古典的によく調べられてきた（[5]）．さら

に分類という立場では，∆種数 1の射影多様体の分類という立場で行われていた ([3])．一方で，代数学的観

点（特に極小自由分解の立場）からは，１９９０年代に degX = codimX + 2となる射影多様体の極小自由

分解による考察が進んでいた ([7],[6])．今回，これらの曲面の中で Arithmetically Cohen-Macaulay である

ような因子の型を決定し，それらの分類を行った．さらに，得られた因子の極小自由分解を求めた．それらの

一例を紹介させていただく．以下，k を標数 0の代数的閉体とする．

Theorem 1.1. X を P9−r 内の 9 − r 次の Del Pezzo曲面 (0 ≤ r ≤ 6)，Lを X 上の (a; b1, . . . , br)型の

可逆層 (a, b1, . . . , br ∈ Z, b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ br)とし，Ī = L−1 を X 上のイデアル層とする．このとき，任意

の整数 n に対して，H1(X, Ī(n)) = 0 であるのは，次の表 1 の型となるのが必要十分条件である．ただし，

X = σ2,2(P1 × P1) ⊆ P8 のときは，Lの型を (a, b) (a ≥ b)とする．

Remark 1.2. r = 6 の場合について (i.e. すなわち P3 内の非特異 3 次曲面上の ACM な可逆層) は [8]，

X ∼= P1 × P1 であるときの結果は [4]などを参照してください．



r = 6 the types of an invertible sheaf L r = 5 the types of an invertible sheaf L
(A6,1) (3m;m,m,m,m,m,m) (m ∈ Z) (A5,1) (3m;m,m,m,m,m) (m ∈ Z)
(A6,2) (3m;m+ 1,m,m,m,m,m) (m ∈ Z) (A5,2) (3m;m+ 1,m,m,m,m) (m ∈ Z)
(A6,3) (3m;m,m,m,m,m,m− 1) (m ∈ Z) (A5,3) (3m;m,m,m,m,m− 1) (m ∈ Z)
(A6,4) (3m;m+ 1,m,m,m,m,m− 1) (m ∈ Z) (A5,4) (3m;m+ 1,m,m,m,m− 1) (m ∈ Z)
(B6,1) (3m+ 1;m,m,m,m,m,m) (m ∈ Z) (B5,1) (3m+ 1;m,m,m,m,m) (m ∈ Z)
(B6,2) (3m+ 1;m+ 1,m,m,m,m,m) (m ∈ Z) (B5,2) (3m+ 1;m+ 1,m,m,m,m) (m ∈ Z)
(B6,3) (3m+ 1;m+ 1,m+ 1,m,m,m,m) (m ∈ Z) (B5,3) (3m+ 1;m+ 1,m+ 1,m,m,m) (m ∈ Z)
(B6,4) (3m+ 1;m+ 1,m+ 1,m+ 1,m,m,m) (m ∈ Z) (B5,4) (3m+ 1;m+ 1,m+ 1,m+ 1,m,m) (m ∈ Z)
(C6,1) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1,m+ 1,m+ 1,m+ 1,m+ 1) (m ∈ Z) (C5,1) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1,m+ 1,m+ 1,m+ 1) (m ∈ Z)
(C6,2) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1,m+ 1,m+ 1,m+ 1,m) (m ∈ Z) (C5,2) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1,m+ 1,m+ 1,m) (m ∈ Z)
(C6,3) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1,m+ 1,m+ 1,m,m) (m ∈ Z) (C5,3) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1,m+ 1,m,m) (m ∈ Z)
(C6,4) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1,m+ 1,m,m,m) (m ∈ Z) (C5,4) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1,m,m,m) (m ∈ Z)

r = 4 the types of an invertible sheaf L r = 3 the types of an invertible sheaf L
(A4,1) (3m;m,m,m,m) (m ∈ Z) (A3,1) (3m;m,m,m) (m ∈ Z)
(A4,2) (3m;m+ 1,m,m,m) (m ∈ Z) (A3,2) (3m;m+ 1,m,m) (m ∈ Z)
(A4,3) (3m;m,m,m,m− 1) (m ∈ Z) (A3,3) (3m;m,m,m− 1) (m ∈ Z)
(A4,4) (3m;m+ 1,m,m,m− 1) (m ∈ Z) (A3,4) (3m;m+ 1,m,m− 1) (m ∈ Z)
(B4,1) (3m+ 1;m,m,m,m) (m ∈ Z) (B3,1) (3m+ 1;m,m,m) (m ∈ Z)
(B4,2) (3m+ 1;m+ 1,m,m,m) (m ∈ Z) (B3,2) (3m+ 1;m+ 1,m,m) (m ∈ Z)
(B4,3) (3m+ 1;m+ 1,m+ 1,m,m) (m ∈ Z) (B3,3) (3m+ 1;m+ 1,m+ 1,m) (m ∈ Z)
(B4,4) (3m+ 1;m+ 1,m+ 1,m+ 1,m) (m ∈ Z) (B3,4) (3m+ 1;m+ 1,m+ 1,m+ 1) (m ∈ Z)
(C4,1) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1,m+ 1,m+ 1) (m ∈ Z) (C3,1) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1,m+ 1) (m ∈ Z)
(C4,2) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1,m+ 1,m) (m ∈ Z) (C3,2) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1,m) (m ∈ Z)
(C4,3) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1,m,m) (m ∈ Z) (C3,3) (3m+ 2;m+ 1,m,m) (m ∈ Z)
(C4,4) (3m+ 2;m+ 1,m,m,m) (m ∈ Z) (C3,4) (3m+ 2;m,m,m) (m ∈ Z)

r = 2 the types of an invertible sheaf L r = 1 the types of an invertible sheaf L
(A2,1) (3m;m,m) (m ∈ Z) (A1,1) (3m;m) (m ∈ Z)
(A2,2) (3m;m+ 1,m) (m ∈ Z) (A1,2) (3m;m+ 1) (m ∈ Z)
(A2,3) (3m;m,m− 1) (m ∈ Z) (A1,3) (3m;m− 1) (m ∈ Z)
(A2,4) (3m;m+ 1,m− 1) (m ∈ Z)
(B2,1) (3m+ 1;m,m) (m ∈ Z) (B1,1) (3m+ 1;m) (m ∈ Z)
(B2,2) (3m+ 1;m+ 1,m) (m ∈ Z) (B1,2) (3m+ 1;m+ 1) (m ∈ Z)
(B2,3) (3m+ 1;m+ 1,m+ 1) (m ∈ Z)
(C2,1) (3m+ 2;m+ 1,m+ 1) (m ∈ Z) (C1,1) (3m+ 2;m+ 1) (m ∈ Z)
(C2,2) (3m+ 2;m+ 1,m) (m ∈ Z) (C1,2) (3m+ 2;m) (m ∈ Z)
(C2,3) (3m+ 2;m,m) (m ∈ Z)

r = 0 the types of an invertible sheaf L X = σ2,2(P1 × P1) the types of an invertible sheaf L
(A0,1) (3m) (m ∈ Z) (D0,1) (2m, 2m) (m ∈ Z)
(B0,1) (3m+ 1) (m ∈ Z) (E0,1) (2m+ 1, 2m) (m ∈ Z)
(C0,1) (3m+ 2) (m ∈ Z) (F0,1) (2m+ 1, 2m+ 1) (m ∈ Z)

表 1 ACMな可逆層の型

これらの型に分類することによって，Del Pezzo 曲面上の ACM 曲線の極小自由分解を構成する．まず，

Del Pezzo 曲面の極小自由分解は次のようにかける．



Theorem 1.3. [6] X を Pn 内の非退化な部分多様体で，dimX ≥ 2かつ degX = codimX + 2とする．X

が ACMな射影多様体であるとき，X の極小自由分解は次のようになる．

0 → S(−p− 2) → S(−p)αp−1 → S(−(p− 1))αp−2 → · · · → S(−2)α1 → S → SX → 0.

ただし，

αi = i

(
p

i+ 1

)
0

−
(

p
i− 1

)
0

(for 1 ≤ i ≤ p− 1)

であり，pは SX の射影次元とする．

Del Pezzo 曲面は ACM多様体であり，degX = codimX + 2を満たす非退化非特異射影曲面であるから，

定理 1.3が適用できる．

Theorem 1.4. (Mapping Cone [1],[2]) F•,G• を複体とし，ϕi : Fi → Fi−1, ψi : Gi → Gi−1 を chain

mapとする．γ : F → Gとするとき複体H• は次のように定義できる．

Hi := Fi ⊕Gi+1

とし，

δi =

(
−ϕi 0
γi ψi+1

)
: Hi → Hi−1

この結果を用いて，ĪC ⊆ SX を S 加群として考え，極小自由分解 F• を構成する．次に，Del Pezzo曲面

X 上の極小自由分解をG• とすることで，SC の極小自由分解H• を構成できる。

Example 1.5. X を P9−r 内の 9− r次 Del Pezzo 曲面とし，C をX 上の Ar,1 型の因子とする．IC ⊆ S =

k[x0, . . . , x9−r]としたとき，SC = S/IC の極小自由分解は次のようになる．

1. r = 6のとき
0 → S(−(m+ 3)) → S(−3)⊕ S(−m) → S → SC → 0..

ただし，m ≥ 1である．

2. 0 ≤ r ≤ 5のとき

0 −−−−→ S(−(m+ 2))

−−−−→ S(−(p+ 2))⊕ S(−(m+ p))αp−1

−−−−→ S(−p)αp−1 ⊕ S(−(m+ p− 1))αp−2

−−−−→ S(−(p− 1))αp−2 ⊕ S(−(m+ p− 2))αp−3

...

−−−−→ S(−3)α2 ⊕ S(−(m+ 2))α1

−−−−→ S(−2)α1 ⊕ S(−m)

−−−−→ S

−−−−→ SC −−−−→ 0.

ただし，m ≥ 1である．
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