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1 はじめに

自然科学や社会科学において，様々な量がベキ分布にしたがうことが知られている [1]．ベキ分布とは，
確率密度関数（の裾）がベキ乗関数で表わされるような統計分布である．ベキ分布は裾での減衰が指数関
数よりも緩慢であることから，正規分布や指数分布に比べてサイズの大きな事象が生じやすいという特
徴がある．フラクタル [2]や臨界現象 [3]がベキ分布の研究の端緒である．フラクタル図形を直径 εの円板
で被覆するのに必要な最小個数N(ε)は，εが小さいところでベキ乗の依存性N(ε) ∝ ε−Dをもつ．ここ
に現れるベキ指数Dはフラクタル図形のフラクタル次元とよばれる．また，パーコレーション問題にお
いて占有率 pを大きくしていき臨界確率 pcに近づけると，クラスターの平均サイズ Sは S ∝ (pc − p)−γ

というふるまいを示す（2次元のパーコレーションでは γ = 43/18である）．ベキ指数 γ は臨界指数と
よばれるものの 1つである．これらの例では，ベキ指数の値が図形や現象の特徴を定める．より複雑な
現象も，ベキ分布を用いて分析が試みられている．たとえば，複雑ネットワークや経済物理学などの研
究においてベキ分布は重要な役割をもつ．
ベキ分布の典型例が，1つの店舗で販売される各々の商品の売上の分布である．売上額が sよりも大き
な商品の割合がP>(s) ∝ s−βで表される．このようにサイズが sよりも大きな要素の割合を sの関数とみ
なした P>(s)を，本稿では累積分布とよぶ．累積分布 P>(s)は確率密度関数を sより大きい範囲で積分
したものである．ベキ指数 βは正であり，たとえばアマゾン (Amazon.com) の売上データでは β = 1.1

から 1.2程度である [4]．売上のベキ分布は，よく売れる少数の人気商品とほとんど売れない大多数のマ
イナーな商品の売上の間に大きな格差があることを意味する．（一方で，大多数のマイナーな商品の売上
を足し上げると，店舗の総売上のうち無視できない割合を占めるという “ロングテール現象”[5]もベキ
分布の帰結である．）
ベキ分布の中でも，累積分布のベキ指数が β = 1である場合を特にジップの法則とよぶ．本来，ジッ
プの法則とは，多数の要素（データ）の集合において要素のサイズが順位に反比例するという経験則で
あり [6], β = 1はこれと等価な表現である．元々は文章中の単語の出現回数に関する統計的な関係として
見出されたが，言語の統計以外にも地震のエネルギー (β = 0.95) [7] や科学論文の被引用数 (β = 1.09)

[8] などがほぼジップの法則にしたがう．上述したアマゾンの売上データもほぼジップの法則にしたがう
といえる．
本研究では商品が売れていく様子を単純化した確率過程を提案し，定常なベキ分布が導かれることを
紹介する．アメリカの映画の興行収入のデータを例にとり，提案したモデルが実際の分布をよく説明す
ることを示す．

2 モデル

本研究では，ある 1種類の商品の売上の時間変化に対するモデルとして，次の確率過程を考える：

xt+1 = µtxt, (1a)

St+1 = St + xt.　 (1b)

t = 1, 2, . . .は離散的な時刻を表す．初期条件は x1 = 1, S1 = 0とする．確率変数 xt は t期の売上を
表す．式 (1a)は，ある期間の売上が大きいほど次の期間でも売上が大きくなりやすいという正のフィー
ドバックの効果を単純化したものである．さらに議論の単純化のため成長率 µt は各時刻 tで独立かつ
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図 1 モデル (1)の模式図．xtは式 (1a)にしたがっ
て時間変化する．Stは xtのグラフと t軸の間の面積
に相当する．

同一の分布にしたがうものとする．一方，確率変数 St は各期間の売上 xt を時刻 t − 1まで累計した量
（St = x1 + · · ·+ xt−1）である．充分に大きな時刻 tにおいて，Stは商品の総売上を表す．モデル (1)を
模式的に表したのが図 1である．各期間の売上 xtの動きを tの関数としてグラフ化すると，総売上 Stは
xtのグラフより下側の面積に相当する．
式 (1)の解析 [9]によると，tが大きいとき Stは定常な分布をもち，サイズが大きいところでベキ的な
裾 P (St > s) ∝ s−β をもつ．指数 β(> 0)は条件

E(µβ
t ) = 1 (2)

により特徴づけられる．E(·)は期待値を表す．特に，成長率の期待値が 1 (E(µt) = 1) である場合には
β = 1となり，ジップの法則が導かれる．

3 映画の興行収入との比較

シンプルな形の式 (1)が商品の売上を記述するモデルとして現実的なのかを，実際のデータとの比較
によって検討する．モデルは実際の売上プロセスを非常に単純化しているので，売上データの詳細まで
再現することは望めない．一方，売上がベキ分布になることやベキ指数の値は現象の詳細にはほとんど
依存しないと考えられる（統計物理学の普遍性クラスという概念と関係する）．式 (2)から評価した指
数 βが実際の値と近くなることが確認できれば，モデル (1)は実際の現象の重要なポイントを押さえて
いると期待される．
実際の売上データとして，アメリカの映画の興行収入を取り上げる．式 (2)を用いて指数を評価する
には成長率 µtに関する情報，つまり期間ごとの売上 xtの情報が必要であるのだが，映画の興行収入に
ついては必要なデータがオンラインで無料公開されている．今回利用したデータベースはThe Numbers

および Box Office Mojoである [10]．
直感的には，モデルの Stは 1つの映画作品の総収入額に対応すると考えられるのだが，この見方には
少し問題がある．一般に，異なる映画の興行収入は統計的に同等とはいえない．とりわけ，映画の経済的
な規模が興行収入に関係し，費用のかかった映画ほど大きな興行収入を得やすい [11]．一方，モデル (1)

は 1つの商品の売上が成長率 µtのゆらぎによって確率的な値をとることを表す．したがって，複数の映
画の興行収入額からつくった分布はモデルにおける Stの定常分布に対応しない．そこで，興行収入を制
作費で割って正規化した投資利益率 (return on investment, ROI) とよばれる量に注目する．ROIは映
画の成功・失敗を測る指標である．ROIが 1より大きければその映画は黒字（制作費を上回る収入が得
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図 2 データベース The Numbers による ROIの累
積分布．分布の裾はベキ指数 β = 1.12のベキ分布に
したがう．
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図 3 式 (2)を用いた指数 β の評価．E(µβ
t )を β の

関数として表示したグラフ．E(µβ
t ) = 1の解として

β = 1.10が得られる．

られた）であり，1より小さければ赤字である．ROIでは映画ごとの規模の違いの影響が小さくなって
いると考えられる．
映画のROIの分布とモデルの Stの定常分布を比較する．図 2はデータベースThe Numbersのデータ

（1915年から 2014年 4月までの 3906タイトル）によるROIの累積分布である．ROIが 1より大きい裾
の部分でベキ分布的な減衰がみられ，そのベキ指数は β = 1.12± 0.03と求められる．つまり，黒字だっ
た映画のROIはおおむねジップの法則にしたがう．ちなみに，興行収入額自体の分布では，ジップの法
則はおろか明瞭なベキ分布すらみえない．（興行収入よりもROIの方が統計的に単純な指標であるといえ
るかもしれない．）
次に，映画の興行収入の推移がモデル (1)にしたがうと仮定し，式 (2)を用いて指数 βを見積もってみ
る．日ごとの興行収入のデータでは曜日の周期性（週末に客数が伸びる）が強く現れるので，週ごとの
データを用いた．成長率 µtは，映画が公開されて t週目と t+ 1週目の興行収入の比 (µt = xt+1/xt) と
して求める．データベースBox Office Mojoにおいて，2012年に公開された映画の中でアメリカ国内の
興行収入額の上位 100作品について各週の µtを算出した．こうして得られた成長率を µtの標本値とし，
βの関数として E(µβ

t )を表したのが図 3である．E(µβ
t ) = 1となるのは β = 1.10であり，Stの定常分

布の裾は P (St > s) ∝ β−1.10という形であると見積もられる．この結果は図 2の指数 β = 1.12ととても
近い．よって，モデル (1)は映画が興行収入をあげる過程の特徴をよくとらえていると結論できる．同
様の計算により，2012年の興行収入額上位 200作品のデータからは β = 1.09, 2010年の上位 100作品の
データからは β = 1.08が得られた．したがって，指数 βの見積もりは順位や年度にはほとんど依存しな
いと考えられる．

4 まとめと展望

本研究では，商品の売上を模擬する確率モデル (1)を提案した．確率変数 Stは定常な分布をもち，そ
の裾は式 (2)で特徴づけられる βを指数とするベキ分布にしたがう．次に，この理論的な結果を映画の
ROIのデータと比較した．実際のROIの累積分布は裾が β = 1.12程度のベキ分布であったのに対して，
モデル (1)を仮定して評価したベキ指数は β = 1.10であった．式 (2)から見積もった指数が実際の値に
近かったことから，提案したモデル (1)が映画の集客の特徴をうまくとらえていると期待できる．
式 (1)は商品の売上のベキ分布を導く確率過程として，簡素な形をしている．本モデル化では，口コ
ミ・広告宣伝・消費者の嗜好・流行などの効果は個別には考慮されていない．これらはすべて確率変数
µtの中に押し込められている．このように単純化したモデルであっても，ベキ指数のような普遍性をも
つ特徴はよく再現されている．
なお，制作費のデータは興行収入額に比べて不正確な推定値である（正確な制作費は公開されていな
い）．したがってROIにも不正確さが含まれることに注意する．映画以外の売上データでも本稿と同様
の分析をおこない，モデル (1)の妥当性を検証することが必要である．
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