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1 序

次の非斉次偏微分方程式を考える.

(DW) ∂2
t u(t, x)−△u(t, x) + ∂tu(t, x) = h(t, x)

ここで u(t, x) : [0,∞)×Rd → Rは未知関数, hは既知関数であり, ∂t =
∂
∂t
, ∂j =

∂
∂xj

,

△ =
∑d

j=1 ∂
2
j である. 方程式 (DW)を消散型波動方程式と呼ぶ.

消散型波動方程式は波動現象を表す波動方程式 ∂2
t u−△u = 0に, 消散（摩擦）の

効果をあらわす消散項 ∂tuを加えたものとみなすことができ, 摩擦のある弦の振動

や. ケーブルを使った信号の伝播などを表現することが知られている. 物理的には

消散項として, 速度を変数とする正値関数B(∂tu) ≥ 0を採用した

∂2
t u(t, x)−△u(t, x) +B(∂tu) = h(t, x)

を消散型波動方程式と呼ぶほうが一般的である. 実際に様々な形の消散項B(∂tu)に

ついての研究の存在するが, ここでは最も簡単な線形の場合B(∂tu) = ∂tuを考える

ことにする.

2 Fourier変換とSobolev空間

現在の偏微分方程式の解析において, Fourier変換 (周波数表示)は重要な方法とし

て用いられている. ここでは Fourier変換を用いて, 消散型波動方程式 (DW)の解を

求めることを目指す.
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定義 1 (Fourier変換). Fourier変換F と Fourier逆変換F−1を次で定める.

F [f ](ξ) :=
1

(2π)d/2

∫
Rd
x

e−ix·ξf(x)dx, (1)

F−1[g](x) :=
1

(2π)d/2

∫
Rd
ξ

eix·ξg(ξ)dξ. (2)

ここで f : Rd
x → R, g : Rd

ξ → Rである.

Fourier変換の有用な点として,“都合の良い”性質を持つ関数 f に対しては, 次の

事実が成立することが挙げられる.

事実 1.

F−1 [F [f ]] = f.

事実 2.

ξjF [f ](ξ) = F [−i∂jf ] (ξ) (j = 1, 2, · · · , d), 特に F [−△f ] = |ξ|2F [f ].

事実 1は, Fの逆写像はF−1であることを意味する. 一方事実 2は, Rd
xにおける微

分という操作が, Rd
ξでは多項式を掛けるという操作に対応することを意味する. これ

らの事実を用いると, いくつかの線形偏微分方程式を (形式的に)解くことができる.

例 1 (熱方程式). {
∂tv(t, x)−△v(t, x) = 0,

v(0, x) = v0(x)

の解は

v(t, x) = F−1
[
et|ξ|

2F [v0]
]
(x) =: (e−t△v0)(x).

例 2 (波動方程式). {
∂2
tw(t, x)−△w(t, x) = h(t, x)

(w(0, x), ∂tw(0, x)) = (w0(x), w1(x))

の解は

w(t) = cos(t|D|)w0 +
sin(t|D|)

|D|
w1 +

∫ t

0

sin((t− s)|D|)
|D|

h(s, ·)ds

ただしD = (−i∂1, · · · ,−i∂d).



同様にして, Fourier変換による議論を用いることで, 消散型波動方程式 (DW)の

解も, 形式的に次で与えられることがわかる。

u(t, x) = K0(t,D)u0 +K1(t,D)

(
1

2
u0 + u1

)
+

∫ t

0

K1(t− s,D)h(s, x)ds, (3)

K0(t, ξ) = e−
t
2 cos(tφ(ξ)), K1(t, ξ) = e−

t
2
sin (tφ(ξ))

φ(ξ)
,

ただし

φ(ξ) =


√
|ξ|2 − 1

4
(|ξ| > 1

2
)

i
√

1
4
− |ξ|2 (|ξ| ≤ 1

2
)

さて, こうして形式的に (DW)の解が得られた. しかしこの解は形式的な議論で得

られたものであり, 数学的な正当性は怪しい. これらの議論を正当化するためには,

とくに事実 1,2が成立する“都合の良い”関数というものをはっきりとさせなければ

ならない.

事実 1,2が成立するような関数の集合として, 急減少関数（平たく言うと指数減衰

しているような C∞関数）の集合 Sや, 台がコンパクトな C∞関数の集合 C∞
0 など

が存在するが, 次の Lebesgue空間はこれらを稠密集合として持つ完備距離空間であ

ることが知られている.

Lp =

{
f : Rd → R (可測関数) : ∥f∥p :=

(∫
Rd

|f(x)|pdx
) 1

p

< ∞

}
(1 ≤ p < ∞).

一般にLpに属する関数は微分できない (というか通常の意味の関数ですらない). し

かし事実 1,2を用いた“広い意味の微分”を用いることで,次のSobolev空間W s,p (s ∈
R, 1 ≤ p < ∞)が定義される.

W s,p =
{
f : Rd → R (可測関数) : ∥f∥s,p := ∥(1 + |D|2)s/2f∥p < ∞

}
.

大雑把に言うと Sobolev空間W s,pとは, s階まで“広い意味の微分”ができて, その

すべてがLpに属すという関数の集合である. この Sobolev空間が, Fourier変換を用

いた解析を行う上で基本的な空間となる.

3 消散型波動方程式の解の性質(熱と波動成分への分解)

(DW)の解表示は得られたので, 次に興味があるのは解 uの振る舞いである. 今回

考える消散型波動方程式の解の重要な性質として, 次のように熱部分と波動部分に

分解できることが知られている ([5]).

u(t) = J(t)︸︷︷︸
拡散部分

+ e−
t
2W (t)︸ ︷︷ ︸
波動部分

, . (4)



もう少し正確に述べると, W (t)はある波動方程式の解であり, 拡散部分 J(t)には次

の熱方程式と類似した Lp-Lq評価が成立する.

∥J(t)∥p ≤ C(1 + t)−
d
2(

1
q
− 1

p)(∥u0∥q + ∥u1∥q) (5)

この事実は, 元々は別の解表示を用いて示されたが, 今回は解表示 (3)から考察して

みよう. 消散型波動方程式の解の発展群の Fourier像Kj(t, ξ)は、高周波 (|ξ| ≫ 1)

と低周波 (|ξ| ≪ 1)では性質が大きく異なる. 具体的には高周波の場合

φ(ξ) =

√
|ξ|2 − 1

4
= |ξ|+ o(|ξ|−1) (|ξ| → ∞)

となることに注意すると,

K0(t, ξ) ∼= e−
t
2 cos(t|ξ|), K1(t, ξ) ∼= e−

t
2
sin(t|ξ|)

|ξ|

より,フーリエ像はそれぞれ波動方程式の解の発展群に近似されることが予想される.

一方で低周波の場合は

φ(ξ) = i

√
1

4
− |ξ|2 = i

2
+ o(|ξ|) (|ξ| → 0)

となることに注意すると,

K̂0(ξ) ∼=
1

2
et|ξ|

2

, K̂1(ξ) ∼= et|ξ|
2

より, そのフーリエ像はそれぞれ熱方程式の解の発展群で近似されることが予想さ

れる.

この考察により, 消散型波動方程式の解は, 高周波成分が波動方程式の解とよく似

た振る舞いをする一方,低周波成分は熱方程式の解とよく似た振る舞いをしている

のだと予想される. 実際にこの予想が正しいことは, 多くの研究によって証明されて

いる.

熱・波動への分解 (4)が, 実は高周波・低周波への分解することに対応しているこ

とは, Lp-Lq評価 (5)にも現れている. 評価 (5)と, 実際の熱方程式のLp-Lq評価が大

きく異なる点は, 前者は t = 0において有界である点にある. これは熱方程式の t = 0

での特異性が低周波成分には現れないという事実と対応しており, 消散型波動方程

式 (DW)の解において t = 0おける特異性は低周波部分には存在しないことを意味

している. この事実は転じて, 消散型波動方程式 (DW)のもつ t = 0における特異

性は, 波動成分にのみ由来することを意味しており, 解の減衰が期待されない初期値

(たとえばW 1,2×L2のみに属する場合)に対する解の適切性については, 波動方程式

的な性質に着目しなければならないことを示唆している.



4 Strichartz評価と解の一意存在

我々は非線形消散型波動方程式に興味を持っている. 特に次のような, べき乗型の

非線形項を持つ初期値問題において, 初期データがエネルギークラスW 1,2×L2にの

み属している場合に解けるかという問いは基本的な問題である.

(NDW)

{
(∂2

t −△+ ∂t)u(t, x) = |u|α−1u (t, x) ∈ [0,∞)× Rd,

(u(0), ∂tu(0)) = (u0, u1) ∈ W 1,2 × L2.

初期値がエネルギークラスにのみ所属する場合は, 一般に時間減衰評価が導出され

ない ((5)において p = q = 2とせよ). その為消散型波動方程式の可解性議論によく

用いられる, 一般的な埋め込み定理を用いた重みつきエネルギー法が使いづらい. そ

こで我々は, §3で説明した解の分解を利用して時間大域的な Strichartz型評価の導

出することで, 非線形問題の可解性を議論しようと考えた.

今回得られたのは, 次の消散型波動方程式における Strichartz型評価である.

Theorem 4.1. d = 2 または 3とする. 二組の指数 (θj, pj) (j = 1, 2)が次を満たす

と仮定する.

(A) 2 < θj ≤ ∞,

{
2 ≤ pj ≤ 2d

d−2
(d = 3)

2 ≤ pj < ∞ (d = 2)
and d

(
1

2
− 1

pj

)
≥ 2

θj
,

(B) 2d

(
1

2
− 1

pj

)
− µ ≤ 2

θj
and µj = max

{
1, (d+ 1)

(
1

2
− 1

pj

)}
.

この時, 次の (I)(II)が成立する.

(I) 次を満たす 2 ≤ l ≤ 2d
d−1
と σ ∈ [0, 1]が存在すると仮定する.

1

p1
≤ 1

l
,

1

p1
=

σ

p2
+

1− σ

l
and

1

θ1
=

σ

θ2
.

このとき, 次の評価が成立する.∥∥∥∥∫ t

0

K1(t− s)h(s)ds

∥∥∥∥
L
θ1
t L

p1
x

≤ C∥h∥
L
θ′2
t W

µ2−1,p′2
x

.

(II) 次を満たす σ ∈ [0, 1]が存在すると仮定する.

1

p2
=

σ

p1
+

1− σ

2
and

1

θ2
=

σ

θ1
.

このとき, 次の評価が成立する.∥∥∥∥∫ t

0

K1(t− s)h(s)ds

∥∥∥∥
L
θ1
t L

p1
x

≤ C∥h∥
L
θ′2
t W

σ(µ1−1),p′2
x

,



図 1: d = 2 図 2: d = 3

(I)は 1
p1

≥ 1
p2
の場合, (II)は 1

p1
≤ 1

p2
の場合である. 条件 (A)は拡散部分に由来す

る制限であり, 等号を満たす (θ, p)は Schrödinger方程式における L2許容指数と一

致する (e.g. [2]). 一方条件 (B)は波動部分に由来する制限であり, 特に
(
d−1
2d

, 0
)
と(

d−1
2(d+1)

, d−1
2(d+1)

)
を結ぶ直線上で, Theorem 1の主張は波動方程式に対する Strichartz

評価とほぼ一致する (e.g. [1]).

証明については, Lp-Lq評価からHardy-Littlewood不等式を用いてLθ
tL

p
x-L

θ′
t L

p′
x を

構成するまでは, 他の方程式に対する Strichartz型評価の導出の際と同様に議論され

る (たとえば小川 §12). Lθ
tL

p
x-L

θ′
t L

p′
x さえ得られれば, Schrödinger方程式や波動方程

式などでは, 双対性議論 (Duality Agument)と呼ばれる手法により指数の取替えも

含む評価が得られる. しかしこの議論には, 発展群のユニタリ性 (もしくは時間可逆

性)が必要であり, 今回の消散型波動方程式の発展群にはそのような性質は期待され

ない. そこで我々は, 消散型波動方程式が持つ消散効果を代用品として利用すること

で, 直接補間定理を適応することを可能にし, 指数の取替えを含む Strichartz型評価

を導出した.

非線形問題 (NDW)について, 初期値がエネルギークラスのみに属する場合は,

Nakaoや Raduによって 1 < α < d+2
d−2
に対する解の一意存在が知られていた. しか

しその議論は複雑であり, 特に存在時間 T が初期値のどのような量に因っているの

かわかりづらいという欠点があった. さらに臨界べきα = d+2
d−2

(d ≥ 3)については局

所解の存在すら示されていなかった.

そこで我々はTheorem 4.1を用いることで, 劣臨界べきの非線形項を持つ (NDW)

に対する局所解存在定理に簡明な証明を与え, さらに存在時間が初期データのエネ

ルギーノルムにのみよることを示した.

Theorem 4.2. d = 3, 3 < α < 5とし, さらに ∥(u0, u1)∥W 1,2×L2 ≤ Aを仮定する.

この時ある存在時間 T = T (A,α) > 0が存在して (NDW)は局所一意解を次のクラ



スに持つ:

C1([0, T );L2) ∩ C0([0, T );W 1,2).

さらに臨界べきについても, 次の大域解の存在定理を得た.

Theorem 4.3. d = 3, α = 5とする. ある δ̃ > 0が存在して, ∥(u0, u1)∥W 1,2×L2 ≤ δ̃

を満たすならば, (NDW)は時間大域的な解をC1([0,∞);L2)∩C0([0,∞);W 1,2)上で

一意に持つ.

これらの定理の証明は, (NDW)を積分方程式に書き直し, 非線形部分を Strichartz

型評価によって処理をして, 最終的にBanachの不動点定理を適応することで完成す

る. この議論自体は非常にスタンダードなものであるが (たとえばCazenave[2], 小川

[6]§17を見よ), 実際に議論が回るような Strichartz型評価の指数 (p, θ)が取れるかど

うかが問題となる. しかし今回得られた Strichartz型評価は, すでによく知られてい

る非線形波動方程式の可解性議論で用いられる指数と同じものが取れるため, 問題

なく上の二つの定理が証明されるのである.
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