
reflexive凸多面体とその双対凸多面体
のδ列

土谷　昭善 (大阪大学大学院・情報科学研究科)∗

P ⊂ Rd を d 次元整凸多面体、つまり、任意の頂点の座標が全て整数であるよ
うな凸多面体とし、∂P をその境界とする。任意の正整数 n について、i(P, n) を

i(P , n) = |nP ∩ Zd|

で定義する。この時、次のようなことが知られている。

• i(P , n) は、n に関する d 次多項式であり、定数項は常に１である。

• (Ehrhart 相互法則) |n(P \ ∂P) ∩ ZN | = (−1)di(P,−n) が成立する。

この多項式 i(P , n) を P の Ehrhart 多項式 と呼ぶ。

整数列 δ0, δ1, δ2, . . . を次の公式で定義する。

(1− λ)d+1

∞∑
n=0

i(P , n)λn =
∞∑
i=0

δiλ
i.

i(P , n) が n に関する d 次多項式であることなどから、任意の i > d について
δi = 0 であることがわかる。この整数列

δ(P) = (δ0, δ1, . . . , δd)

を P の δ 列 と呼ぶ。
δ 列について、次のようなことが知られている。

• δ0 = 1、δ1 = |P ∩ ZN | − (d + 1)、δd = |(P \ ∂P) ∩ Zd| である。よって、
δ1 ≥ δd が成立する。

• δi は非負である。([3])

• i(P , n) の最高次の係数
∑d

i=0 δi/d! はP の通常の体積に一致する。

d次元整凸多面体P ,Q ⊂ Rdについて、PとQが unimodular同値であると
は、unimodular行列U ∈ Zd×dと整数ベクトルw ∈ Zdが存在して、Uにより定義
される線形写像 fU : Rd → Rdを用いてQ = fU(P) + wとできる時に言う。ここ
で v ∈ Rdに対し、fU(v) = vUと定める。PとQが unimodular同値であるなら
ば、δ(P) = δ(Q)が成立する。
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Rdの原点がPの内部に属する唯一の整数点になっていると仮定する。このと
き、整凸多面体Pが reflexive凸多面体であるとは、その双対凸多面体

P∨ :=
{
y ∈ Rd : ⟨x, y⟩ ≤ 1, ∀x ∈ P

}
も整となるときに言う。ここで ⟨x, y⟩はRdの通常の内積のことである。
整凸多面体Pが reflexive凸多面体となる必要十分条件は δ列が対称、つまり

δi = δd−i　0 ≤ ∀i ≤ d

が成立することが知られている ([2])。reflexive凸多面体Pの双対凸多面体P∨も
また reflexive凸多面体であるので、その δ列は対称である。しかし、一般的に
δ(P) = δ(P∨)は成立しない。本原稿では reflexive凸多面体で、δ列がその双対凸
多面体の δ列と一致するものの存在について議論する。
2次元の reflexive凸多面体では δ列が (1, 4, 1)となるものは全て、その双対凸多
面体の δ列も (1, 4, 1)となる。しかし、他の δ列を持つ reflexive凸多面体の場合は
全て、その双対凸多面体の δ列とは異なる。また 3次元の reflexive凸多面体では
[1, Example 35.11]において、その例が構成されている。しかし、一般次元での
そのような reflexive凸多面体の例は知られていない。
筆者は、2次元以上の任意の次元について、reflexive凸多面体でその δ列がその
双対凸多面体のδ列と一致する例を、特にunimodular同値に着目して構成するこ
とに成功した。次の定理は、本原稿の主定理である。

定理 1 (a) 各d ≥ 2に対し、d次元 reflexive凸多面体PでPとその双対凸多面体
P∨がunimodular同値となるものが存在する。
(b) 各 d ≥ 3に対し、d次元 reflexive凸多面体Pで δ(P) = δ(P∨)を満たすが、P
とその双対凸多面体P∨がunimodular同値とならないものが存在する。

実際には、次のように帰納的に構成する。P ⊂ Rd−1をd− 1次元 reflexive凸多
面体で、δ(P) = δ(P∨)となるものとする。これを用いて、d次元整凸多面体

Q = conv({P × [−1, 0], (0, 0, . . . , 0, 1)})

を定義する。このとき、Qは reflexiveであり、かつ δ(Q) = δ(Q∨)である。
さらにPがP∨とw = 0であるunimodular同値のとき、QはQ∨とunimodular

同値となり、PがP∨とunimodular同値でないとき、QはQ∨とunimodular同値
でないので、このQが条件を満たす reflexive凸多面体であることがわかる。

定理 1の証明では d単体、つまり d + 1個の頂点で構成される d次元整凸多面
体に制限すると成立しない。筆者はさらに、2次元以上の任意の次元について、
reflexive単体でδ列がその双対凸多面体のδ列と一致する例の構成に成功した。次
の定理は、本原稿の2つ目の主定理である。

定理 2 各 d ≥ 2に対し、d次元 reflexive単体PでPとその双対凸多面体P∨が
unimodular同値となる、つまり δ(P) = δ(P∨)となるものが存在する。



実際には次のように構成する。d = 2のときは、

P = conv({(1, 0), (−1, 2), (−1,−1)})

d = 3のときは、

P = conv({(1, 0, 0), (1, 2, 0), (1, 0, 2), (−3,−2,−2)})

がその例である。
d ≥ 4の場合を考える。e1, . . . , edをRdの標準基底とする。Sylvester列と呼ば
れる整数列を次のように定義する。

b1 := 2, bn := 1 + b1 · · · bn−1(n ≥ 2)

これを用いてd+ 1個の整数点を定義する。

vi =



− 3e1 − 2
d∑

i=2

ei i = 0,

e1 i = 1,

e1 + 2ei i = 2, 3,

e1 + bi−3ei i = 4, . . . , d,

これらを用いて、d単体
P = conv({v0, . . . , vd})

を定義する。このとき、Pは reflexiveであり、さらにP∨の頂点は次の整数点と
なる。

wi =


e1 i = 0,

(a1, . . . , ad) i = 1,

e1 − 2ei i = 2, . . . , d

ここで

ai =



− (4b1 · · · bd−3 − 1) i = 1,

4b1 · · · bd−3

2
i = 2, 3,

4b1 · · · bd−3

2bi−3

i = 4, . . . d.

である。このとき、PはP∨とunimodular同値となる。よって、このPが条件を
満たす reflexive単体であることがわかる。
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