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1. 導入
コンパクト複素多様体M 上のKähler計量 ωがKähler-Einstein (KE)計量であるとは，あ
る定数 cが存在して，関係式Ric(ω) = cωを満たすことである．cは計量を正規化することで
c = −1, 0, 1として構わない．KE計量が存在するためには，c1(M)がそれぞれ負定値，零，正
定値の実 (1, 1)型の形式で代表される必要がある．この条件を単に c1(M) < 0，c1(M) = 0，
c1(M) > 0と表すことにする．M がRiemann面のとき，KE計量の存在は古典的な一意化定
理から従う．M が高次元のときは，c1(M) ≤ 0であればKE計量はただ 1つ存在することが，
Aubin，Yauによって証明された．MがFano多様体（すなわち，c1(M) > 0）の場合は，二木
不変量と呼ばれるKE計量が存在するための障害と，二木不変量が消えないような具体例がい
くつか構成されている．近年の研究によって，KE計量の存在は“K-安定性”と呼ばれる幾何学
的不変式論的安定性と同値であることがChen-Donaldson-Sun，Tianによって証明された．
本講演では，Kähler-Ricci soliton (KS)の存在問題について考える．Fano多様体M 上

のKähler計量ωと正則ベクトル場V の対 (ω, V )は，関係式Ric(ω)− ω = LV ωを満たすとき，
KSであると言う．KSはKähler-Ricci flowと呼ばれるKähler計量ωtに関する時間発展方程式：{

∂ωt
∂t = −Ric(ωt) + ωt

ω0 ∈ c1(M)

の自己相似解として自然に考えうる計量であり，KE計量の一般化を与えている．また，KSを
研究することは次の 2つの理由で重要である：

(1) KSの候補となるベクトル場V はMの正則構造から一意的に決まる．したがって，KSは
KE 計量が存在するための障害である [5]．

(2) Kähler-Ricci flowは時間大域解をもつ [2]．さらに，この解は適当な仮定のもとで，KS
にCheeger-Gromov収束する [6]．

KSに対しては二木型の障害（modified二木不変量と呼ぶことにする）は構成されてはいた
ものの [5]，つい昨今まで幾何学的不変式論的安定性の概念は存在しなかった．2014年，Berman-
Nyströmはmodified二木不変量を対数端末特異点をもつFano多様体に対して一般化すること
で，KSに対するK-安定性の概念を導入した [1]．

2. 基本事項
2.1. modified 二木不変量
Mをn次元正規Q-Fano多様体とする．簡単のため，Mは次の条件を満たしているものと仮定
する：

1. Mは射影多様体Nのコンパクトな部分多様体である.

2. ある整数 kとN上の豊富な直線束Lが存在して，Mの regular part Mreg上で，同型

L|Mreg ≃ −kKMreg (1)

が成り立つ．
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3. Lie群G := Aut(M)が (N,L)に同型 (1)がG-同変になるように作用する．

特に，小平埋め込みは上の条件をすべて満たしていることに注意しておく．

定義 1. −KMreg上のHermite計量 hが admissibleであるとは，hkが同型 (1)のもとでL上の
滑らかなHermite計量に拡張できることである.

hを−KMreg 上の admissibleな Hermite計量とし，ω := −
√
−1
2π ∂∂̄ log hとおく. このとき，

g := Lie(G)上の関数Fを関係式

F(V ) = − 1

c1(M)n

∫
M

eµh,V ωn (2)

で定め，さらに，modified二木不変量FutV を

FutV (W ) =
d

dt
F(V + tW )

∣∣∣∣
t=0

= − 1

c1(M)n

∫
M

µh,W eµh,V ωn (3)

で定める．ただし，µh,V は正則ポテンシャルを表す．また，hは admissibleなので，(2)，(3)
の積分は有限であることに注意しておく．

M が対数端末特異点をもつ場合は，次のように代数的に定義することも可能である：V を
M上の正則ベクトル場でトーラス作用を生成すると仮定する．このとき，レベルkの関数Fの
量子化Fk(V )を

Fk(V ) = −k

Nk∑
i=1

exp(v
(k)
i /k) (4)

により定める．ここで，Nk := dim(H0(M,−kKM ))，(v
(k)
i )はRe(V )の生成する無限小作用

の固有値とする．さらに，W をC∗-作用を生成するM 上の正則ベクトル場とし，レベル kの
modified 二木不変量FutV,k(W )を

FutV,k(W ) := −
Nk∑
i=1

exp(v
(k)
i /k)w

(k)
i (5)

と定める．ここで，(v
(k)
i )，(w

(k)
i )はそれぞれRe(V )，Re(W )の生成する無限小作用の固有値で

ある．一般論により，k → ∞のとき，Nkは高々knの増大度，Fk(V )およびFutV,k(W )は高々
kn+1の増大度をもつことが知られている（M が滑らかであれば，これは同変Riemann-Roch
の定理を用いて証明することもできる）．そこで，我々は

F(V ) := lim
k→∞

Fk(V )

kNk
, (6)

FutV (W ) := lim
k→∞

FutV,k(W )

kNk
(7)

により，関数Fおよびmodified 二木不変量FutV を定める．これらの定義は先に積分不変量と
して与えた定義と一致する．

2.2. テスト配位
代数多様体Mに代数群Gの作用G ↷ Mがあったとする．このとき，我々は商空間M/Gを構
成したい．しかし，Mは滑らかとは限らないし，G-作用は一般には自由ではないため，M/G
が性質のよい空間（例えば Hausdorff分離公理を満たす空間）として定義できる保証はない．
Mumfordのアイデアは，M/Gを射影代数多様体M/G := ProjAGとして定義するというもの
であった．ここで，AはM 上の函数全体の成す代数であり，AGはそのG-不変な元全体の成
す部分代数である．この構成は非常にシンプルだが，むしのそのために射影M 99K M/Gを
理解することが困難となる．この射影は一般には有理写像であり，任意のG-不変函数 f に対
して f(x) = 0であるような点 x ∈ M では，この写像は定義できない．そこでこのような点



(unstableな点）をすべて排除し，semistableな点だけからなる集合Mssを考えることで，射影
Mss → M/Gは自然な意味で定義される．このような理論は幾何学的不変式論（GIT）と呼ば
れる．以上はすべて有限次元の枠組みの中での話であるが，実は，KE計量（あるいはKS）の
存在問題は無限次元版の幾何学的不変式論（GIT）による形式的な解釈が存在する（詳しくは，
[3]を参照されたい）．
さて，MをFano多様体，V をM上のトーラス作用を生成する正則ベクトル場とする．

定義 2. 対 (M,V )に対するテスト配位T とは，
• 平坦なスキームの射M → C．

• M → Cへの同変C∗-作用ρ，ここで，底空間Cへの作用はスカラー積により定義される
ものとする．

• M上の正則ベクトル場V．
から成るもので，さらに条件

1. Mの各ファイバーは対数端末特異点をもつ正規Q-Fano多様体．

2. genericファイバー (M1, V1)（1 ∈ C上のファイバー）は，(M,V )に同型である．

3. ベクトル場Vは，M → Cの各ファイバーを保存する．

このとき，ρ作用によって，ファイバー(Mt, Vt)（t ̸= 0）は，すべてgenericファイバー(M1, V1)
に同型となる．一方で，中心ファイバー (M0, V0)は一般に特異をもつ．また，ρは自然に中心
ファイバー (M0, V0)へのC∗-作用を定める．ρの無限小生成ベクトル場をWとすると，V，Wは
共に中心ファイバーに接するベクトル場であり，従ってM0への制限V0 := V|M0，W0 := W|M0

が定義される．テスト配位T の最も簡単な具体例は，M = M ×Cで，ρをM第 2因子へのス
カラー積により定める場合である．このようなT を積テスト配位と呼ぶ．
定義 3. 対 (M,V )は次の条件を満たすとき，K-polystableであるという：

1. 対 (M,V )の任意のテスト配位T に対して，FutV0(W0) ≥ 0が成り立つ．

2. 1の等号成立は，T が積テスト配位のときに限る．
K-polystableの定義は，有限次元GITにおけるHilbert-Mumford判定法が元になっている．

つまり，安定性を示すためには，1-パラメータ群でパラメトライズされた (M,V )の任意の変形
族に対する数値判定を行えば十分である，ということを言っている．

定理 1 ([1], Theorem 1.5). (M,V )はKSを許容すれば，K-polystableである．

3. 主結果
KSに対するK-安定性の概念は導入されて日が浅いため，研究手法はおろか，計算例すらほと
んど知られていない状態であった．そこで，講演者は関数 F（従って，modified 二木不変量
FutV）を代数的に計算可能にする公式を構成した．

定理 2 ([4]). MをCPN内のFano完全交叉とし，Mの定義式（斉次多項式）をF1, · · · , Fs，そ

れぞれの次数をd1, · · · , dsとおく．また，ω =
√
−1
2π ∂∂̄ log

(∑N
i=0 |zi|2

)
をCPNのFubini-Study

計量とする．V ∈ sl(N + 1,C)をCPN上の正則ベクトル場で，適当な定数αiに対して関係式
V Fi = αiFi (i = 1, · · · , s)を満たすものとする. このとき，関数Fは次の式で表される：

F(V ) = − (N − s)!

d1 · · · dsmN−s
exp

(
s∑

i=1

αi

)∫
CPN

s∏
i=1

(diω + diθV − αi)e
mθV · emω. (8)

ただし，m := N +1− d1− · · ·− dsは定数，θV := V log
(∑N

i=0 |zi|2
)
はCPN上の関数である.

この公式は，局所化定理や特異点解消を用いた計算とは異なり，多様体の幾何学的データを
一切必要とせず，また，多様体がどのような種類の特異点をもっていたとしても，代数的なデー
タのみを用いて画一的に計算ができるという点で優れていると考えられる．
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