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概 要
ディリクレL関数はリーマンゼータ関数の一つの一般化である。ディリクレ
L関数の零点に対して、自明でないものは全て臨界線上にあるという一般化
されたリーマン予想がある。この講演では、一般化されたリーマン予想を仮
定したときのディリクレL関数の対数関数の臨界線付近における評価を紹介
する。

1. 導入
リーマンゼータ関数は次のように定義される。

定義 1.1. リーマンゼータ関数 ζ(s)とは、Re (s) > 1を満たす複素数 sに対して、

∞∑
n=1

1

ns

を満たすような複素平面上の有理型関数である。

リーマンゼータ関数の零点についてはリーマン予想がある。リーマン予想とは、ζ(s) =
0を満たす複素数 sは、0 < Re (s) < 1なら、Re (s) = 1/2を満たすという予想である。
さらに、リーマンゼータ関数の一種の一般化であるディリクレL関数に関しては一般
化されたリーマン予想がある。ディリクレL関数の定義及び一般化されたリーマン予
想の主張は第２節で述べる。
リーマン予想を仮定したときのリーマンゼータ関数及びその一階導関数の対数関数

のRe (s) = 1/2の近くにおける評価が知られている。詳しくは [Tit, Section 14.14]と
[Aka, Lemmas 2.4 and 2.6]を参照されたい。これらの結果は、リーマンゼータ関数及び
その一階導関数の零点の個数の評価における誤差項と零点の実部の分布に関する評価
の誤差項に影響する。詳しくは [Tit, Theorems 9.3, 9.4, and 14.13]及び [Aka, Theorems

1 and 3]を参照されたい。
この講演の目的は、前段落で述べたもののディリクレL関数への拡張を紹介するこ

とである。一般化されたリーマン予想を仮定したときのディリクレL関数及びその一階
導関数の対数関数のRe (s) = 1/2の近くにおける評価については第３節で述べる。第
４節では、これらの結果がディリクレL関数及びその一階導関数の零点の個数と零点
の実部の分布に関する評価との関係を述べる。
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2. ディリクレL関数
この節では、ディリクレL関数の定義と一般化されたリーマン予想の主張を述べる。
はじめに、ディリクレ指標を定義する。

定義 2.1. 自然数 qを法とするディリクレ指標χとは、乗法群 (Z\qZ)×から乗法群C×

への写像であり、次の性質を満たすものである：

1. 任意の自然数mとnに対して、χ(mn) = χ(m)χ(n),

2. 任意の自然数nに対して、χ(n+ q) = χ(n),

3. (n, q) > 1を満たす任意の自然数nに対して、χ(n) = 0,

4. ある自然数n0が存在して、χ(n0) ̸= 0.

特に、任意の自然数 q′ < qに対して、ある自然数nが存在して、(n, q) = 1 かつ χ(n+

q′) ̸= χ(n)となるとき、χが原始的であるという。

ディリクレL関数は次のように定義されるリーマンゼータ関数の一つの一般化である。

定義 2.2. 自然数 qを法とするディリクレ指標χに付随するディリクレL関数L(s, χ)と
は、qを法とするディリクレ指標χとRe (s) > 1を満たす複素数 sに対して、ディリク
レ級数

∞∑
n=1

χ(n)

ns

を満たすような複素平面上の有理型関数である。

注 2.3. ディリクレ指標は原始的なら、そのディリクレ級数はRe (s) > 0を満たす全て
の複素数 sに対して成り立つ。

注 2.4. 1を法とするディリクレ指標に付随するディリクレL関数はリーマンゼータ関
数に一致する。

L(s, χ)の零点については以下の予想がある。

一般化されたリーマン予想 (GRH). L(s, χ) = 0を満たす複素数sとディリクレ指標χ

に対して、0 < Re (s) < 1なら、Re (s) = 1/2である。

以降、Re (s) = 1/2を満たす s全体の集合を臨界線と呼ぶ。

3. ディリクレL関数の対数関数の臨界線付近における挙動
この節では、一般化されたリーマン予想を仮定したときのディリクレL関数及びその
一階導関数の対数関数の臨界線付近における評価を紹介する。
GRHの仮定の下でのL(s, χ)の対数関数の臨界線付近における挙動については以下

のように知られている。詳細は [MV, Section 13.2 Exercise 8]及び [Sel, Section 5]を参
照されたい。

定理 3.1. GRHを仮定し、χを原始的とする。1/2 ≤ σ ≤ 3/2に対して、

logL(σ + it, χ) = O

(
log qt

log log qt

)
が成り立つ。



また、整数mと関数G(s, χ)を以下のように定義する：

m := min{m′ ∈ N | χ(m′) ̸= 0,m′ ≥ 2}、 G(s, χ) := − ms

χ(m) logm
L′(s, χ)。

GRHを仮定したときに、その対数関数の臨界線付近における挙動は次のようである。

定理 3.2. GRHを仮定し、χを原始的とする。1/2 ≤ σ ≤ 3/4であるとき、大きいT > 0

と qのみに依存する定数Mqに対して、ある定数C > 0が存在して、

logG(σ + iT, χ) = O

(log log qT ) log

mMq exp
(
C
(

(log qT )2(1−σ)

(log log qT )1/2
+ (log qT )1/10

))
logm


が成り立つ。

4. 応用
この節では、定理3.1と3.2の二つの応用を述べる。
1⃝ L(s, χ)の零点の個数の評価の誤差項はL(s, χ)の対数関数 logL(s, χ)の臨界線付近
における挙動によって決まる。まず、L(s, χ)の偏角関数

S(T, χ) :=
1

π
argL

(
1

2
+ iT, χ

)
は標準な対数枝によって定まった関数として定義する（cf. [Sel, p. 5]）。次の命題の詳
細は [Sel, p. 5]、[Dav, Chapter 16]、[Sel, Theorem 6]を参照されたい。

命題 4.1. T > 0に対して、N(T, χ)は 0 < Re (s) < 1, 0 ≤ Im (s) ≤ T にあるL(s, χ)

の零点の重複度を込めた個数としたとき、

N(T, χ) =
T

2π
log

qT

2π
− T

2π
− χ(−1)

8
+ S(T, χ)− S(0, χ) +O

(
1

1 + T

)
(4.1)

が成り立つ。さらに、

S(t, χ) =

O(log q(1 + |t|)), 無条件;

O
(

log q(1+|t|)
log log q(3+|t|)

)
, GRHの下

が成り立つ。

2⃝ L(s, χ)の一階導関数L′(s, χ)の実数でない零点の実部の分布と零点の個数の評価に
おいて、誤差項は logL(s, χ)及び logG(s, χ)によって決まる。具体的には、次の二つの
命題がある。

命題 4.2. GRHを仮定し、χを原始的とする。Mqを qのみに依存する定数、cを定数



とする。T ≥ qcに対して、

∑
ρ′=β′+iγ′,

L′(ρ′,χ)=0,qc<γ′≤T

(
β′ − 1

2

)
=

T

2π
log log

qT

2π
+

1

2π

(
1

2
logm− log logm

)
T − 1

q

∫ qT
2π

2

dt

log t

− 1

2π

∫ Mq

1/2

(− argL(σ + iqc, χ) + argG(σ + iqc, χ)) dσ

+
1

2π

∫ Mq

1/2

(− argL(σ + iT, χ) + argG(σ + iT, χ)) dσ

+O(qc log log q + log q)

が成り立つ。ここで、対数枝を logL(s, χ)と logG(s, χ)がRe (s) → ∞のときに 0に
近づいて、それぞれがC\{ρ + λ |L(ρ, χ) = 0 or ∞, λ ≤ 0}とC\{ρ′ + λ |L′(ρ′, χ) =

0 or ∞, λ ≤ 0}上で正則となるように取る。

命題 4.3. GRHを仮定し、χを原始的とする。T ≥ 2に対して、N1(T, χ)は0 < Im (s) ≤
TにあるL′(s, χ)の零点の重複度を込めた個数としたとき、

N1(T, χ) =
T

2π
log

T

2mπ
− T

2π
− 1

2π
argG

(
1

2
+ iqc, χ

)
− 1

2π
argL

(
1

2
+ iqc, χ

)
+

1

2π
argG

(
1

2
+ iT, χ

)
+

1

2π
argL

(
1

2
+ iT, χ

)
+O(qK log q)

が成り立つ。ここで、cとKは定数であり、対数枝を命題4.2のように取る。
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