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1 Introduction

複素n変数多項式 fは原点で消えるものとする。原点を中心とする球面Sε = {z ∈ Cn | ∥z∥ = ε}
と複素超曲面 Vf = f−1 (0)の交わりを Lf = Sε ∩ Vf と表しリンクと呼ぶ。このとき実数 ε0 > 0

が存在して 0 < ε < ε0 を満たす任意の εについて、写像

f

|f |
: Sε \ Lf → S1

は臨界点を持たない全射な可微分写像になり、局所自明なファイバー束になる。このファイバーを

Ff とすると、任意のファイバーについて ∂Ff = Lf となっている。このファイバー束はミルナー

束と呼ばれ、複素超曲面特異点のトポロジーの研究にしばしば現れる対象である。原点を中心とす

る閉球をDε = {z ∈ Cn | ∥z∥ ≤ ε}とするとき、空間対 (Dε, Dε ∩ Vf )は空間対 (Sε, Lf )の錐に同

相になる。その意味でリンクを調べることは、複素超曲面の特異点の近くでの位相構造に密接に関

連していると言える ([4])。また岡睦雄氏によって、良い条件を持つmixed polynomialから構成さ

れたミルナー束に一般化されており、近年研究が進められている ([2],[3])。

　一方、複素多項式 f について、各ファイバーや全空間の位相的構造を調べるために、|f |の臨界
点を調べられることがしばしばある。大域的ミルナー束

f : Cn \ Vf → C∗ = C \ {0}

の定義域多様体には C× = C \ {0}が作用する。多項式 f の任意の 0でない単項 Czb11 · · · zbnn につ
いて a1b1 + · · · + anbn = dが成り立つとき、f は weightが (a1, . . . , an) ∈ Zn で degreeが d ∈ N
の擬斉次多項式であるという。この多項式について

C× × Cn \ Vf → Cn \ Vf , (c, z) 7→ (ca1z1, . . . , c
anzn)

という具体的な作用がある。位相部分群R× = R\{0} , S1 ⊂ C×についてもCn \Vf への作用が同

様に考えられる。その作用を許容するクラスのmixed polynomialをそれぞれ、radially weighted

homogeneous mixed polynomial, polar weighted homogeneous mixed polynomialという。それぞ

れの作用

R× × Cn \ Vf → Cn \ Vf , (t, z) 7→ (tr1z1, . . . , t
rnzn) ,

S1 × Cn \ Vf → Cn \ Vf , (λ, z) 7→ (λp1z1, . . . , λ
pnzn)

を radially action, polar actionという。Mixed polynomialに付随する |f |の性質を顕著に表すの
が radially weighted homogeneous mixed polynomialである。今回の講演では radially actionに

注目した、R2 への可微分写像の特異点の折り目特異点 ([1])の判定法を述べる。



2 Results

Definition. ([2]) 複素変数 z1, . . . , zn とその複素共役 z1, . . . , zn が変数である複素数係数多項式

をmixed polynomialという。特にmixed polynomial f が任意の t ∈ R× について

f (tr1z1, . . . , t
rnzn) = tdf (z1, . . . , zn)

を満たす時、f は radially weighted homogeneousであるといい、(r1, . . . , rn) ∈ Zn を f の

weights, d ∈ Zを f の degreeと呼ぶ。

Definition. ([1]) M,N をそれぞれ実m,n次元の可微分多様体とする。可微分写像 φ : M → N

に対して、φの微分写像 dφp : TpM → Tφ(p)N の表現行列がフルランクではないとき、p ∈ M を

φの特異点であるといい、φの特異点集合を S (φ)で表す。以下m ≥ nとする。可微分写像 φの

特異点 pの近くで、φが標準形

(x1, . . . , xn−1, xn, . . . , xm) 7→
(
x1, . . . , xn−1,±x2

n ± · · · ± x2
m

)
を持つとき、pを φの折り目特異点と言い、特異点が全て折り目特異点である可微分写像を折り目

写像という。

微分演算子 d, dを次で定義する。

d =

(
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zn

)
, d =

(
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zn

)
原点で消えるmixed polynomial f について

a = Re log f = log |f | : Cn \ Vf → R

を考える。エルミート内積を ⟨v, w⟩ = v1w1 + · · ·+ vnwn で定義した時、

d

dt
Re log f = Re

(
d

dt
log f

)
= Re

n∑
j=1

(
dzj
dt

∂ log f

∂zj
+

dzj
dt

∂ log f

∂zj

)

= Re
n∑

j=1

(
dzj
dt

∂ log f

∂zj
+

dzj
dt

∂ log f

∂zj

)
= Re

⟨
dz

dt
, d log f + d log f

⟩
より、Re

⟨
v, d log f + d log f

⟩
= 0が全ての接ベクトル v ∈ Tp (Cn \ Vf )について成り立つことと、

pが aの臨界点であることが同値なので、aの臨界点集合は

S (a) =
{
z ∈ Cn | ff > 0, d log f + d log f = 0

}
になる。サードの定理より、写像 aの臨界値集合は Rの測度 0の部分集合なので、すなわち Rの
離散集合になる。実数 r > 0について、原点を中心とする半径 rの開球とディスクを

Br = {z ∈ Cn | ∥z∥ < r} , Dr = {z ∈ Cn | ∥z∥ ≤ r}

で定義する。写像 aを制限した写像を

ar = Re log f = log |f | : M = Br \ Vf → R

で定義すると、同様にして ar の臨界点集合は

S (ar) =
{
z ∈ Cn | ff > 0, r2 − ∥z∥2 > 0, fdf + f df = 0

}
になる。写像 ar の臨界点について曲線選択補題により、次のことが成り立つ。



Lemma 1. （曲線選択補題 [4]）V を RN の実代数的集合とし、U を有限個の実多項式不等式で

定義される RN の開集合とする。z0 ∈ U ∩ V ならば、c (0) = z0, c (t) ∈ U ∩ V ∀t ∈ (0, 1)を満た

す解析的曲線 c : [0, 1) → U ∩ V が存在する。

Lemma 2. 実数 η > 0が存在して、写像 ar の任意の臨界点 zは |f (z)| ≥ ηを満たす。

Proof. 写像 ar の臨界点 z で |f (z)|が 0にいくらでも近いものが存在すると仮定すると、それら

の極限はコンパクト集合 Dr 上で存在し、z0 ∈ S (ar) を満たす。曲線選択補題から解析的曲線

c : (0, 1) → S (ar)で lim
t→0

c (t) = z0 を満たすものが存在するが、この曲線にそって |f |の値は一定
で 0にはならず、lim

t→0
|f (c (t))| = |f (z0)| = 0に反する。

Proposition 3. 実数 ε0 > 0が存在して、0 < ε < ε0 を満たす任意の εについて、aε は臨界点を

持たない。

Proof. Mixed polynomial f の定数項は 0であり |zj | = |zj | ≤ ∥z∥なので、三角不等式から |f (z)| ≤
F (∥z∥)を満たす非負実数係数多項式 F (x)で定数項が 0であるものが存在する。多項式 F は x ≥ 0

で単調増加なので、実数 ε0 > 0が存在して 0 < ε < ε0を満たす任意の εについて、z ∈ Bεならば

|f (z)| < ηが成り立つ。よって Lemma 2より aε は臨界点を持たない。

ε0 > 0を十分小さくとって、0 < ε < ε0 を満たす任意の εについて、mixed polynomial f, g か

ら定義された写像

Re log f : Bε \ Vf → R, Re log g : Bε \ Vg → R

が臨界点を持たないと仮定する。これらから写像

Φ = (Re log f,Re log g) : Bε \ Vfg → R2

を構成する。Bε \ Vfg の点 pが Φの特異点になる為の必要十分条件は、次で与えられる。

Proposition 4. pをBε \ Vfg の点とする。pが Φの特異点になる為の必要十分条件は、d log f +

d log f と d log g + d log gが pで R上一次従属になることである。特に f, gが複素多項式の場合、

pで gdf, fdgが R上一次従属になることである。

Example. f = z31 + z22 , g = z21 + z32 の場合を考える。まず gdf と fdgが C上一次従属になる点
を見つけ、その中から R上一次従属になるよう条件付けを行う。計算を行うことにより、

gdf =
(
z21 + z32

) (
3z21 , 2z2

)
=
(
3z41 + 3z21z

3
2 , 2z

2
1z2 + 2z42

)
,

fdg =
(
z31 + z22

) (
2z1, 3z

2
2

)
=
(
2z41 + 2z1z

2
2 , 3z

3
1z

2
2 + 3z42

)
,

det

(
gdf

fdg

)
= z1z2

(
z21 + z32

) (
z31 + z22

)
(9z1z2 − 4)

を得る。Bε \ Vfg 上では f (z) , g (z) ̸= 0より、Φの特異点は z1 = 0, z2 = 0, z1z2 = 4/9のどれ

かを満たす必要がある。z1 = 0の場合、gdf =
(
0, 2z42

)
, fdg =

(
0, 3z42

)
なのでこれらは R上一次

従属。z2 = 0の場合、gdf =
(
3z41 , 0

)
, fdg =

(
2z41 , 0

)
なのでこれらは R上一次従属。z1z2 = 4/9

の場合、z1 = x, z2 = 4/9xを代入して

gdf =
(
z21 + z32

) (
3z21 , 2z2

)
=

729x5 + 64

6561x4

(
27x3, 8

)
,



fdg =
(
z31 + z22

) (
2z1, 3z

2
2

)
=

162x5 + 32

2187x4

(
27x3, 8

)
を得る。gdf と fdgが R上一次従属になる為には、

729x5 + 64

6561x4
/
162x5 + 32

2187x4
=

729x5 + 64

486x5 + 96
= s

が実数になることが必要十分である。よって 1の 5乗根 ω5 と実数 s ̸= 2/3, 3/2について、

z1 = x = −2

3
ω5

5

√
3s− 2

2s− 3
, z2 =

4

9x
= −2

3
ω−1
5

5

√
2s− 3

3s− 2

を満たす点 p ∈ Bε \ Vfg が Φの特異点になる。今得た z1z2 = 4/9の場合の特異点は、ε0を十分小

さくとると存在しないことがわかる。よって S (Φ) = (Bε \ Vfg) ∩ Vz1z2 を得る。

Theorem 5. Mixed polynomial f, g は radially weighted homogeneousで、その weightsが共に

(r1, . . . , rn)で degreesがそれぞれ df , dg であるとする。Cn における d log f + d log f の直交補空

間の基底 {v1, . . . , v2n−1}を並べた行列をK ∈ M (2n− 1, n,C)とする。df log g − dg log f の変数

z1, . . . , zn, z1, . . . , zn についてのヘッセ行列を H ∈ M2n (C)とする。W =
(
K,K

)
とし、W の転

置行列をWT で表す。このとき Φの特異点 pが折り目特異点であることと、Re
(
WHWT

)
が pで

正則行列になることは同値である。

Proof. 証明の概略のみ述べる。

f (tr1z1, . . . , t
rnzn) = tdf f (z1, . . . , zn) , g (tr1z1, . . . , t

rnzn) = tdgg (z1, . . . , zn)

より、(t; r) (z) = (tr1z1, . . . , t
rnzn)と定義すると、

Re log f ((eu; r) (z)) = dfu+Re log f (z) , Re log g ((eu; r) (z)) = dgu+Re log g (z) ,

が成り立つので

Re log f ((eu; r) (z)) = dfu+Re log f (z) ,

(dfRe log g − dgRe log f) ((e
u; r) (z)) = dfRe log g (z)− dgRe log f (z)

を得る。この式からΦの特異点 pの近くでのBε \Vf の局所座標を、radially action方向の座標成分

x1とそれと横断的な方向の座標成分 x2, . . . , x2nに分けたとき、Φの特異点 pが関数 dfRe log g −
dgRe log f の座標 x2, . . . , x2n についての非退化臨界点であることと、pが Φの折り目特異点にな

ることが同値になる。この事実を式で書き下すと、定理の主張を得る。
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