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概要

複素曲線族に現れる特異ファイバーの正則近傍は「リーマン面の退化」と呼ばれ、その位相同値類が曲面

写像類群との間に位相モノドロミーを通した良い対応関係を持つことが知られている。これをさらに別の

パラメータによって摂動した複素曲線族の族であって、もとの特異ファイバーがより簡単な特異ファイバー

達へ分裂するようなもの、即ち「分裂族」の存在性は興味深い問題である。本レポートでは、講演で扱う

「剥離変形族」をはじめ、こうした研究対象達の概観を紹介する。

1 特異ファイバーの分裂

滑らかな複素曲面 M から複素数平面 C上の原点中心の開円板 ∆への固有全射正則写像 π : M → ∆を考え
よう。このとき各 s ∈ ∆上のファイバー、即ち sの逆像 Xs := π−1(s)は（滑らかとは限らないコンパクトな）

複素曲線となるため、π : M → ∆を複素曲線の族とみなすことができる。特に πが 0 ∈ ∆にのみ特異値を持つ
と仮定すると、一般ファイバー Xs (s , 0)は全て滑らかな複素曲線である一方、中心ファイバー X0 のみが特

異点を持ち得る。一般ファイバーが中心に近づくにつれて潰れていく様から、こうした π : M → ∆をリーマ
ン面の退化と呼ぶ（図 1左）。リーマン面の退化は、コンパクトな複素曲面が持つファイバー構造における特

異ファイバーの正則近傍として現れる、小平邦彦による楕円曲面の結果 [K]に端を発した研究対象である。

ここでは、退化した特異ファイバーの「分裂」について考えていきたい。唯一つの特異ファイバー X0 を持

つリーマン面の退化 π : M → ∆を、新たな複素パラメータ tによって摂動することで複素曲線族 πt : Mt → ∆t

が得られたとしよう。この πt が複数の特異ファイバー Xt,s1 , Xt,s2 , . . . , Xt,sk (s1, s2, . . . , sk ∈ ∆t)を持つとき、特

異ファイバー X0 は Xt,s1 , Xt,s2 , . . . , Xt,sk に分裂するという。

この分裂を法とした分類、即ち原子ファイバー（それ以上分裂することができない特異ファイバー）の分類

は非常に興味深い。例えばレフシェッツファイバーや、多重リーマン面（複素曲線としては滑らかだが重複

度を持つもの）は原子ファイバーであることが知られている。一方、それ以外の特異ファイバーは全てレフ

シェッツファイバーや多重リーマン面に分裂すると予想されているが、一般にはまだ示されていない。ただ、

一部の特異ファイバーの分裂可能性については解決しており、超楕円的な退化に対しては二重被覆を経由した

分裂の構成法（[Mo], [H], [AA]）が与えられた。より多くのクラスに対する分裂の構成法として、後述する

「剥離変形」が高村茂 [T]によって構築され、筆者 [O3]の手によってさらなる一般化が進められている。

後のために、上で述べた “摂動による分裂”を正確に定義しておこう。∆† を複素数平面 C上の十分に小さい

原点中心の開円板とする。ある複素 3次元多様体M から ∆×∆† への固有平坦全射正則写像 Ψ : M → ∆×∆†

を考えよう。第二射影 pr2 : ∆×∆† → ∆†との合成 pr2 ◦Ψ : M → ∆†が沈め込みであると仮定する。このとき、
各 t ∈ ∆†に対して、Mt :=

(
pr2 ◦ Ψ

)−1 (t)は滑らかな複素曲面であり、∆t := ∆×{t}とおくと πt := Ψ|Mt : Mt → ∆t

は複素曲線の族となる。ここで、与えられたリーマン面の退化 π : M → ∆が π0 : M0 → ∆0 と一致するとき、

πt : Mt → ∆t (t , 0)は πを摂動したものとみなすことができる。こうした “複素曲線族の族” Ψ : M → ∆×∆†

を退化 π : M → ∆に対する変形族と呼び、特に、各 πt : Mt → ∆t (t , 0)が複数の特異ファイバーを持つとき、

分裂族と呼ぶ（図 1右）。つまり、分裂族の存在性を以て特異ファイバーの分裂可能性は定義される。
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図 1 リーマン面の退化 π : M → ∆と、それに対する剥離変形による分裂族 Ψ : M → ∆ × ∆† の例。

2 剥離変形族

次に、剥離変形によるリーマン面の退化に対する分裂族の構成法を紹介しよう。

まず、退化の線型性を定義する。与えられたリーマン面の退化 π : M → ∆の特異ファイバー X0 は（必要な

らば適当にブローアップすることで）高々正規交差しか持たず、且つ各既約成分が滑らかであると仮定する。

X0 の一つの既約成分 Θに着目し、その重複度を mとおく。Θは h個の点 p1, p2, . . . , ph で他の既約成分達と

交わり、相手の既約成分の重複度がそれぞれ m1,m2, . . . ,mh であるとしよう。さらに NΘ を M における Θの

法束とする。このとき、Θ上の因子 P :=
∑h

j=1 m j p j について、

N⊗(−m)
Θ

� OΘ (P)

が成り立つ。ここで、右辺は P で定義される Θ 上の線束である。すなわち、Θ 上の線束 N⊗(−m)
Θ

には点 p j

( j = 1, 2, . . . , h) で位数 m j の零点を持つ正則切断 σ が存在する。線束 NΘ の変換関数
{
gαβ

}
に対して線束

N⊗(−m)
Θ

の変換関数は
{
g−m
αβ

}
となることに注意すると、πΘ(z, ζ) := σ(z)ζm （zは底方向、ζ はファイバー方向の

NΘ の局所座標）は NΘ 上の正則関数を与えることがわかる。π−1
Θ

(0)は、NΘ の零切断と p j 上のファイバー達

とから成り、その重複度はそれぞれ m,m j である。以上の考察の上で、リーマン面の退化 π : M → ∆が線型で
あるとは次を満たすものとして定義される。

• X0 の各既約成分 Θの M における管状近傍と、その法束 NΘ の零切断の管状近傍とが双正則である。

• 上の双正則写像による同一視の下、πは各既約成分 Θの周りで πΘ と一致する。
• X0 の既約成分それぞれの管状近傍達は plumbingで貼り合わされている。

X0 を πで定まる M 上の因子 div(π) =
∑

mΘとみなし、そのある部分因子 Y =
∑

nΘを考える。さらに、ℓ

を ℓY ≤ X0 （つまり任意の既約成分に対して ℓn ≤ m）を満たすある正の整数とする。このとき、(Y, ℓ)がクラ

ストであるとは、各既約成分において (Y, ℓ)が “クラスト条件”と呼ばれる条件達のうちの一つを満たすときを

いう。クラスト条件を満たす既約成分の周りでは、(Y, ℓ)に関連付けられた πの局所的な変形族を構成するこ

とができる。紙面の都合上、全てのクラスト条件を挙げることはできないが、そのうちの一つを次に紹介する。

既約成分 Θの周りに制限した線型な退化 π : NΘ → ∆は π(z, ζ) = σ(z)ζm で表され div(σ) =
∑h

j=1 m j p j を満

たすのであった。Θが点 p1, p2, . . . , ph で交わる他の既約成分それぞれの “Y における重複度”（つまり
∑

nΘ

における係数）を n1, n2, . . . , nh とすると、PY :=
∑h

j=1 n j p j は P =
∑h

j=1 m j p j の部分因子である。既約成分 Θ

において (Y, ℓ)がクラスト条件 (A)を満たすとは、Θ上にある効果的な因子 QY :=
∑k

i=1 aiqi が存在して、

N⊗(−n)
Θ

� OΘ (PY − QY )

なるときをいう。ただし、redPY ∩ redQY , ∅ （つまり p j = qi ならば n j = 0 または ai = 0 ）とする。

すなわち、Θ 上の線束 N⊗(−n)
Θ

の有理型切断 τ であって、点 p j ( j = 1, 2, . . . , h) で位数 n j の零点を、点 qi



(i = 1, 2, . . . , k)で位数 ai の極を持つものが存在する。この τを用いて、既約成分 Θの周りでの πの局所的な

変形族 Ψ : NΘ × ∆† → ∆ × ∆† を

Ψ(z, ζ, t) =

σ(z)ζm
(
1 +

t
τζn

)ℓ
, t

 (
=

(
σ(z)τ(z)−ℓζm−ℓn (τζn + t)ℓ , t

) )
で定義しよう。これを ∆0 = ∆ × {0} 上に制限すると明らかに π(z, ζ) = σ(z)ζm と一致する。それに対し

∆t = ∆ × {t} (t , 0)上に制限した πt : NΘ × {t} → ∆t については、その中心ファイバー π−1
t (0)をなす既約成分を

調べると、NΘ の零切断と p j 上のファイバー達（それぞれ重複度は m − ℓn,m j − ℓn j に下がっている）のみで

なく、新たに重複度 ℓの既約成分が現れていることがわかる。この既約成分は tを 0に近づけていくと他の既

約成分に貼り付いていくことから、摂動によって中心ファイバーから剥がれたものであると思える。この既約

成分を剥離成分と呼ぶ。

各既約成分の周りで構成されたこうした局所的な変形族は、クラスト (Y, ℓ) がある条件を満たすとき（シ

ンプルクラストと呼ぶ）、整合性を保ちつつ大域的に貼り合わせることができる。この貼り合わせで得られる

π : M → ∆に対する変形族 Ψ : M → ∆×∆† を剥離変形族と呼ぶ。このとき、πの変形 πt : Mt → ∆t (t , 0)の

中心ファイバー Xt,0 := π−1
t (0)は、もとの特異ファイバー X0 に由来する重複度の下がった既約成分達と新たに

現れた重複度 ℓの剥離成分達とから成る特異ファイバーであり、これを特に主ファイバーと呼ぶ。もとの特異

ファイバー X0 と主ファイバー Xt,0 の位相型が異なるならば、πt は必ず Xt,0 以外にも特異ファイバーを持つ。

したがって非自明な剥離変形族は一般に分裂族であることがわかる。こうして、以下の剥離変形による分裂可

能性定理が得られる。

定理 1 ([T], [O3]). リーマン面の線型な退化に対して、その特異ファイバーが非自明なシンプルクラストを持
つならば、分裂族が存在する。

注意 2. このセクションでは [O3]でより一般化された剥離変形としての術語を用いているため、[T]で導入さ

れたものとは少し異なることに注意。この一般化によって、例えば、昨年本研究集会で講演した「周期的写像

類のデーンツイスト積表示」の結果 [O1]がより種数の高い場合でも成り立つことがわかった。

3 分裂位相モノドロミー

リーマン面の退化の位相型は、次の定理による、曲面写像類群との間の位相モノドロミーを通した対応関係

を以て分類される。

定理 3 ([MM]). 種数 g ≥ 2 のリーマン面の極小な退化の位相同値類と、種数 g の実有向閉曲面の写像類群

MCGg における負型擬周期的写像類の共役類とは、位相モノドロミーを通して一対一に対応する。

ここでの位相モノドロミーとは、退化 π : M → ∆の一般ファイバー Xs = π
−1(s) (s ∈ ∆ \ {0})を、∆ \ {0}上

で 0の周りを反時計回りに一周するループに沿って走らせることで得られる自己同相写像 f : Xs → Xs のアイ

ソトピー類（つまり Xs の写像類）として定義された。

では一方、分裂族の位相型だとどうであろうか？ [O2]では、上の退化の位相モノドロミーの類似として分

裂族の位相モノドロミー（以下、単に分裂位相モノドロミーと呼ぶ）なるものを新たに導入した。まず、分裂

族は複素曲線族の族であることに注意したい。分裂族の “一般ファイバー”として πt : Mt → ∆t (t ∈ ∆† \ {0})
をとり、∆† \ {0}上で t を基点とし 0の周りを反時計回りに一周するループに沿って複素曲線族 πt : Mt → ∆t



を走らせる。これにより、向きを保つ自己同相写像 F : Mt → Mt, ϕ : ∆t → ∆t であって図式

Mt

πt

��

F // Mt

πt

��
∆t

ϕ // ∆t

を満たすものを得る。この組 (F, ϕ)の “アイソトピー類”として分裂位相モノドロミーは定義される。

F は πt の特異ファイバーを特異ファイバーに写す。特に剥離変形族の場合、主ファイバーは主ファイバー

に写る。主ファイバーへの F の作用については次の結果が得られている。

定理 4 ([O2]). Ψ : M → ∆ × ∆† をシンプルクラスト (Y, ℓ)による剥離変形族とする。このとき、Ψの分裂位

相モノドロミーは、複素曲線族 πt : Mt → ∆t (t , 0)の主ファイバーの各既約成分に対して負型擬周期的に作

用する。実際、剥離成分には Y に対応する負型擬周期的写像類として作用し、それ以外の既約成分には自明に

作用する。

証明のアイディアとしては、まず ∆†0 := {0} × ∆† ⊂ ∆ × ∆†, M†0 := Ψ−1
(
∆
†
0

)
⊂M とおき、Ψの ∆†0 上への制

限 π†0 := Ψ|M†0 : M†0 → ∆
†
0 を考える（つまり、分裂変形パラメータではなく退化パラメータを固定する）。M†0

が滑らかでないため π†0 そのものは複素曲線族になっていない。ただし集合としては、中心ファイバーはもと

の特異ファイバー X0 と、一般ファイバーは変形後の複素曲線族の主ファイバー Xt,0 と一致しており、この

π†0 : M†0 → ∆
†
0 (� ∆†)の “位相モノドロミー”が、我々の分裂位相モノドロミーの主ファイバーへの制限と対応

していることがわかる。この複素曲線族もどき π†0 : M†0 → ∆
†
0 をさらに適当に制限してやることによって、主

ファイバー Xt,0 の既約成分を一般ファイバーに持つ ∆
†
0 上の複素曲線族が得られる。剥離成分以外の既約成分

Θについては自明な族 Θ × ∆†0 → ∆
†
0 となり、剥離成分については Y に関連付けられた特異ファイバーを持つ

リーマン面の退化となる*1。ここで定理 3を適用することで定理 4が示される。

この定理 4を用いることで、興味深い分裂位相モノドロミーを持つ分裂族の例が得られるのだが、その紹介

は本講演に譲りたい。そうした例は、分裂後の特異ファイバー達の位相型のみならず分裂族そのものの位相型

を調べる上では、分裂位相モノドロミーが重要となるであろうことを示唆している。
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*1 正確には、この族と稠密に一致するような、Y の極小拡張を特異ファイバーとして実現するリーマン面の退化を再構成する。


