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概要

二次元トーラス上の完全流体において,安定な層流に摂動を加えると,摂動のサイズや層流を特徴付けるパラメータに
依り,摂動が減衰して元の層流に戻る,複数の止まっている渦が生じる,あるいは複数の動いている渦が生じることが知
られていた.本テクニカルレポートでは,線形化 Euler方程式のダイナミクスをベースに,摂動の指数関数的な減衰と非線
形トラッピングのタイムスケールを比較することで,初期状態に依ってどの様な渦のパターンが生じるのかを予測する
方法を紹介する.本テクニカルレポートの内容は, Julien Barré氏 (ニース大),森田英俊氏 (京大理),山口義幸氏 (京大情報)

との共同研究 [S. Ogawa, J. Barré, H. Morita, and Y. Y. Yamaguchi, Phys. Rev. E 89, 063007 (2014)]に基づく.

1 導入
二次元流体における渦度場のパターンに関する研究は理論的な興味のみならず,しばしば,惑星表面の大気の大規模な

流れや海流の近似モデルとして研究される [1, 2, 3]. 本稿では,これらのパターン形成に関する理論的な理解を目指し,よ
りシンプルなトイモデルとして Euler方程式に従う二次元トーラス T2 = [0,2π)× [0,2πΓ)上の理想流体における Cat’s eye

パターン [4, 5, 6]について考察する. 具体的には,ベースフローは安定な層流であるとし,その速度場は v⃗ = (
cos(y/Γ),0

)
,

(Γ≥ 1)であるとする.この層流に摂動を加えるとトーラスの縦横比 Γと摂動のサイズ ϵによって,

(i) 摂動がただちに減衰して層流に戻る.

(ii) 二つの静止している渦ができる (ダイポール相).

(iii) 四つの動く渦ができる (振動相).

という三通りのパターンが見られることが,既にMorita [7]によって,数値的に確認されている.先行研究 [7]では,さらに,

その観察に基づき (ϵ,Γ)平面上に相図が描かれている. 本稿では,シミュレーションによらず理論的にこの相図を描くため
の判別式を得る方法 [8]を紹介する.

二次元の完全流体において,ある初期状態からどのような定常状態に落ち着くのか? という問題に対するアプローチと
しては,既にMiller-Robert-Sommeria (MRS)による統計力学の理論がある [9, 10, 11, 12]. これは, Vlasov方程式 (無衝突
Boltzmann方程式)系における Lynden-Bell統計 [13]とよく似ている理論である. MRS理論では,まず,相空間 T2 を小さ
いセルに分割し, Euler方程式の非圧縮性を考慮しながら状態数を数え上げ,その対数を取って,連続極限をとり,エントロ
ピー汎関数を求める.そして,そのエントロピーを無限個の (粗視化された) Casimir不変量による拘束条件の下最大にする
ような密度関数を求める.ただし,一般には,以下の理由

• (一般に)初期の渦度場は無限個の準位を持つ.

• 無限個の Casimir不変量を考慮する必要がある. (最終的に密度関数を得るには無限個の Lagrange未定定数を求め
る必要がある. )

のため,実際にMRS理論に基づいて最終的な定常解を予測することは困難な場合がある. また, MRS理論は定常状態を
扱う理論であり,例えば,シミュレーションによる観察で見つけられている (iii)の様な動的なパターンは理論の対象外で
ある.

似た現象は一次元プラズマ系や長距離相互作用系のトイモデルであるハミルトニアン平均場モデルにおいて,すでに発
見され理論的な研究もなされている [14, 15, 16, 17].そこで本研究では, Vlasov方程式に基づいたこれらの先行研究をヒン



トにする. 素朴な線形理論によると,安定定常解に加えられた摂動はただちに指数関数的に減衰して消えてしまう [18] (こ
の様な減衰は Landau減衰と呼ばれる). これは,摂動が十分に小さい場合や,安定性が強い場合に限られたことであり,安
定性が弱かったり,摂動が大きい場合には非線形効果が現れ,系の状態は元の安定定常解に戻らず,相空間上にクラスタが
現れることが知られている [14, 15, 16, 17]. これを非線形トラッピングと呼ぶことにする. ハミルトン系においては以下の
様な手順で,この様なクラスタが生じる場合の研究が行われていた.

• 素朴な線形化方程式から分散関係を導出し, Landau減衰率と共鳴振動数を求める.

• Landau減衰率の逆数として Landau減衰の時間スケール τLを求める.また,共鳴振動数から動くクラスタの出来る
場所が分かり,摂動のサイズ ϵからクラスタの幅が分かる.

• クラスタの幅からテスト粒子がクラスタにトラップされている時間スケール (非線形トラッピングのタイムスケー
ル τT)を求める.

• (i) τL < τTならば Landau減衰の方が速やかに進み,安定定常解に戻る.

(ii) 共鳴振動数が 0で τT < τLならば非線形トラッピングの効果が勝ち,止まっているクラスタができる.

(iii) 共鳴振動数が非 0で τT < τL,かつ複数のクラスタが衝突することがなければ,共鳴振動数に対応する速度で動
き回るクラスタが複数生じる. この状態は,複数の,一つのクラスタを持つ解達の非線形重ね合わせ近似で表さ
れる [19].

これと同じことが二次元流体にも起こっていると考えられる. そこで,本テクニカルレポートでは,二次元 Euler方程式
の線形化方程式に関するレビューを行い, τLと τTを ϵ, Γや分散関係の根 (線形化方程式の固有値を一般化したものであり,

Landau極と呼ばれる)で表し,上記の τL と τT の大小関係に関する判別式や非線形重ね合わせ近似の条件を求める. 最後
にそれらを解いて (ϵ,Γ)平面上に相図を描く.

2 線形化 Euler方程式と分散関係
本研究では,トーラス T2 = [0,2π)× [0,2πΓ)上における渦度場 ωの従う 2D Euler方程式,

∂ω

∂t
+ v⃗ ·∇ω= 0 (1)

を出発点とする.ただし, v⃗ は速度場である.速度場 v⃗ と渦度場 ωは,流れ関数 ψを用いて次の様に表すこともできる:

ω=∇2ψ, v⃗ =
(
−∂ψ

∂y
,
∂ψ

∂x

)
. (2)

まずは, Euler 方程式 (1) をベースフローの周りで線形化する. 文献 [23] に倣い, 線形化 Euler 方程式に, x について
Fourier級数展開,時間 t について Laplace変換を施し,流れ関数の摂動が従う Rayleigh方程式を導出する.そして,そこか
ら分散関係を導出する.分散関係は Laplace変換を用いて導出されており,この時点では上半平面か下半平面のどちらか一
方でしか定義されていない. そこで, Landau減衰に対応する根を見つけるためには,分散関係の定義域を拡大する必要が
ある. 本稿では,円盤上の二次元 Euler方程式においてなされていた方法 [20, 21, 22]を,トーラス上のフローにも適用でき
るように拡張することで,分散関係の定義域を拡大する方法を紹介する.

2.1 分散関係の導出

Euler方程式 (1)を流れ関数 ψ0(y)で表されるベースフロー周りで展開する. このベースフローに対応する速度場を
v⃗0 = (U (y),0)とすると,渦度場は ω0(y) =−U ′(y)である.このベースフローに以下の様に摂動を加える:

ψ(x, y, t ) =ψ0(y)+ψ1(x, y, t ), ψ1(x, y, t = 0) = ϵcos x. (3)

流れ関数の摂動部分 ψ1に対応する渦度場と速度場を各々 ω1, v⃗1 とする.これらを用いて線形化 Euler方程式を書く:

∂ω1

∂t
+U (y)

∂ω1

∂x
−U ′′(y)

∂ψ1

∂x
= 0. (4)



渦度場 ω1と流れ関数 ψ1を x について Fourier級数展開する:

ω1(x, y, t ) = ∑
k∈Z

ω̂k (y, t )e i kx , ψ1(x, y, t ) = ∑
k∈Z

ψ̂k (y, t )e i kx . (5)

これらを線形化 Euler方程式に代入すると,各 Fourierモード毎の方程式

∂ω̂k

∂t
+ i kU (y)ω̂k − i kψ̂kU ′′(y) = 0, ∀k ∈Z (6)

を得る. 次に関数 ĝ (t )の Laplace変換を g̃ (z) = ∫ ∞
0 ĝ (t )e−zt d t , (Rez > 0)で定義する. 条件 Rez > 0は積分を収束させるた

めの制限である.各モード毎の線形化 Euler方程式に Laplace変換を施すと次の式を得る:

(
U (y)−c

)
ω̃k −U ′′(y)ψ̃k = ω̂k (y,0)

i k
. (7)

ただし, z =−i kc , (Im(kc) > 0)である.渦度場と流れ関数の関係 (2)と式 (7)より, Rayleigh方程式

d 2ψ̃k

d y2 −q(y)ψ̃k = f (y), q(y) = k2 + U ′′(y)

U (y)−c
, f (y) = ω̂k (y,0)

i k(U (y)− c)
(8)

を得る.これに対応する同次 Rayleigh方程式は
d 2ϕ

d y2 −q(y)ϕ= 0 (9)

である. ここから Rayleigh方程式 (8)の一般解を求め,分散関係を導出する. まず, ϕ1, ϕ2 を各々,同次方程式 (9)の境界条
件 ϕ1(0) = 1,ϕ1(0)′ = 0,と ϕ2(0) = 0,ϕ′

2(0) = 1に対応する解であるとする.すると非同次方程式 (8)の特解

ϕp(y) =−ϕ1(y)
∫ y

0
ϕ2(y ′) f (y ′)d y ′+ϕ2(y)

∫ y

0
ϕ1(y ′) f (y ′)d y ′ (10)

を得る.よって,非同次方程式 (8)の一般解は

ϕg(y) =ϕp +a1ϕ1(y)+a2ϕ2(y) (11)

で表されるので, a1, a2を周期境界条件 ϕg(2πΓ) =ϕg(0)を満たすように決める.つまり次の一次方程式を解けばよい:(
ϕ1(2πΓ)−1 ϕ2(2πΓ)
ϕ′

1(2πΓ) ϕ′
2(2πΓ)−1

)(
a1

a2

)
=

(
ϕp(2πΓ)
ϕ′

p(2πΓ)

)
. (12)

ここで, ϕ1, ϕ2 は方程式 (9)の q(y)で決まるので,実は c に依存していることを思い出すと,この方程式の左辺の行列の行
列式は c の関数であるのでD(c)で表す. Wronskian, ϕ1ϕ

′
2 −ϕ′

1ϕ2が 1であることを用いると,

D(c) = 2−ϕ1(2πΓ)−ϕ′
2(2πΓ) (13)

である. 一般解 ϕg は D(c) = 0なる c において極を持ち,この極は逆 Laplace変換を行う際に, e−i kct に比例する非自明な
モードの素 (留数)として拾われる. D(c)は分散関数, D(c) = 0は分散関係と呼ばれる.

2.2 分散関係の定義域の拡大

ここから k = 1とし, U (y) = cos(y/Γ)とする. 分散関数 D(c)は Laplace変換を用いて得られたので,現時点では,その定
義域は {c ∈C|Im(c) > 0}である. 指数関数的な減衰に対応する根を得るため, D(c)を解析接続し,定義域を下半平面へ拡大
する.解析接続は,二次元円盤上の流体でなされた先行研究における方法をトーラス上で使えるように若干の修正をするこ
とで行う.

c が上半平面にある場合,分散関数 D(c)の値は同次方程式 (9)を L = {y ∈R|y = y(s) = 2πΓs : s ∈ [0,1]}上で積分すること
で得られる. ここで, c を連続的に上半平面から下半平面へ動かすと (−1,1)を横切る際に, U (y) = c を満たす y が存在して
しまい,同次方程式 (9)を積分することができなくなってしまう.そこで,積分経路 Lを

Lh = {y ∈R|y = yh(s) = 2πΓ(s + i h(s)) : s ∈ [0,1]}, h : C 2, real valued, and 1 periodic, (14)



図 1 k = 1の場合に, c (図中では ∗)を上半平面から下半平面へと連続的に動かした場合に Lh はどの様に c を避け,

D(c)の定義域 (灰色部)はどの様に拡大されるのかを表した. ここで用いられている方法は,本質的には,線形化 Vlasov

方程式の分散関係の解析接続における Landauの方法 [18]と同じ方法である.

に変形することで, U (y) = c になることを回避し, {c ∈C|Imc ≤ 0}へ解析接続をする (図 1).

ここで s ∈ [0,1)の関数 φ(s) =ϕ(yh(s))と p(s) = q(yh(s))を導入し,同次 Rayleigh方程式 (9)に代入する.添え字 Rと Iは
各々実部と虚部を表す.

φ′′
R − h′h′′

1+h′2 φ
′
R + h′′

1+h′2 φ
′
I − (2πΓ)2 (

(1−h′2)pR −2h′pI
)
φR + (2πΓ)2 (

2h′pR + (1−h′2)pI
)
φI = 0,

φ′′
I −

h′′

1+h′2 φ
′
R − h′h′′

1+h′2 φ
′
I − (2πΓ)2 (

2h′pR + (1−h′2)pI
)
φR − (2πΓ)2 (

(1−h′2)pR −2h′pI
)
φI = 0.

(15)

先ほど用いた ϕ1, ϕ2にあたる φ1(s),φ2(s)は,各々,次の境界条件を満たす:
φ1,R(0) = 1,

φ1,I(0) = 0,

φ′
1,R(0) = 0,

φ′
1,I(0) = 0,

and


φ2,R(0) = 0,

φ2,I(0) = 0,

φ′
2,R(0) = 2πΓ,

φ′
2,I(0) = 2πΓh′(0).

(16)

これらを用いると,解析接続された分散関数

D(c) = 2−φ1(1)− φ′
2(1)

2πΓ(1+ i h′(1))
(17)

を得る.ある c = cR + i cIが分散関係の根ならば −c̄ =−cR + i cIも分散関係の根である.

3 ダイポール相と振動相になるための条件
3.1 減衰の時間スケール vs トラッピング時間スケール

Landau減衰の時間スケールは減衰率 |cI|の逆数,つまり τL = 1/|cI|である.さらに長時間待つと,指数関数的 Landau減
衰ではなく,ベキ的 Landau減衰の効果が現れるが [23, 24],今回着目するスケールでは指数関数的 Landau減衰の方が支
配的である.

次に非線形トラッピングのタイムスケール τTを求める. これは,試験点渦が渦の端を一周する時間スケールとして求め
られる.そこで,渦の中心近傍の試験点渦の運動に着目する.



まず,試験点渦の従う運動方程式は

ẋ =−∂ψ

∂y
=U (y)− ∂ψ1

∂y
, ẏ = ∂ψ

∂x
= ∂ψ1

∂x
. (18)

(流れ関数が有効ハミルトニアン, x が y の共役運動量のハミルトン系と見なせる. ) 我々はマクロな挙動に興味があるの
で,摂動ψ1の第一 Fourierモードだけに着目するという近似を行う:

ψ1(x, y, t ) ≃ ϵψ̂1(y)cos(x −cRt ), ψ̂1(y) =O(ϵ0). (19)

これを試験点渦の運動方程式 (18)に代入すると,

ẋ =U (y)−ϵψ̂′
1(y)cos(x −cRt ), ẏ =−ϵψ̂1(y)sin(x −cRt ) (20)

を得る.あとは,これを ϵについて逐次的に解く.まず, x, y を次の様に表しておく:

x(t ) = x0(t )+ϵx1(t )+O(ϵ2), y(t ) = y0(t )+ϵy1(t )+O(ϵ2). (21)

O(ϵ0)について,初期値 x0(0) = X , y0(0) = Y とすると

x0(t ) = X +U (Y )t , y0(t ) = Y (22)

を得る.特に,渦の中心の y 座標に対応する Y を Y ∗ =U−1(cR)で表す.

O(ϵ1)について, x1(t ), y1(t )は以下の方程式に従う:

ẋ1(t ) =U ′(Y )y1(t )− ψ̂′
1(Y )cos(X + (U (Y )−cR)t ) ,

ẏ1(t ) =−ψ̂1(Y )sin(X + (U (Y )−cR)t ) .
(23)

ここで, y1 の振動の周期を知りたいので, y(t )の初期値 Y を Y ∗+ g (ϵ,Γ)とし
(
x1(t = 0), y1(t = 0)

)
= (0,0)とする. ただし,

g (ϵ,Γ)は摂動のサイズ ϵとトーラスの縦横比 Γの場合に生じる渦の幅であるとする. この g は後に自己無撞着に定められ
る.時間スケール τTは, y1(t )の振動の周期と等しい時間スケールであり,次の様に求められる:

τT ≃ 1

|U (Y ∗+ g (ϵ,Γ))−cR|
≃ 1

g (ϵ,Γ)|U ′(Y ∗)| . (24)

次に, g (ϵ,Γ)を求める.まず,式 (23)の解 y1(t )は,

y1(t ) =− ψ̂1(Y ∗+ g (ϵ,Γ))

U (Y ∗+ g (ϵ,Γ))− cR
sin

([
U (Y ∗+ g (ϵ,Γ))−cR

]
t
)

, (25)

ただし, X = π/2とした. この y1(t )の振幅は渦の幅 g (ϵ,Γ)と等しい. そこで,渦の端にあたる点で ψ̂1(y) = 1になっている
とすると,

g (ϵ,Γ) = ϵ

U (Y∗+ g )−cR
⇒ g (ϵ,Γ) ≈

√
ϵ

|U ′(Y∗)| . (26)

今, U (y) = cos(y/Γ)であるから, |U ′(Y∗)| = Γ−1
√

1−c2
Rである.これと式 (26)を式 (24)に代入することで, τTは具体的に次

の様に表される:

τT =
√

Γ

ϵ
(1−c2

R)−1/4. (27)

従って,トラッピングが Landau減衰に比べ支配的になる条件 τT < τLは

Γc2
I√

1−c2
R

< ϵ (28)

である.
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図 2 振動相の模式図: (左)同色の渦は渦度の符号の等しい渦を表す. これらはベースフローに乗って移動している.

(右)左図の一部を拡大した図.不等式 |Y ∗
2 −Y ∗

1 | > 2g がこの二つの渦が重ならない条件であり,これは不等式 (30)の上
の方と等価である.

3.2 動く渦が重ならない条件

ダイポール相においては, cR = 0,つまり, Y ∗ =πΓ/2,3πΓ/2なので, 2つの渦は少なくとも πΓ (Γ≥ 1)だけ離れている.今
回扱われる摂動のサイズは ϵ< 0.5の範囲なので,ダイポール相においては渦の重なりについては心配する必要は無い.

一方,振動相 (cR ̸= 0 )では,図 2に示すように, +X 方向へ動く二つの渦と −X 方向へ動く二つの渦の計四つの渦が生じ
る.この場合,動く渦同士が接触することがあるので,その様なことが起きない条件を求める必要がある.分散関係の一つの
根の実部 cR は 0 < arcsin(cR) < π/2を満たしているとする. この時, −cR + i cI も根になっているので,動いている渦が生じ
るのは,

Y ∗ = Γarccos(cR), πΓ−Γarccos(cR), πΓ+Γarccos(cR), 2πΓ−Γarccos(cR), (29)

の四箇所になる.ここで,どの渦も同じ幅 g であるとする.二つの隣接する渦がぶつからない条件はそれらの y 方向の隔た
りが 2g より大きければ良いので, {

Γarcsin(cR) > g , |cR| < 1/
p

2,
Γarccos(cR) > g , |cR| > 1/

p
2.

(30)

ところで,数値的な観察によると,同じ速度で動く二つの渦の間の x 方向の隔たりは πなので,実際に重要な条件は,互い
違いに動く渦同士がぶつからない条件を表す Γarcsin(cR) > g である.つまり,振動相では不等式 (28)に加え,

ϵ< Γ
√

1−c2
R(arcsin(cR))2 (31)

が満たされている必要がある.

摂動が加わった初期状態からどの状態へ行くのかについてまとめた:

層流 ⇔ τL < τT,

ダイポール相 ⇔ τL > τT, cR = 0,

振動相 ⇔ τL > τT, cR ̸= 0, ϵ< Γ
√

1−c2
R(arcsin(cR))2,

不明 ⇐ τL > τT, cR ̸= 0, ϵ> Γ
√

1− c2
R(arcsin(cR))2.

これらの不等式を解いて,相図を描くと図 3を得る.これはMorita [7]によるシミュレーション結果より得られた相図と質
的には同等である.



ε

Γ

図 3 相図:マダラ模様の領域は Landau減衰がトラッピング効果より強く,元の層流に減衰する領域である. Γ< Γc な
らば分散関係の根の実部 cR = 0であり, Γ> Γc ならば分散関係の根の実部 cR ̸= 0である.チェックの領域はダイポール
相である. グレーの領域は振動相である. 白い領域は本理論の適用範囲外,つまり不明な領域である. 振動相と不明な領
域との境界線は判別式 (31)で得られ,振動相と層流の境界は τL = τT で得られる. また,ダイポール相と層流の境界も
τL = τTで得られる.

4 まとめ
まず, T2 上の線形化 Euler方程式より分散関係を文献 [23]に倣って導出し,その定義域を円板上でなされていた方法

[22]を改良することで下半平面に広げ, Landau減衰の元になる分散関係の根 (Landau極や埋没固有値)を求める方法を紹
介した.本研究で用いたベースフローU (y) = cos(y/Γ)は Γ< 1で不安定, Γ= 1で中立安定になり, Γ> 1で安定になること
が知られている [23]. 分散関係の根を求めてみると, Γ< 0では分散関係 D(c) = 0の根の虚部 cI は正であり,確かに不安定
である.また, Γ= 1では分散関係の根 c = 0である. 1 < Γ< Γc では分散関係の根は cR = 0,cI < 0を満たし,ベースフローは
スペクトル安定であることも分かる [8].さらに, Γ> Γcでは分散関係の根は cR ̸= 0,cI < 0を満たし,ベースフローはスペク
トル安定であり,動く渦が生じうる [8].

こうして求められた分散関係の根を用いて,与えられた初期状態に対し,

1. Landau減衰と非線形トラッピング効果のどちらが支配的なのか
2. 線形化 Euler方程式から導出した分散関係D(c) = 0の根の実部 cRは 0か.

3. cR ̸= 0の場合,その振動数に対応する速度で移動する複数の渦は衝突しないか.

を調べることで,しばらく経った後に観測される相は次の様に予測された:

• 1. Landau減衰⇒層流
• 1.非線形トラッピング, 2. cR = 0 ⇒ダイポール相
• 1.非線形トラッピング, 2, cR ̸= 0, 3.衝突しない⇒振動相

複数の渦が衝突してしまう場合は,線形化 Euler方程式を基にした理論では扱えない領域である.こうして得られた相図は
質的には既に数値的な観察より得られていた相図 [7]と同等である.従って,二次元流体の渦度場におけるパターン形成も,

プラズマ系やハミルトニアン平均場モデルにおけるクラスタ形成と同様,非線形トラッピングと線形 Landau減衰の関係
で説明されることが分かった.



最後に,実際の流体との対応について述べる.本研究では粘性が無い理想流体を用いた.粘性 νが非 0である場合,渦度場
の従う方程式においては,粘性 νに関する項が最高次数の項である.従って, ν→ 0で得られる結果と初めから ν= 0として
得られた結果は異なることがあり, νが十分小さいとしても,粘性が本結果にどの様な影響を与えるのかはまだ分かってい
ない.
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