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概 要

誤り訂正符号の符号化・復号化のプロセスでは，ディジタル通信などにおい
て生じる誤りを自動的に修正し元の情報を復元することを目的とする．宇宙
船通信の分野では，訂正能力の高い代数的符号であるReed–Solomon(RS)符
号・Golay符号・Reed–Muller(RM)符号などの復号法の研究が進み，1972年
のマリナー計画では符号長 32の 1次RM符号を使って火星写真の電送に成
功した．本講演ではRM符号の射影化として定義された射影RM符号の復号
法について発表する．本研究は豊田工業大学松井一氏との共同研究である．

1. 序文
誤り訂正符号では，以下に示されるようにディジタル通信などにおいて生じるエラー
を自動的に修正し元の情報を復元することを目的とする．以下では cは符号語，eは誤
り（ベクトル），r = c+ eは受信語を表す．�� ��送信元 情報−→ 符号化器 c−→ 通信路 r−→ 復号器 元情報−→

�� ��受信者

誤り訂正符号は，Reed–Solomon(RS)符号，Golay符号・Reed–Muller(RM)符号と
いった代数的符号と畳み込み符号，Low-Density Parity–Check(LDPC)符号といった非
代数的符号に大別される．代数的符号の符号化・復号化の過程は処理速度の点で非代
数的符号（特にLDPC符号）に劣るが，理論的な訂正可能数が求まる場合が多いため
非代数的符号のデータ処理と比べて高い信頼制度を有する．特にRS符号は，現代の社
会生活に欠かせないCD，DVD，ハードディスク，二次元バーコード（QRコード）の
誤り訂正に応用されている．
本稿で扱う射影RM符号は（古典的な）RM符号の射影化として 1988年にLachaud

[10]によって定義された．その後すぐに Sørensen [16]により，射影RM符号の最小距
離と双対符号が決定された．またBergerとMaximy [3]は射影RM符号が巡回符号ある
いは準巡回符号であるための条件を与えた．最近の研究では，BalletとRolland [2]に
よる低重みの符号語の検証と二番目の重みの評価がなされている．一方で射影RM符
号の復号法に関する研究は低次元の射影空間に対応する射影RM符号の計算例が知ら
れているのみである．（例えば [7]には1次元射影空間，[8]には2次元射影空間に対応す
る符号の復号計算例がある．）
本研究の目的はすべての射影RM符号に有効に働く復号法を構成することである．そ

のために代数幾何学の基礎である射影空間のアフィン空間の和集合への分解を用いる．
射影空間の各アフィン成分に対して，誤り位置の情報を持つイデアルのグレブナー基
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底を得るためにBerlekamp–Massey–Sakata(BMS)アルゴリズム [14], [15] を採用し，誤
り値決定のために離散フーリエ変換 (DFT)を用いた復号法 [12]を適用する．また，本
研究で構成した復号法の計算量の評価，誤り訂正数の決定を行い，復号誤り率を最小
距離復号法と比較する．
本研究は豊田工業大学の松井一氏との共同研究に基づく．

2. 定義
q = peを素数べきとし，Fqをq元からなる有限体とする．またFq[X0, X1, . . . , Xm]はFq

上m+ 1変数の多項式環を表すこととする．

Am := {(ω1, . . . , ωm) |ω1, . . . , ωm ∈ Fq} = Fm
q ,

Pm :=(Am+1 \ {0})/ ∼

=
m∪
i=0

{(0 : · · · : 0 : 1 : ωi+1 : · · · : ωm) | ωj ∈ Fq, j > i}

とおく．ただし，同値関係∼は次で定める：

P1 ∼ P2 if P1 = λP2 for some λ ∈ Fq \ {0}.

Am(Fq) = Amを Fq上のアフィン空間，Pm(Fq) = Pmを Fq上の射影空間という．i =

0, 1, . . . ,mに対してΨi := {(0 : · · · : 0 : 1 : ωi+1 : · · · : ωm) ∈ Pm | ωj ∈ Fq, j > i} ≃
Am−i とおくと，明らかに

Pm = Ψm ∪Ψm−1 ∪ · · · ∪Ψ1 ∪Ψ0

である．

定義 1 (Reed-Muller符号). Am = {P1, . . . , Pqm}とする．

RMν(m, q) = {(f(P1), . . . , f(Pqm)) | f ∈ Fq[X1, . . . , Xm]≤ν} ,

を次数 νのReed–Muller(RM)符号という．ただし，Fq[X1, . . . , Xm]≤νは次数≤ νの多
項式全体とする．

定義 2 (射影Reed-Muller符号). n := qm+1−1
q−1

= qm + · · · + q + 1，Pm = {P1, . . . , Pn}
とおく．このとき

PRMν(m, q) := {(f(P1), . . . , f(Pn)) | f ∈ Fq[X0, X1, . . . , Xm]ν}

を符号長n，次数νの射影Reed–Muller(RM)符号という．ただし，
Fq[X0, X1, . . . , Xm]νは次数 νの斉次多項式全体とし，P = (0 : · · · : 0 : 1 : ωi+1 : · · · :
ωm)に対しf(P ) = f(0, · · · , 0, 1, ωi+1, · · · , ωm) とする．

注意: ν > m(q − 1)のとき，射影RM符号は自明な符号である [16, Remark 3]. した
がって以下ではν ≤ m(q − 1)を仮定する．

定義 3.

ev : Fq[X0, X1, . . . , Xm] → Fn
q , ev(f) := (f(P ))P∈Pm

を評価写像とよぶ．



3. 射影RM符号の基底
本節ではq > 2とする．a = (a0, a1, . . . , am) ∈ Nm+1

0 に対して，Xa := Xa0
0 Xa1

1 · · ·Xam
m ，

|a| := a0 + a1 + · · · + amと定める．単項式順序≺を次の方法で定義する：“|a| < |b|”
あるいは“|a| = |b|かつam = bm, am−1 = bm−1, . . . , aℓ+1 = bℓ+1 and aℓ < bℓ をみたすイ
ンデックス ℓが存在する” とき，Xa ≺ Xbとする．
すべての i = 1, . . . ,mに対してfi := Xq

i −Xiと定め，i = 0, . . . ,m,と ℓ ∈ {0, 1}に対
して g(i,ℓ) := Xℓ

i (Xi − 1) · · · (X1 − 1)(X0 − 1) = Xℓ
i

∏i
j=0(Xj − 1) と定める．このとき

次が成り立つ．

定理 4. 2m+ 1個の多項式からなる集合

G := {fi, g(m,0), g(j,1) | i = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . ,m− 1}

はker(ev)の≺に関するグレブナー基底である．

例 5. m = 1, 2, 3の場合のGの具体例を挙げる．

1. m = 1のとき
G = {Xq

1 −X1, (X1 − 1)(X0 − 1), X2
0 −X0}.

2. m = 2のとき

G := {Xq
2 −X2, X

q
1 −X1,

(X2 − 1)(X1 − 1)(X0 − 1),

(X2
1 −X1)(X0 − 1),

X2
0 −X0}.

3. m = 3のとき

G := {Xq
3 −X3, X

q
2 −X2, X

q
1 −X1,

(X3 − 1)(X2 − 1)(X1 − 1)(X0 − 1),

(X2
2 −X2)(X1 − 1)(X0 − 1),

(X2
1 −X1)(X0 − 1),

X2
0 −X0}.

また標準単項式は次で与えられる．

1. m = 1のとき，{X0X
a
1 | 0 ≤ a ≤ q − 1} ∪ {X0},

2. m = 2のとき，{Xa
1X

b
2 | 0 ≤ a, b ≤ q − 1} ∪ {X0X

a
2 | 0 ≤ a ≤ q − 1} ∪ {X0X1},

3. m = 3のとき，{Xa
1X

b
2X

c
3 | 0 ≤ a, b, c ≤ q − 1} ∪ {X0X

a
2X

b
3 | 0 ≤ a, b ≤

q − 1} ∪ {X0X1X
a
3 | 0 ≤ a ≤ q − 1} ∪ {X0X1X2}.



例 6. PRM3(2, 9)のF9上の基底を標準単項式の線形結合の形で表す．{ev(Xa) | |a| = 3}
は（標準単項式の線形結合で表されていない）PRM3(2, 9)の基底であることを考えると

ev(X3
0 ) = ev(X0),

ev(X1X
2
0 ) = ev(X1X0),

ev(X2X
2
0 ) = ev(X2X0),

ev(X2
1X0) = ev(X2

1 +X1X0 −X1),

ev(X2X1X0)

= ev(X2X1 +X2X0 +X1X0 −X2 −X1 −X0 + 1),

ev(X2
2X0),

ev(X3
1 ), ev(X

2
1X2), ev(X1X

2
2 ), ev(X

3
2 )

とかきかえることができる．ここで ev(X0X1X2)に注目する．ev(X0X1X2)は基底の線
形変換で ev(X2X1 −X2 −X1 + 1)とかきかえられるが，どのような基底の線形変換で
も1つの標準単項式（ev(Xalpha)）の形にはかきかえられない．

例6のように標準単項式の形で表される元からなる基底を持たない場合には [12]に示
される復号アルゴリズム（次節のAlgorithm 1）が適用できない．

4. 復号法
Algorithm 1はBMSアルゴリズムとDFTを用いたRM符号の復号法である．（BMSア
ルゴリズムの詳細は [6]をみよ．）ここでFと Eは以下で定義される写像であり，Fの
逆写像F−1をn3より小さいオーダーで計算する方法も知られている [12]．

定義 7 (離散フーリエ変換). M = {Xa1
1 · · ·Xam

m | (a1, . . . , am) ∈ Zm, 0 ≤ a1, . . . , am ≤
q − 1}とする．線形写像Fを

F : FAm

q → FM
q , (cP )P∈Am 7→

(∑
P∈Am

cPh(P )

)
h∈M

,

で定義し，FAm

q 上の離散フーリエ変換という．ただし，FΩ
q := {(cP )P∈Ω | cP ∈ Fq} は

集合Ωで指数付けられたFq上の線形空間である．

定義 8. 写像EΦは

EΦ : FD(Φ)
q → FM

q , (rh)h∈D(Φ) 7→ (rg)g∈M ,

により定義される．ただし，g ∈ Mに対して

rg =
∑

h∈D(Φ)

vhrh

であり，vhはグレブナー基底G = {f (w)}0≤w<z の割り算アルゴリズムによって

g(X) =
∑

0≤w<z

u(w)(X)f (w)(X) + v(X) (v(X) :=
∑

h∈D(Φ)

vhh),

で与えられる.

Algorithm 2はAlgorithm 1を使った射影RM符号の復号法の疑似コードである．



5. 計算量
本節ではAlgorithm 2の計算量について考察する．

定義 9. f(q)と g(q)をRの部分集合上で定義された関数とする．ある定数 q0とCが存
在して，任意の q > q0に対して |f(q)| ≤ C|g(q)|が成り立つとき，f(q) = O(g(q))とか
く．OはLandauの記号とよばれる. さらに，f(q) = O(g(q))かつ g(q) = O(f(q))であ
るとき f(q) = θ(g(q))とかく．

Ni = qm−iを (m − i)次元アフィン空間の要素数とする．各アフィン成分における
Algorithm 1の復号に関して誤り位置決定と誤り値決定に要する計算量は，それぞれ
O(ziN

2
i ) = O(ziq

2m−2i)([5], [6]) と O(qN2
i ) = O(q2m−2i+1)([12])である．ただし，zi

はΨi部分のBMSアルゴリズムで得られるグレブナー基底の要素数である．すべての
i = 0, 1, . . . ,mに対して，zi < qm−iであるから，Ψi部分の合計計算量O(wiq

2m−2i)は
O(n3)より真に小さい 1．ただし，wi := max{zi, q}である．
Algorithm 2全体で要する計算量は

O(w0q
2m + w1q

2m−2 + w2q
2m−4 + · · ·+ wm)

であり，さらに次のこともわかる．

命題 10. w := max{q, z0, z1, . . . , zm} < qm < nとおくと Algorithm 2の計算量は
O(wn2)である．またwn2 = θ(wq2m)である．

6. 訂正可能数
µ = m(q− 1)− νとする．i0 ≥ 0をν− i0(q− 1) ≤ −1 なる最小の整数とすると，i ≥ i0
に対してRMµ−1(m − i, q) = Fqm−i

q となる．Algorithm 2を各アフィン成分にわけたと
きの成分ごとの訂正可能数は次のとおりである．

定理 11. PRMν(m, q)を射影RM符号として，

t0 :=

⌊
(q − s)qm−r−1 − 1

2

⌋
, (6.1)

とおく．ただし，ν = r(q− 1) + s, 0 ≤ s < q− 1, 0 ≤ r ≤ m− 1である．Algorithm 2

において，Ψi-部分で適用する復号法と訂正可能な誤りの数は次のとおりである．

Algorithm 1 Decoding for affine variety codes (cf. [12])

Input: A received word (rP )P∈Am ∈ FAm

q

Output: (cP )P∈Am ∈ RMν′(m, q)

Step 1. (r̃h)h∈B :=
(∑

P∈Am rPh(P )
)
h∈B.

Step 2. Calculate a Gröbner basis G from the syndrome (r̃h)h∈B by BMS algorithm.

Step 3. (eP )P∈Am = F−1 ◦ E ((r̃h)h∈B).

Step 4. (cP )P∈Am = (rP )P∈Am − (eP )P∈Am ∈ RMν′(m, q).

Remark. This algorithm works if 2|Φ| < dFR, where dFR is a Feng-Rao bound of

RMν′(m, q)⊥ (see [1], [6], [9], [13] for Feng-Rao bounds) and Φ is the set of error

locations.

1より細かくいうとwiq
2m−2iは q3m−3iより小さいが，計算量としてはn3 = θ(q3m−3i)であるので，符

号長nを使ってこのように表した．



1. 0 ≤ i < i0ならばRMν−i(q−1)(m− i, q)に関するAlgorithm 1を適用して t0個の誤
りを訂正できる．

2. i0 ≤ i ≤ mならば IDFTを適用して qm−i個の誤りを訂正できる．

これはPmの成分ごとに誤りの数を制限した特殊誤りが起こる場合の訂正可能数であ
る．一方で，命題11から常に直せる誤りの数もわかる．

系 12. PRMν(m, q)に対してAlgorithm 2は任意に起こる t0個までの誤りを訂正できる．

7. 復号誤り率
Algorithm 2の復号誤り率を最小距離復号法 (MDD)との比較をする 2．Algorithm 2に
おいて訂正可能数は2種類考えることができる：一つは常に訂正可能である誤りの数 t0
で（命題 12），もう一つは成分ごとに誤りの数を制限した特殊誤りが起こる場合の訂
正可能数（表2）である．この二つの場合には，復号誤り率が異なるので，常に訂正可
能な数 t0を訂正する復号法をProposed method 1 (PM1)，特殊な場合の誤りを訂正す
る復号法をProposed method 2 (PM2)と書くこととする．このとき，pをシンボル誤
り率（符号語の1つの成分が誤る確率）とすると，復号誤り率はそれぞれ

PM1: 1− P (P =
∑t0

j=0

(
n
j

)
pj(1− p)n−j)

PM2: 1−
∏i0−1

i=0 Pi (Pi =
∑t0

j=0

(
qm−i

j

)
pj(1− p)j)

MDD: 1− PMD (PMD =
∑tMD

j=0

(
n
j

)
pj(1− p)n−j)

ただし，tMD :=
⌊
dmin(PRMν(m,q))−1

2

⌋
で与えられる．常に tMD ≥ t0なので

1− PMD = 1− P −
tMD∑

j=t0+1

(
n

j

)
pj(1− p)n−j

である．したがって，復号誤り率を比べると常にMDDの方がPM1より性能がよいこ
とがわかる 3．一方で表2に表されるようにνが大きくなれば復号誤り率の差が少なく
なる．特にPRM24(2, 16)のようにPM1がMDDと同じ復号誤り率をもつこともある．
また，図1 はPRM13(2, 16)とPRM19(2, 16)に関してPM1，PM2，MDDの復号誤り率
を比較したグラフである．
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Algorithm 2 Decoding algorithm for PRMν(m, q)

Input: A received word (rP )P∈Pm ∈ Fn
q

Output: The error vector (eP )P∈Pm of (rP )P∈Pm ∈ Fn
q

for i = 0, . . . ,m do

Step 1.

if i = 0 then

r
(0)
P := rP .

else {i > 0}
r
(i)
P := rP − eP for P ∈

∪i−1
j=0Ψj,

r
(i)
P := rP for P /∈

∪i−1
j=0Ψj.

end if

Step 2. Let S
(i)
u := ⟨(r(i)P )P∈Pm ,u⟩ for u ∈ ev(Bi(µ)).

if ν − i(q − 1) ≥ 0 then

Calculate (eP )P∈Ψi
by Algorithm 1 as decoding of RMν−i(q−1)(m, q) from syn-

dromes {S(i)
u }u∈ev(Bi(µ)).

else

Calculate (eP )P∈Ψi
= F−1

i ((S
(i)
u )u∈ev(Bi(µ))).

end if

end for

Remark. Set µ := m(q − 1) − ν, Bi := {Xa ∈ R | a = (ai, . . . , am), ai > 0},
Bi(µ) := {Xa ∈ Bi | |a| = µ} for any i = 0, 1, . . . ,m.

表 1: Algorithm 2の成分ごとの訂正可能数

Pmの成分 復号法を適用する符号 訂正可能数
Ψ0 RMµ−1(m, q)⊥ = RMν(m, q) t0
Ψ1 RMµ−1(m− 1, q)⊥ = RMν−(q−1)(m− 1, q) t0
Ψ2 RMµ−1(m− 2, q)⊥ = RMν−2(q−1)(m− 2, q) t0
...

...
...

Ψi0−1 RMµ−1(m− i0 + 1, q)⊥ = RMν−(i0−1)(q−1)(m− i0 + 1, q) t0
Ψi0 (Fqm−i0

q )⊥ qm−i0 = ♯Ψi0
...

...
...

Ψm−1 (Fq
q)

⊥ q1 = ♯Ψm−1

Ψm F⊥
q q0 = ♯Ψm

表 2: PRMν(2, 16)に関するAlgorithm 2とMDDの訂正可能数の差

ν 5 8 11 13 17 19 24 26 29

Algorithm 2 87 63 39 23 6 6 3 2 0

MDD 95 71 47 31 7 5 3 2 1

Difference 8 8 8 8 1 1 0 0 1


