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アソシエーションスキームはBose�Shimamoto [1]によって統計の実験計画法の
中で導入され, 現在では代数的組合せ論においても重要な研究対象となっている.

また, アソシエーションスキーモイドは Kuribayashi�Matsuo [2]によってアソシ
エーションスキームを小圏の表現論およびホモトピー論を用いて研究するために
導入された概念である.

まずは, 小圏の基本事項を定義する.

定義 1. Cが小圏とは対象と呼ばれる元からなる集合Ob(C)と, 射と呼ばれる元か
らなる集合Mor(C)からなり以下を満たすときをいう.

1. 任意の射 f に対して 2つの対象 s(f)と t(f)が定まる.

• s(f) = xかつ t(f) = yのとき f を f : x → yとかき, xから yへの射という.

• 任意の対象 x, yに対してHomC(x, y) = {f ∈ Mor(C) | s(f) = x, t(f) = y}
と定める.

2. t(f) = s(g)である任意の射 f , gに対して 1つの射 g◦f : s(f) → t(g)が定まり,

t(f) = s(g)かつ t(g) = s(h)である射 f , g, hに対して h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f
となる.

• g ◦ f を f と gの合成という.

3. 任意の対象xに対して射 idxが存在して,任意の射 f : x → yに対して f ◦ idx =

f = idy ◦ f となる.

• idx : x → xを xの恒等射という.

定義 2. C, Dを小圏とする. FがCからDへの共変関手とは, Cの任意の対象xに対
してDの対象F (x), Cの任意の射 fに対してDの射F (f)が定まり以下の (FUN-0),

(FUN-1), (FUN-2)を満たすものをいう.

(FUN-0). f ∈ HomC(x, y)ならば F (f) ∈ HomD(F (x), F (y))となる.

(FUN-1). t(f) = s(g)となる Cの任意の射 f , gに対してF (g ◦ f) = F (g) ◦F (f)と
なる.

(FUN-2). Cの任意の対象 xに対して F (idx) = idF (x)となる.

また, F が (FUN-2)と次の (FUN-0)', (FUN-1)'を満たすときF を CからDへの反
変関手という.
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(FUN-0)'. f ∈ HomC(x, y)ならば F (f) ∈ HomD(F (y), F (x))となる.

(FUN-1)'. t(f) = s(g)となる Cの任意の射 f , gに対して F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g)

となる.

F が CからDへの共変関手または反変関手のとき F : C → Dとかく.

次に, アソシエーションスキームの概念の本質的な一般化である擬スキーモイド
の定義を述べる.

定義 3. Cを小圏, Sを 2Mor(C)の部分集合とする. このとき, (C, S)が擬スキーモイ
ドとは次を満たすときをいう.

1. Mor(C) =
⨿
σ∈S

σとなる.

2. 任意の σ, τ, µ ∈ Sと f, g ∈ µに対して集合として次の同型が存在する.

{(u, v) ∈ σ × τ | u ◦ v = f} ∼= {(u, v) ∈ σ × τ | u ◦ v = g}.

そして, 次がアソシエーションスキーモイドの定義であり, 擬スキーモイドに �あ
る種の対称性�を付加したものとなっている.

定義 4. (C, S)を擬スキーモイド, T : C → Cを反変関手とする. (C, S, T )がアソシ
エーションスキーモイドとは次を満たすときをいう.

1. J =
⨿

x∈Ob(C)

HomC(x, x)としたとき, σ ∩ J ̸= ∅となる任意の σ ∈ Sに対して

σ ⊂ J が成り立つ.

2. T 2 = idCとなる.

3. 任意の σ ∈ Sに対して T (σ) ∈ Sが成り立つ.

この定義に出て来る T が �ある種の対称性�を表している. アソシエーションス
キームはアソシエーションスキーモイドであり他にも, 亜群と呼ばれる小圏からア
ソシエーションスキーモイドを構成する方法が挙げられるがその他の構成法は知
られていない. このことは, 自己同型反変関手 T をもつ小圏の例に乏しいことに依
存している.

本講演ではまず, 自己同型反変関手 T をもつ小圏を構成する十分条件を述べる.

以下では小圏 E に対して射の向きを反対にした圏 (反対圏と呼ぶ)を Eopで表し,

d1 : E → Eopと d2 : Eop → E を自明な反変関手とする. また, 小圏全体の圏をCat

と表す.

定理 5. α : Cat× Cat → Catを以下を満たす共変関手とする.

� 小圏 C, Dに対して同型Φ(C,D) : α(C,D)op → α(Dop, Cop)が存在する.



� 小圏 C, Dに対して次は可換である.

α(C,D)op
Φ(C,D)−−−−−−→ α(Dop, Cop)xd1

xd2

α(C,D)
Φ−1

(Dop,Cop)−−−−−−→ α(Dop, Cop)op

このとき, 小圏 Cに対して T : α(C, Cop) → α(C, Cop)を T = Φ(C,Cop) ◦ d1と定義す
ると T 2 = idα(C,Cop)となる.

定理の条件を満たす αとして, 以下が挙げられる.

1. 非交和関手
⨿

: Cat× Cat → Cat

2. 直積関手 × : Cat× Cat → Cat

3. join construction関手 ∗ : Cat× Cat → Cat

但し, 小圏 C, Dに対して C ∗ Dは次のような小圏である.

� Ob(C ∗ D) = Ob(C)
⨿

Ob(D).

� Mor(C ∗ D) = Mor(C)
⨿

Mor(D)
⨿(

Ob(C)×Ob(D)
)
.

さらに, これらの関手は 2つの擬スキーモイドから新たな擬スキーモイドを構成
する関手でもあるので定理 5の T を用いて, これらの関手が擬スキーモイドから
アソシエーションスキーモイドを構成する関手となることを述べる.

系 6. (C, S)を擬スキーモイド, T : C
⨿

Cop → C
⨿

Copを
⨿

: Cat×Cat → Catに
対して定理 5から得られた反変関手とする.

このとき, (C
⨿

Cop, S
⨿

Sop, T )はアソシエーションスキーモイドである.

系 7. (C, S)を擬スキーモイド, T : C × Cop → C × Copを× : Cat× Cat → Catに
対して定理 5から得られた反変関手とする.

このとき, (C × Cop, S × Sop, T )はアソシエーションスキーモイドである.

系 8. (C, S)を擬スキーモイド, T : C ∗ Cop → C ∗ Cop を ∗ : Cat × Cat → Catに
対して定理 5から得られた反変関手とする.

このとき, (C ∗ Cop, S ∗ Sop, T )はアソシエーションスキーモイドである.
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