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概 要

本講演では最適制御問題における基本的な問題である近似最適制御構成の一手法を紹介す

る. 実際, 最適制御は存在しないことがあり, 代替となる近似最適制御を考察するのは自然であ
る. Clarke,Ledyaev, Sontag, Subbotin(1997)は, 古典的な最適制御の構成法を粘性解の枠組み
に取り込み, 粘性解の下限畳み込み (inf-convolution)近似を通して近似最適制御の構成法を与
えた. 本講演で紹介する方法では, 与えられた最適制御問題に対して, それを近似するスイッチ
ング制御問題を考え, そのベルマン方程式の粘性解を用いて, 近似最適制御を構成する.

1 はじめに

最適制御理論では, 1960年代初頭に発展したポントリヤーギンの最大値原理とベルマンの動的

計画法という二つの重要な研究がよく知られている. 前者は, 与えられた制御が最適制御であるた

めの必要条件を与える結果で, これを用いると最適制御を具体的に構成できることがある. 後者は,

ベルマンの最適性原理に基づいて時間ごとの最適政策を求めるアルゴリズムの一つである. ベル

マンは, 最適制御問題に対応する値関数が動的計画法の原理を満たすことから値関数が滑らかと仮

定した時に, それが満たすべき方程式としてハミルトン・ヤコビ方程式を導出した. 最適制御に現

れるハミルトン・ヤコビ方程式は, 特にベルマン方程式 (ここでは以下, ハミルトン・ヤコビ・ベル

マン方程式と呼ぶ) と呼ばれることがある. ハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式のなめらかな解

を利用した最適フィードバック制御の構成法が動的計画法では知られている.

しかし, 最適制御が存在しない問題があり, そのような問題を扱う際は, 代替となる近似最適制

御を考察するのは自然である. ポントリヤーギンの最大値原理は最適制御が存在する場合にのみ,

その具体的構成が期待できるような結果であるため, 近似最適制御の具体的構成は一般に期待でき

ない. そこで, ハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式を用いた近似最適フィードバック制御の具体

的構成の可能性が期待されるが, ハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式のなめらかな解が存在する

とは限らないため, 工夫する必要がある.

Clarke, Ledyaev, Sontag, Subbotin [3]は, 動的計画法で知られている古典的な最適制御の構成

法を粘性解の枠組みに取り込み, 粘性解の下限畳み込み (inf-convolution)近似を通して, 必ずしも

微分可能とは言えない粘性解を適当な近似を通して近似最適制御を構成した. 粘性解とは, 1981年

にCrandallと Lionsが導入した偏微分方程式の弱解の概念の一つである [1, 4, 7]. 粘性解は, 最大

値原理に基づいて微分を試験関数に移行することで, 通常の意味で微分不可能な関数を広い意味で

微分可能な関数として扱うことができ, ハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式のような非線形性の

強い方程式に対しても適用できるという利点がある. そのため, 方程式をかなり一般的な形で扱う

ことができ, たとえば 2 階の退化楕円型・放物型方程式に対する理論が構築されている.
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本講演で紹介する方法では, 与えられた最適制御問題に対して, それを近似するスイッチング制

御問題を考え, 対応するハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式の粘性解を用いて, 近似最適制御を

構成する. 関連した近似法の研究として, Barles, Jakobsen [2]も参照のこと.

2 準備

f ∈ C(RN ×A,R), g ∈ C(RN ×A,RN )が与えられていて, 次の仮定を満たすとする. すべての

(x, a) ∈ RN ×Aに対して, |f(x, a)− f(y, a)| ≤ Lf |x− y|,
|g(x, a)− g(y, a)| ≤ Lg|x− y|.

が成り立つ. ここで, A ⊂ RM は制御集合とする. A を可測関数 α : [0,∞) → A全体の集合とす

る. α ∈ Aと x ∈ RN に対して, 以下の初期値問題の解を考察する.dX
dt (t) = g(X(t), α(t)) (t > 0),

X(0) = x0,
(2.1)

(2.1)の解は, 初期値 x0 ∈ RN と α ∈ Aに依って定まる t ∈ [0,∞)の関数であるから, X(t;x0, α)

と表記する. もし α ∈ Aが α(t) ≡ a ∈ A である場合, X(t;x0, a)と表す. (2.1)で記述される制御

系は α ∈ Aを通して制御されると考える. ここでは経費汎関数 J として次のものを考える.

J(x0, α) =

∫ ∞

0
f(X(t;x0, α), α(t))e

−tdt

値関数 V は次で与えられる.

V (x0) = inf
α∈A

J(x0, α).

x0 ∈ RN を与えたとき,

V (x0) = J(x0, α)

を満たす α ∈ Aを x0における最適制御と呼ばれるが. 最適制御は一般には存在しない. そこで,

代替となる ε-近似最適制御を考察したい. ε > 0に対して

|J(x0, αε)− V (x0)| < ε.

を満たす αε ∈ Aを ε-近似最適制御と呼ぶ. 本講演の目的は, ε-近似最適制御の構成法を与えるこ

とである.

f と gが前述した仮定を満たすとき, 値関数 V はハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式

V (x) + sup
a∈A

{−g(x, a) ·DV (x)− f(x, a)} = 0 (HJ)

のただ一つの粘性解であり, gのリプシッツ定数が 1より大きければ V もリプシッツ連続, 1以下

ならばヘルダー連続であることはよく知られている [1, 7].

次に，近似最適制御の構成法を与える際に重要な役割を果たすスイッチング制御問題に対応す

るハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式系を用意する. 具体的には

max{v(x, a)− g(x, a) ·Dxv(x, a)− f(x, a), v(x, a)− inf
b 6=a

{v(x, b) + k}} = 0 (SS)



で与えられる. ここで, kは正の定数であり, vは未知関数, ，Dxvは x変数に関する勾配を表す.

(SS)の粘性解を考察する. 粘性解理論の観点では, (SS)のような無限システムの粘性解を取り扱

うのに, 通常の粘性解の定義は適用できないため, 定義を修正する必要がある. Ishii, Shimano [5]

は, あるパラメーター依存する関数偏微分方程式に対するコーシー問題の解の漸近挙動の研究で解

析したある無限システムに対する粘性解の定義を, 各パラメーターごとに通常の粘性解の定義を用

いるものとし, その解 (粘性解)の存在, 一意性を示した. その定義を参考にすると, (SS)の粘性解

は定義 2.1で定義される.

Definition 2.1. (1) v が (SS)の粘性劣解であるとは, 次が成り立つことである. a ∈ Aを固定

する.φ ∈ C1(RN ), x ∈ RN , maxRN×A v∗(·, a)− φ(·) = v∗(x, a)− φ(x) = 0,

=⇒ max{v∗(x, a)− g(x, a) ·Dxv
∗(x, a)− f(x, a), v∗(x, a)− infa 6=b{v∗(x, b) + k}} ≤ 0.

(2) vが (SS)の粘性優解であるとは, 次が成り立つことである. a ∈ Aを固定する.φ ∈ C1(RN ), x ∈ RN , minRN×A v∗(·, a)− φ(·) = v∗(x, a)− φ(x) = 0,

=⇒ max{v∗(x, a)− g(x, a) ·Dxv∗(x, a)− f(x, a), v∗(x, a)− infa 6=b{v∗(x, b) + k}} ≥ 0.

(3)vが粘性劣解であり, 粘性優解でもあるとき, vは (SS)の粘性解であるという.

v∗, v∗はそれぞれ vの上半連続包, 下半連続包である.

3 主結果

Theorem 3.1. (SS)の有界な粘性解は一意に存在する

Theorem 3.2. Lg < 1とする. すべての a ∈ Aに対して, (SS)の粘性解 v(·, a)は RN 上のリプ

シッツ連続関数で, そのリプシッツ定数は Lf/(1− Lg)である. Lg ≥ 1とし, θLg < 1を満たす

0 < θ < 1を一つ固定する. 全ての a ∈ Aに対して, (SS)の粘性解 v(·, a)は RN 上指数 θのヘル

ダー連続関数で, そのヘルダー定数は, B1−θ
f Lθ

f/(1− θLg)である.

Theorem 3.3. vk は (SS)の粘性解, V は (HJ)の粘性解であるとする. vk, V が同程度リプシッ

ツ連続関数であるとき,

sup
(x,a)∈RN×A

|vk(x, a)− V (x)| = O(k1/3).

0 < θ < 1とする. vk, V が指数 θの同程度ヘルダー連続関数であるとき,

sup
(x,a)∈RN×A

|vk(x, a)− V (x)| = O(kθ/(2+θ)).

次に, ε-近似最適制御の構成のアルゴリズムを述べる. 簡単のためAはコンパクトと仮定する.

x0 ∈ RN を固定し，制御 αkをつぎのように与える．そのために，列 (ai)i∈N ⊂ A, (τi)i∈N ⊂ (0, 1],

(xi)i∈N ⊂ RN をまず帰納的に定義する．xi−1が与えられたとして，ai, τi, xiをつぎの式で定める．

ai ∈ argmin vk(xi−1, ·),
τ̄i = inf{t > 0 |X(t;xi−1, ai−1) ∈ ∂Br(xi−1)},
τi = min{τ̄i, 1},
xi = X(τi;xi−1, ai−1).



このように与えられた (ai)i∈N, (τi)i∈N, (xi)i∈Nに対して，αk ∈ Aを次式で定義する．

αk(t) = ai ( t ∈ [τi−1, τi), i ∈ N ).

ただし，τ0 = 0とする．（関数 gの有界性より，infi τi > 0が分り，αkは [0, ∞)上の関数であるこ

とが確かめられる．）

ε(k) ≥ 0を

ε(k) = sup
(x,a)∈RN×A

(vk(x, a)− V (x))

と定義する．定理 3.3の仮定下では

ε(k) = O(kθ/(2+θ)) (k → 0+)

が成り立つことに注意する．

Theorem 3.4. αk と ε(k)を上のように定義するとき，αk は x0 に対する ε(k)-近似最適制御で

ある．
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