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0 はじめに

本講演ではリーマン面からの調和写像の存在定理について発表する。[2]によれば、次のことが
成り立つ。� �
主定理. Σをコンパクトリーマン面、N をコンパクトリーマン多様体とする。
このとき φ ∈ C0 ∩H1,2(Σ, N)に対し、調和写像 u : Σ → N で φとホモトピックなものが存
在するかあるいは、非自明で等角な調和写像 v : S2 → N が存在する。� �
ここで調和写像は、リーマン多様体の間の写像 f : (M,γ) → (N, g)に対して定義されるエネル
ギー汎関数 E(f) := 1

2

∫
M ∥df∥2dM の臨界点として定義される。調和写像の例としては、曲線の

長さの臨界点である測地線 (M が S1の場合)や表面積の臨界点である極小曲面 (M の次元が 2の
場合の平均曲率 0の曲面)などがあげられる。
このように調和写像を多様体の間の性質のよい写像と考えることができるので、与えられた写
像のホモトピー類に調和写像は存在するかという問題は基本的である。一般には調和写像が存在
しないホモトピー類もあるが、次のような場合には調和写像が存在することが知られている。

(1) 値域の多様体N が負曲率を持つとき

(2) dimM = 2かつ π2(N) = 0であるとき

また (2)の場合は π2(N) ̸= 0であるときでもバブリング現象を考慮し π2(N)を代表する調和写
像を付け加えることで、そのホモトピー類の代表元をとることができる。ここで調和写像のバブ
リング付き収束とは、写像が収束しない点 P が存在するとき適当にスケーリングすることでその
点でも収束するような写像 (バブル)を付け加えて収束を考えることである (図 1参照)。これが上
記主定理の主張である。

(図 1)バブリングのイメージ
[2]ではこのバブリング付き調和写像の存在を示すために、局所的にエネルギー最小な写像列

unの構成を考えている。この写像列の極限が調和写像になることの議論が難点であるが、著者の
Palais-Smale条件による証明を私は正当化することができなかったので、少し異なる方法で証明
した。本講演ではこの主定理の証明を行う。



1 準備� �
定義 1.1. (M,γ), (N, g)をリーマン多様体とする。
f : M → N のエネルギー密度 e(f)とエネルギーE(f)を次のように定義する。

e(f) :=
1

2
∥df∥2 = 1
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E(f) :=

∫
M

e(f)dM

このエネルギーの臨界点、すなわち次のオイラーラグランジュ方程式の解を調和写像という。
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� �
注意 1.1.

• オイラーラグランジュ方程式は楕円型二階偏微分方程式であり、特にユークリッド空間の場
合はラプラシアン∆ = 0と一致する。

• また [1]より、連続かつH1,2写像であれば滑らかな調和写像になる。特に dimM = 2のと
きは、連続でなくても滑らかな調和写像になる。� �

定義 1.2. (ソボレフ空間)

ナッシュの埋め込み定理 [3]と写像の連続性より、局所座標が次の Rnソボレフ空間の定義を
満たすときにリーマン多様体間のソボレフ空間を定義する。：
自然数 kと 1 ≤ p < ∞と Ω ⊂ Rd :開集合に対し、

Hk,p(Ω) := {f ∈ Lp(Ω) :∀ α, |α| ≤ k : Dαf ∈ Lp(Ω)}

∥f∥Hk,p(Ω) :=

 ∑
|α|≤k

∫
Ω
|Dαf |p

 1
p

� �
注意 1.2. Hk,pはバナッハ空間であり、特にH1,2はヒルベルト空間となる。� �
定理 1.1. (ディリクレ解の存在と一意性 1)

Σをコンパクトリーマン面、D ⊂ Σを円盤、N を完備リーマン多様体とし、r > 0は十分小
さいとする。このとき φ ∈ C0 ∩H1,2(D,B(p, r))に対し

h = φ (∂D上)

を満たす写像の中で、エネルギー最小な写像 h ∈ H1,2(D,B(p, r))が存在する 2。
また h1, h2が同じ境界値に対するディリクレ解であるとき、

h1 = h2 が成り立つ。

� �



2 証明のメインアイディア

φから始まる写像のエネルギー減少列 unを構成する。Σ をディスクB(xn, rn)で被覆し
un(B(xn, rn))がN の測地球に入るような半径 rnを選ぶと、測地球B(xn, rn)内で調和写像のディ
リクレ問題が解けるので、その上で unを取り替えたものを un+1とする。
この写像列の極限が、調和写像になることを示す。一般に内点における調和写像の収束は知ら
れているためディスクの内点では調和写像に収束することが従うが、境界での極限が調和写像に
なるかどうかが問題になる。次の二つの場合が考えられる。

1. infn∈N rn > R ̸= 0のとき

2. infn∈N rn = 0のとき

1.のときは、unの極限がある調和写像に一様収束する。p ∈ Σを一点固定し、pを含む近傍B(p, R2 )

における収束を示す。unが収束する部分列 uni で、B(p, R2 )を含むようなディスクB(xni , rni)が
存在するものをとる。部分列 uni と u(n−1)i の極限が一致することを示せばよい。二つの部分列の
極限を u1∞と u∞とする。
ここで著者の Palais-Smale条件による証明の代わりに次の補題を示して、以下のように証明を
完成させた。� �
補題. エネルギー最小な写像 hn : Σ ⊃ B(xn, rn) → N が hにH1,2弱収束、境界で一様収束
しているとする。このとき、infn∈N rn ̸= 0が成り立つならば、limn→∞E(hn) = E(h)が成り
立つ。� �
この補題が成り立てば、エネルギー下半連続性から u∞と u1∞のエネルギーが等しくなるので
特に u∞と u1∞はディスクの境界値に対してエネルギー最小となる。従って調和写像になることが
わかる。境界値に対する調和写像の一意性 [4]より u∞ = u1∞が成り立つので、unはディスクの境
界でも調和写像に収束することがわかる。
また 2.のときはバブリングが起きる。すなわち rnを適当に正規化し直し上と同様の議論を行う
ことで、S2からの等角調和写像に収束することを示すことができる。
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1一意性は [4]を参照。
2厳密には κ を N の断面曲率の上界、i0 を N の単射半径、p ∈ N とするとき、0 < r < min( i0

2
, π
2
√
κ
) ならば

min{E(h) : h ∈ H1,2(D,B(p, r)), h− ḡ ∈ H1,2
0 (D,B(p, r))} を実現する写像 hがただ１つ存在する。


