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概 要

絡み目とは，有限個の円周の３次元球面への埋め込みである．絡み
目のMilnor不変量とは，絡み数の一般化として定義された整数列によっ
て定まる絡み目の不変量の族である．Polyakにより，長さ３の数列から
定まるMilnor不変量は結び目の Conway多項式によって表されること
が示されている．一方，Habeggerと LinによってMilnor不変量はスト
リング絡み目の不変量としても定義され，µ-不変量と呼ばれている．µ-
不変量をストリング絡み目のある条件のもとで HOMFLY多項式で表し
たので，これについて報告する．特に，長さ３の数列から定まる µ-不変
量の場合においては任意のストリング絡み目に対して HOMFLY多項式
と絡み数で表わすことが出来たので，これについても報告する．

1 導入
絡み目とは，有限個の円周の３次元球面への埋め込みである．特に一

つの円周の埋め込みを結び目と呼ぶ．結び目理論において，絡み目ある
いは結び目のアンビエントアイソトピーと呼ばれる同値関係による分類
は基本的な研究課題である．これらを分類するため，多くの絡み目（お
よび結び目）の不変量が構成されている．絡み目の不変量とは，アンビ
エントアイソトピーで移りあう絡み目どうしの値が変わらないような絡
み目全体の集合から数量や代数的量への写像である．絡み目の不変量を
用い，絡み目どうしを直接比較するのではなく，比較が容易である代数
的量を見つけ，それらを比較することを考える．結び目理論は，この絡
み目の不変量を研究する理論であるとも言える．
本結果は，絡み目の類似であるストリング絡み目と呼ばれる対象に対

する不変量である Milnor 不変量を他の既存の不変量で表現したもので
ある．以下，ストリング絡み目のMilnor不変量と HOMFLY多項式に
ついて紹介し，主結果であるこれらの関係について述べる．
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2 ストリング絡み目に対するMilnorの µ-

不変量
絡み目のMilnor不変量とは，絡み数の一般化として 1954年にMilnor

[M1, M2]によって定義された３次元球面内の順序付き有向絡み目に対す
る不変量の族である．また，後に Habegger-Lin[HL]により，ブレイド
群の Artin表現の拡張として定義されたストリング絡み目に関する自己
同型写像の正規部分群が構成され，このストリング絡み目に対する不変
量が本質的にMilnor不変量であるということが示されている．

ストリング絡み目とは，有限個の単位区間 I の円盤と単位区間の直
積への properな埋め込みの像で，単位区間 I の両端点が上下の円盤上
で同じ位置にくるものである (図 1)．（ストリング絡み目から絡み目へは
closureによる自然な全射が存在する．）

図 1: ストリング絡み目

任意の順序付き n成分ストリング絡み目 σ に対して，その補空間の
基本群 π1(D

2 × I \ σ)をその q 番目の降中心部分群で割った商群は，n
個の生成元からなる自由群を q 番目の降中心部分群で割った商群と同型
になる．ストリング絡み目の各成分のロンジチュードをこの商群の中で
見ることで，その Magnus表現を考える．自由群の Magnus表現とは，
自由群 F (m1,m2, · · · ,mn) からそれに対応する非可換な形式的冪級数
環 Z[[X1, · · · , Xn]]への生成元mi を 1+Xi に移す忠実な群準同型写像
である．

j 番目の成分のロンジチュードの Magnus 表現を与えたとき，各
項 Xi1Xi2 · · ·Xik の係数は，k < q のときストリング絡み目のイソ
トピー不変量となっている．これを µσ(i1, i2, · · · , ik, j) で表し，Mil-
norの µ-不変量と呼ぶ．特に，数列 i1, i2, · · · , ik, j が互いに異なるとき，
µσ(i1, i2, · · · , ik, j)は絡み目ホモトピーに関する不変量となる．絡み目
ホモトピーとはイソトピーと自己交差交換によって生成される同値関係
である．

特に，長さ 2のMilnor不変量は絡み数 lkと一致する．図 2のストリン
グ絡み目 σ1と σ2の長さ 2のMilnor不変量は µσ1(1, 2) = lkσ1(1, 2) = 1
および µσ2(1, 2) = lkσ2(1, 2) = 0である．



図 2: ストリング絡み目 σ1 と 2成分自明ストリング絡み目 σ2

また，Milnor不変量によって図 3のボロミアンストリング絡み目 σ3

と 3成分自明ストリング絡み目 σ4が絡み目ホモトピーに関して異なるス
トリング絡み目であることを示すことが出来る．実際，µσ3(1, 2, 3) = 1
であり，µσ4(1, 2, 3) = 0とななることから，２つのストリング絡み目が
異なることがわかる．

図 3: ボロミアンストリング絡み目 σ3 と 3成分自明ストリング絡み目 σ4

3 HOMFLY多項式
HOMFLY多項式とは，アレキサンダー多項式やジョーンズ多項式を

特別な場合として含むような多項式不変量であり，この多項式の複数の
発見者にちなみ，そのイニシャルをとり命名されたものである．
有向絡み目Lに対して，LのHOMFLY多項式 P (L; t, z) ∈ Z[t±1, z±1]

は次の２つの関係式によって特徴付けられる２変数多項式の絡み目の不
変量である．

1. P (U ; t, z) = 1,

2. t−1P (L+; t, z)− tP (L−; t, z) = zP (L0; t, z),

ここで，U は自明な結び目，また L+ および L−，L0 はある３次元球体
の内側では以下のように異なり，残りの部分では一致しているような絡
み目である．

L+ = ; L− = ; L0 = .

特に，n成分絡み目 Lの HOMFLY多項式は

P (L; t, z) =

N∑
k=1

P2k−1−r(L; t)z
2k−1−r

と表せる．ここで，P2k−1−r(L; t) ∈ Z[t±1] は Lの (2k− 1− r)番目の
係数多項式と呼ばれる．



さらに，HOMFLY 多項式に z = 1 を代入した t に関する多項式は
Conway多項式▽L(t)と呼ばれている．

4 有限型不変量
Milnor不変量と HOMFLY多項式は以下で述べるように有限型と呼

ばれる不変量の族であることが知られている．これを用いて，今回の主
結果である関係式を導いた．まず有限型不変量について定義を紹介する．

特異結び目とは，３次元球面への円周のはめ込みで特異な点として有
限個の二重点のみ持つものである．そのとき，任意のアーベル群 Gに対
して，Gに値を持つような結び目の不変量 v を特異結び目の不変量に拡
張することを考える．拡張の仕方は次のような関係式で行う．(拡張され
た不変量も v で表すこととする．)

v( ) = v( )− v( ).

　
そのとき，有限型不変量とは次のように定義される．

定義１. (Vassiliev) 結び目不変量 v が次数 m以下の有限型不変量であ
るとは，m+ 1個の特異点を持つ任意の特異結び目に対する値が全て 0
である．

ここで，Vm を次数 m以下の有限型不変量全体と定義すると，以下
のようなフィルトレーションが得られる．

V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vm ⊂ Vm+1 ⊂ · · · .

このとき，V0 は定値写像のみ，V0 = V1，V2 \ V1 は Conway多項式の
２次の係数 a2 の定数倍で表されるなど，次数の低い有限型不変量はす
でに知られている．

絡み目やストリング絡み目の場合も各成分ごとに同様に定義ができ
る．以下のようにMilnor不変量と HOMFLY多項式は有限型であるこ
とが示されている．

定理１. (Bar-Natan) ストリング絡み目 σ に対する Milnor 不変量
µσ(i1, i2, · · · , ik, j)は次数 k の有限型不変量である．

定理２. (Kanenobu-Miyazawa)任意の絡み目Lに対して，HOMFLY多
項式の k番目の係数多項式 Pk(L; t)の t = 1における l階微分 P

(l)
k (L; 1)

は次数 k + lの有限型不変量である．

Polyak氏により次数が２の有限型不変量に対応する絡み目のMilnor
不変量 µ(i1, i2, i3)と，次数２の結び目の有限型不変量であるConway多
項式の２次の係数 a2 との関係が示されている ([P])．この関係は次数２
の結び目の有限型不変量が本質的に a2 のみであることを用いている．さ
らにこの拡張として，成分数の異なる絡み目の同じ次数の有限型不変量
の間の関係を考えたMeilhan氏および安原氏の結果がある ([MY])．これ
は，絡み目のMilnor不変量と結び目の HOMFLY多項式の関係式を得
たものである．さらにその結果を改良した安原氏と著者との結果 ([KY])
もある．今回の結果はこれらの関係式をストリング絡み目に対して与え
たものである．



5 主結果
ストリング絡み目のMilnor不変量と結び目のHOMFLY多項式に関

して，ある条件の元で以下のような１つの関係式を得た．
ここで，ストリング絡み目から結び目を構成する closure operation

を以下のように定義する．
σ を n 成分ストリング絡み目とする．また，整数列 12 · · ·n の置換

によって得られる数列 I = i1i2 · · · in とその部分列 J = j1j2 · · · jk の組
が与えられたとき，以下の操作で結び目を構成する．まず，σJ を σ の
j1, j2, · · · , jk以外の紐を他のすべての紐の下にくる自明な紐に取り替えた
n成分ストリング絡み目とする．また，bI を置換 b =

( i1 i2 ··· ik−1 ik
i2 i3 ··· ik i1

)
に

よって以下の構成で定義される n成分ブレイドとする．線分 Sip (1 ≤ p ≤
n)を (ip, 0)と (b(ip), 1)を繋いだ線分とし，交点に各 k (1 ≤ k ≤ n− 1)
に対して Sbk(1) が Sbk

′
(1) (k < k′)の下となるよう上下の情報を定める．

このとき結び目 σI,J を σJ と bI の積の通常の closureにより定義する．

定理３. 任意の n(≥ 4) 成分ストリング絡み目 σ に対して，その長さ
n − 2以下のMilnorの絡み目ホモトピー不変量が全て消えているとき，
数列 12 · · ·nの置換によって得られる任意の整数列 I に対して，以下の
関係式が成り立つ．

µσ(I) =
(−1)n−1

(n− 1)!2n−1

∑
J:I の部分列

(−1)|J|P
(n−1)
0 (σI,J ; 1).

ここで，|J |は数列 J の長さを表す．

さらに，長さ３のMIlnor不変量に関しては，ストリング絡み目に対
する制限がなく，以下の関係式を得た．

定理４. 任意の n(≥ 3)成分ストリング絡み目 σ と 1から nの間の互い
に異なる整数からなる列 I = i1i2i3 に対して，以下の関係式が成り立つ．

µσ(I) = −
∑

J:I の部分列

(−1)|J|a2(σI,J)− lkσ(i1i2)lkσ(i2i3) +AI .

ここで，

AI =


lkσ(i1i2) (i2 < i3 < i1)

−lkσ(i1i2) (i1 < i3 < i2)

0 (otherwise).

とする．　

6 例
図 4 で表される 3 成分ストリング絡み目を σ とする．そのとき，

µσ(132) = −1，µσ(312) = 1，µσ(231) = µσ(123) = µσ(321) =
µσ(213) = 0. さらに，lkσ(12) = lkσ(23) = 0 および lkσ(13) = 1
となる．



一方，σ123,J は全て自明な絡み目となる．よって，定理２の関係式の
右辺は

−
∑

J<123

(−1)|J|a2(σ123,J)− lkσ(12)lkσ(23) = 0− 0 · 0 = 0,

−
∑

J<231

(−1)|J|a2(σ231,J)− lkσ(23)lkσ(31) = 0− 0 · 1 = 0,

−
∑

J<312

(−1)|J|a2(σ312,J)− lkσ(31)lkσ(12) + lkσ(13) = 0− 0 · 0 + 1 = 1.

さらに，σ132,132 と σ132,13 はともに８の字結び目であり，８の字結
び目の Conway多項式は 1− z2 より，a2(σ132,132) = a2(σ132,13) = −1
また，σ132,J (J ̸= 132, 13) はすべて自明な結び目．よって，定理２の関
係式の右辺は

−
∑

J<132

(−1)|J|a2(σ132,J)− lkσ(13)lkσ(32)− lkσ(13) = −1,

−
∑

J<213

(−1)|J|a2(σ213,J)− lkσ(21)lkσ(13) = 0,

−
∑

J<321

(−1)|J|a2(σ321,J)− lkσ(32)lkσ(21) = 0.

となる．

図 4: ストリング絡み目とその closure operationによって得られる結び目
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