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1. 導入
擬フロベニウス局所環や可換ゴーレンステイン局所環などの環は幅広く研究されてい
る (e.g. [3], [8]). 本研究は, そういった環のクラスを含むアウスランダー・ゴーレンス
テイン局所環の構成を目的とするものである.

例えば

1. A型の正則 3次元多元環,

2. 標数0の体上のワイル多元環,

3. 有限次元リー代数の包絡多元環,

4. Sklyanin多元環

等がアウスランダー・ゴーレンステイン環であることが知られている ([2], [4], [5], [11]).

本講演ではフロベニウス拡大の概念を使うことにより任意のアウスランダー・ゴー
レンステイン局所環Rから体系的に別なアウスランダー・ゴーレンステイン局所環A

を作り出すことについて話をする.

2. 準備
まず初めに移入加群, 平坦加群の定義をし, それらを使いアウスランダー・ゴーレンス
テイン環の定義をする.

定義 2.1. Rを環とする. R-加群 Iが移入加群 (injective module) とは, 任意の単射準
同型 X

α→ Y に対して, 次が全射になることである:

HomR(Y, I)
Hom(α,I)−→ HomR(X, I)

定義 2.2. Rを環とする. 右R-加群 Mが平坦加群 (flat module) とは, 左R-加群の任意
の完全列0 → X

α→ Y に対して, 次が完全列になることである:

0 → M ⊗R X
M⊗α→ M ⊗R Y

定義 2.3. R-加群Mについて, 各項Fiが平坦加群である次のような完全列

0 → Fn → · · · → F1 → F0 → M → 0

が存在するとき, これを長さnの平坦分解という. このときMの平坦次元 (flat dimen-

sion)はn以下であるといって, flat dim M ≤ nと表す. さらに, nがflat dim M ≤ nと
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なる最小の整数であるとき, M の平坦次元はnであるといい, flat dim M = nで表す.

また, 長さが有限の平坦分解が存在しない場合には, flat dim M = ∞と定める. 同様
に, 任意のR-加群 X について, 各 Ii が移入加群である次の完全列

0 → X
λ0→ I0

λ1→ I1 → · · · λn→ In → 0

を移入分解と呼び,移入次元(injective dimension)が定義される. また,各λi(Ei−1) ↪→ Ei

が移入包絡と呼ばれる特別な準同型のとき, これを 極小移入分解と呼ぶ.

定義 2.4 (Björk). R を左かつ右ネーター環, n ≥ 0, I•: R の極小移入分解とする. こ
のとき

R が アウスランダー条件を満たす
def⇔ flat dim I i ≤ i (任意の 0 ≤ i ≤ n).

R が アウスランダー・ゴーレンステイン環
def⇔ ·inj dim R = inj dim Rop < ∞,

·R はアウスランダー条件を満たす.

中山・都筑 [9, 10]によるフロベニウス拡大の概念を, 我々の研究の場合に置き換えて
定義する.

定義 2.5. A, R: 環に対し,

A は R の拡大環
def⇐⇒ A は R を部分環として含む (A/R と書くことにする).

A/R :フロベニウス拡大 :
def⇐⇒ (F1)A :有限生成左R −加群;

(F2)A :有限生成射影右R −加群;

(F3)A ∼= HomR(A,R)(右A −加群として).

命題 2.6. 任意のフロベニウス拡大 Λ/A, A/R に対して Λ/R もフロベニウス拡大で
ある.

命題 2.7 (cf. [1]). フロベニウス拡大 A/R に対して次が成り立つ.

R: アウスランダー・ゴーレンステイン環

⇒ A: アウスランダー・ゴーレンステイン環 かつ inj dim A ≤ inj dim R.

定義 2.8. 本講演を通して,

n ≥ 2, G = {0, 1, . . . , n − 1}: 集合に対して

π =

(
0 1 · · · n − 1

1 2 · · · 0

)
をGの巡回置換とする.

注意 2.9. G × G → G, (i, j) 7→ πj(i) とすれば G は巡回群 (単位元は0) となる.

では, 実際にアウスランダー・ゴーレンステイン局所環の構成についてみていく.

(q, χ): 下記の (X1), (X2)を満たす二つ組
q: 整数
χ : G → Z: 写像
をとる.

(X1) q − χ(n − j + i) ≤ χ(j) − χ(i) ≤ χ(j − i) (i < j である任意の i, j ∈ G);

(X2) χ(i) + χ(n − i − 1) = χ(n − 1) (任意の i ∈ G).



注意 2.10. q ≤ n かつ χ(i) = i (任意の i ∈ G) とすれば (X1), (X2)を満たす.

任意の i, j ∈ G に対して次のように置く

ω(i, j) =

{
χ(i) + χ(j) − χ(πj(i)) (i + j < n),

χ(i) + χ(j) − χ(πj(i)) − q (i + j ≥ n)

補題 2.11. 次が成り立つ.

(1) ω(i, j) ≥ 0 (任意の i, j ∈ G).

(2) ω(0, i) = ω(i, 0) = χ(0) = 0 (任意の i ∈ G).

(3) ω(i, n − i − 1) = 0 (任意の i ∈ G).

Rを環とし, 条件 (*)を満たす三つ組み (σ; c, t) (σ ∈ Aut(R) であり c, t ∈ R)

を持つものとする:

(∗) c, t ∈ Rσ かつ xc = cσ(x), xt = tσq(x) (任意の x ∈ R).

注意 2.12. 条件 (*) は以下のような場合に成り立つ:

1. σ = idR かつ c, t ∈ Z(R) (Z(R) : 環R の中心),

2. 任意のσ と c = t = 0.

上の環Rから具体的に環Aを構成する.

定義 2.13. A: 自由右 R-加群とし, その基底を {ei}i∈G とする.

A 上の積を以下のように定義する:

(M1) eiej = eπj(i)c
ω(i,j) (i + j < n)

eiej = eπj(i)tc
ω(i,j) (i + j ≥ n);

(M2) xei = eiσ
χ(i)(x) (任意の x ∈ R, 任意の i ∈ G).

3. 主定理
命題 3.1. 次が成り立つ.

(1) A は結合的な環であり, 単位元は 1A = e0 である.

(2) A は R の拡大環になる. (単射環準同型R → A, x 7→ e0xを通して)

(3) A/R はフロベニウス拡大である.

命題 3.2. t ∈ rad(R)とする. このとき R/rad(R)
∼→ A/rad(A)が成り立つ.

(rad(R): 環Rのジャコブソン根基)

以上のことを使うことにより, 以下の主結果を得ることが出来た.

定理 3.3. t ∈ rad(R) とする.

このとき,

A: アウスランダー・ゴーレンステイン局所環
⇐⇒ R: アウスランダー・ゴーレンステイン局所環 かつ inj dim R = inj dim A.



また, 計算により

t ∈ rad(R) ⇐⇒ c ∈ rad(R)かつω(i, n − i) > 0(任意の i 6= 0).

が成り立つこともわかった.

よって, 上の定理は次のように言い換えられる.

定理 3.4. 次を仮定する

1. c ∈ rad(R),

2. nχ(i) > iq (任意の i 6= 0).

このとき以下が成り立つ;

A: アウスランダー・ゴーレンステイン局所環
⇐⇒ R: アウスランダー・ゴーレンステイン局所環 かつ inj dim R = inj dim A.

講演では, 実際に環Rから新しい環Aを作った例を紹介するつもりである.

尚, 本講演は筑波大学・星野光男氏, 東京電機大学・古賀寛尚氏との共同研究 [7] に基
づくものである.
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