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1 導入
多重ゼータ値とは自然数の組 (α1, α2, · · · , αn) (α1, α2, · · · , αn ∈ N, αn ≥

2) に対して,次の級数で定義される実数である:

ζ(α1, α2, · · · , αn) :=
∑

0<m1<m2<···<mn

1

m1
α1m2

α2 · · ·mn
αn

.

αn = 1 だと級数が収束しないため αn ≥ 2 としている. α1+α2+ · · ·+αn

のことを重さ (weight), nを深さ (depth) という. n = 1のものがリーマ
ンゼータ値である. この多重ゼータ値の研究は Euler [2] に始まる (当時
は depth が 2のものしか考えられていなかった). Euler の研究の後, し
ばらくの間は多重ゼータ値の研究はあまり行われていなかったのだが, 20
世紀に入ってから再び取り上げられ研究されるようになった. 1990年代
に入ってからは, 数論幾何や Galois 表現, 結び目不変量や量子群など多く
の分野との密接な関わりが注目されるようになり, 研究が活発になってき
た. この多重ゼータ値 ζ(α1, α2, · · · , αn)には次のような積分表示がある
ことが知られている.

ζ(α1, α2, · · · , αn) =

∫
· · ·

∫
0<t1<···<tα1+···αn<1

dt1
1− t1

dt2
t2

· · · dtα1

tα1
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1− tα1+1
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tα1+2
· · · dtα1+α2
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×

× · · ·
dtα1+···αn−1+1

1− tα1+···αn−1+1

dtα1+···αn−1+2

tα1+···αn−1+2
· · · dtα1+···αn
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.

この積分の
dti

1− ti
を級数展開して積分を繰り返すことによって, 上の多

重級数と等しいことがわかる.
dti

1− ti
の個数が depth を,

dti
1− ti

と
dti
ti
を



合わせた個数が weight を表している. この積分表示が, 主結果の証明を
行う上で非常に重要な役割を果たすのである. 現在, 多重ゼータ値の研究
は活発に行われているのであるが, その中の一つに「多重ゼータ値の間の
線型関係式を見つける」というものがある. たくさんの関係式を知りた
い方は [1] を参照していただきたい. この研究は Euler の時代から行われ
ており, Euler は [2] において次の式を示した.∑

α1+α2=m
α1,α2≥1

ζ(α1, α2 + 1) = ζ(m+ 1) (m ≥ 2).

そしてこの関係式を一般の depth に拡張したのが Granville [4] でありそ
れを和公式と呼ぶ.

さて, タイトルにも出てくる「重みつき和公式」であるが, これはその
名の通り多重ゼータ値に重みがついた和公式である. たくさんの重みつ
き和公式があるのだが, その中の一つに Ohno–Zudilin [6] が示した次の
関係式がある.∑

α1+α2=m
α1,α2≥1

2α2+1ζ(α1, α2 + 1) = (m+ 2)ζ(m+ 1) (m ≥ 2).

これは, Euler が示した式における多重ゼータ値に重みがついたものと見
ることができる. そして Granville が示した和公式における多重ゼータ値
に重みがついたもの, すなわち Ohno–Zudilin の結果を一般の depth に拡
張したのが Eie–Liaw–Ong [3] であり, 次の関係式だ.

∑
|α|=m

n∑
j=1

2α2j+1ζ(α1, · · · , α2n−1, α2n +1) = (m+2n)ζ(m+1) (m ≥ 2n).

ただし, |α| := α1 + · · ·+ α2n とし,
∑

|α|=m

は自然数 α1, · · · , α2n で和が m

になるものにわたる和である.

今回の研究で, Eie–Liaw–Ong の結果のある種の一般化になっている式
が得られた.



2 主結果
Theorem 2.1. 非負の整数 k, r と 4つのパラメータ µ1, µ2, ξ1, ξ2 に対し
て次の式が成り立つ.∑

a1+a2=k
x1+x2=r

µa1
1 µa2

2 ξx1
1 ξx2

2 ζ(a1 + x1 + 2)ζ(a2 + x2 + 2)

=
∑
σ∈S2

[ ∑
a1+a2=k
x1+x2=r

µa1
σ(1)µ

a2
σ(2)ξ

x1

σ(1)ξ
x2

σ(2)×

×
∑

|α|=a1+x1+1
|β|=a2+x2+1

ζ(α0, α1, · · · , αa1 + 1, β0, β1, · · · , βa2 + 1)+

+
∑

a1+a2+a3=k
x1+x2+x3=r

{
µa3
σ(2)ξ

x3

σ(2) + µa3
σ(1)ξ

x3

σ(1)

}
µa1
σ(1)ξ

x1

σ(1)(µσ(1) + µσ(2))
a2(ξσ(1) + ξσ(2))

x2×

×
∑

|α|=a1+x1+1
|β|=a2+x2+1

ζ(α0, · · · , αa1 , β0, β1, · · · , βa2 + γ0, γ1, · · · , γa3 + 1).

この式において µ1 = 1, µ2 = −1, ξ1 = 1, ξ2 = 1 とし, 少し計算すると
Eie–Liaw–Ong の結果が得られる.

他にも関係式が得られたのだが, 式が長くページに収まりきらないので
ここでは省略することにする.
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