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1. Mixed polynomials

P (z, z̄)を複素変数 z = (z1, . . . , zn) とその複素共役 z̄ = (z̄1, . . . , z̄n)を用いて次のよ
うに表される多項式とする:

P (z, z̄) :=
∑
ν,µ

cν,µz
ν z̄µ,

ここで ν = (ν1, . . . , νn)に対して zν = zν1
1 · · · zνn

n (µ = (µ1, . . . , µn)に対して z̄µ =

z̄µ1

1 · · · z̄µn
n )と定める. このような多項式を混合多項式と呼ぶ [18, 19]. 各 j = 1, . . . , nに

対して P
(
(0, . . . , 0, zj, 0, . . . , 0), (0, . . . , 0, z̄j, 0, . . . , 0)

)
6≡ 0が成り立つとき, P (z, z̄)は

convenientであるという.

ρ1(x,y)とρ2(x,y)をR2nからRへの実多項式写像とし,実変数をx = (x1, . . . , xn),y =

(y1, . . . , yn)とおく. このとき (ρ1, ρ2) : R2n → R2は次のように混合多項式写像で表す
ことができる:

P (z, z̄) := ρ1

(z + z̄

2
,
z − z̄

2i

)
+ iρ2

(z + z̄

2
,
z − z̄

2i

)
,

ここで zj = xj + iyj (j = 1, . . . , n).

<P と=P はそれぞれ混合多項式P の実部と虚部とする. <P と=P のグラディエン
トが一次従属になる点w ∈ CnをPの特異点という. Pの特異点wは次の性質をもつ.

Proposition 1 ([18] Proposition 1). 次の条件は同値である:

1. wはPの特異点である.

2. ある複素数αが存在して, |α| = 1,(∂P

∂z1

(w), . . . ,
∂P

∂zn

(w)
)
= α

(∂P

∂z̄1

(w), . . . ,
∂P

∂z̄n

(w)
)
.

2. Milnor fibrations

P (z) はCnの原点 o = (0, . . . , 0)で消えるn変数 z = (z1, . . . , zn) の複素多項式とす
る. oはP (z)の特異点, つまり (∂P/∂z1)(o) = · · · = (∂P/∂zn)(o) = 0をみたす点とす
る. 1968年にJ. Milnorは次のことを証明した.

Theorem 1 ([14]). 十分小さい正の数 ε0が存在して, 0 < ε ≤ ε0をみたす任意の正の
数 εに対し,

P

|P |
: S2n−1

ε \ KP → S1

は局所自明なファイバー束になる. ここでS2n−1
ε は (2n− 1)次元の原点を中心にもつ半

径 εの球面とし, KP = S2n−1
ε ∩ P−1(0)とおく.
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このファイバー束をMilnor束と呼ぶ. 原点がP (z)の孤立特異点になるとき,このファ
イバー束の各ファイバーは (n − 1)次元球面Sn−1のブーケSn−1 ∨ · · · ∨ Sn−1と同じホ
モトピー型をもつ. ブーケとは Sn−1の µ個のコピー Sn−1

1 , . . . , Sn−1
µ を用意し, そこか

ら 1点 xj ∈ Sn−1
j を選ぶ. そして, 球面のコピーの非交和 Sn−1

1 ∪ · · · ∪ Sn−1
µ において

x1, . . . , xµを1点に同一視して得られる位相空間のことをいう. この位相空間は点xjの
選び方に依存しない. よってファイバーFのホモロジー群は

Hk(F ; Z) =


Z ⊕ · · · ⊕ Z k = n − 1

Z k = 0

0 otherwise

となる. またファイバーF の閉包は内部がF で境界がKP になる滑らかな多様体であ
る. このときKPはホモトピー群πj(KP ) (0 ≤ j ≤ n− 3)が全て自明になる滑らかな多
様体である. このような多様体を (n− 3)-連結であるという. KPを特異点の絡み目と呼
ぶ. 複素超曲面の特異点の絡み目は, 後で説明する単純なファイバー絡み目の重要な例
になっている. 例えばn = 2のとき, f(z) = zp

1 + zq
2としたときのKfは (p, q)-トーラス

リンクになる. 一般には複素多項式の孤立特異点から定まる絡み目はトーラスリンク
のケーブルリンクで, ケーブルの係数たちはある不等式をみたしているものになる [6].

混合多項式P (z, z̄)が非退化なとき, 複素多項式と同様にMilnor束が存在することが
知られている [19].

3. Polar weighted homogeneous mixed polynomials

p1, . . . , pnは gcd(p1, . . . , pn) = 1をみたす整数, q1, . . . , qnは非負な整数とする. この
ときCn上のS1-作用とR∗-作用を次のように定義する:

s ◦ z = (sp1z1, . . . , s
pnzn), s ∈ S1.

r ◦ z = (rq1z1, . . . , r
qnzn), r ∈ R∗.

もし正の整数dpが存在してP (z, z̄)が次の等式をみたすとする:

P (sp1z1, . . . , s
pnzn, s̄p1 z̄1, . . . , s̄

p1 z̄n) = sdpP (z, z̄), s ∈ S1,

このとき混合多項式P はpolar weighted homogeneousであるという. また正の整数 dr

が存在してP (z, z̄)が次の等式をみたすき, Pは radial weighted homogeneousであると
いう:

P (rq1z1, . . . , r
qnzn, r

q1 z̄1, . . . , r
qn z̄n) = rdrP (z, z̄), r ∈ R∗.

polar かつ radial weighted homogeneousな混合多項式 P (z, z̄)が複素多項式のとき,

P (z, z̄)は擬斉次多項式と呼ぶ. もしP が polar かつ radial weighted homogeneous な
らば,

P : Cn \ P−1(0) → C∗

は局所自明なファイバー束であり, モノドロミー写像h : F → Fは

h(z) = exp
(2πi

dp

)
◦z =

(
z1 exp

(2p1πi

dp

)
, . . . , zn exp

(2pnπi

dp

))



で与えられる [20, 4, 18, 19].

混合多項式P (z, z̄)はpolarかつ radial weighted homogeneousであると仮定する. こ
のとき次の等式が成り立つ:

dpP (z, z̄) =
∑n

j=1 pj

(
∂P
∂zj

zj − ∂P
∂zj

zj

)
,

drP (z, z̄) =
∑n

j=1 qj

(
∂P
∂zj

zj + ∂P
∂zj

zj

)
.

また j = 1, . . . , nに対して, pj = qjならば,∑n
j=1 pj

∂P
∂zj

zj = dp+dr

2
P (z, z̄)

が成り立つ.

4. Deformations

混合多項式P (z, z̄)の変形とは多項式写像

Ft : Cn × R → C, (z, t) 7→ Ft(z)

で, F0(z) = P (z, z̄)をみたすものとする. 原点oはP (z)の孤立特異点と仮定する. この
ときKP := S2n−1

ε ∩ P−1(0)はS2n−1
ε に余次元 2で埋め込まれた滑らかな多様体になる.

ここでS2n−1
ε は原点中心の半径 εの2n − 1次元球面である (0 < ε << 1).

複素特異点のとき,原点の近傍UとP (z)の変形Ftで各0 < t << 1に対してFt(z)は複
素多項式で, U内のFt(z)の特異点はMorse特異点になるものが存在する(Morsification)

[5]. ここでMorse特異点とは次の多項式の特異点として表される特異点のことである:

f(z) = z2
1 + · · · + z2

n. 特にn = 2のときは, Milnor束のモノドロミー写像の計算に応用
することができる [1, 8, 9, 10].

5. Milnor数のenhancement

(S2n−1, K)を絡み目, つまりKは (2n − 1)次元球面 S2n−1内の余次元 2の向き付け
られた閉多様体とする. N(K)でKのS2n−1内のチューブ近傍を表し, E(K) = S2n−1\
Int(N(K))とおく. N(K)が2次元円板上のファイバー束

φ0 : N(K) → D2

とE(K)がS1上のファイバー束

φ1 : E(K) → S1

をもち, さらに φ0|∂N(K) = φ1|∂N(K)をみたすとき, Kをファイバー絡み目という.

このファイバー束はS2n−1のオープンブック分解とも呼ばれている. ファイバー絡み目
Kが (n− 3)-連結かつファイバー曲面が (n− 2)-連結のときKは単純であるという. 複
素多項式から定まるファイバー絡み目は単純であることが知られている [14]. ただし,

混合多項式のときはファイバー絡み目が常に単純になるのかはわかっていない. 単純な
ファイバー絡み目 (S2n−1, K)のファイバーの (n− 1)次ホモロジー群のランクをMilnor

数と呼びµ(K)で表す.



W. NeumannとL. Rudolphはファイバー絡み目の研究のために接束TS2n−1⊕R内の
向き付けられた (2n−2)次元平面場でE(K)上ではKのファイバー束の各ファイバーに
横断的に交わっていて, K上では K⊕Rに接している平面場を研究した [15, 16, 17, 21].

この平面場は写像Λ : S2n−1 → G(2n − 2, 2n)を定義する. ここでG(2n − 2, 2n)はR2n

内の向き付けられた (2n − 2)次元の平面場によるグラスマン多様体である. Neumann

とRudolphはホモトピー群π2n−1(G(2n − 2, 2n))が

π2n−1(S
2n−1) ⊕ π2n−1(S

2n−2) ∼= Z ⊕ Z/rZ

と同型であることを示した. ここでn = 2のとき r = 0でn > 2のとき r = 2とする. さ
らに, Λのホモトピー類は ((−1)nµ(K), λ(K)) ∈ Z ⊕ Z/rZ と表すことができることを
示した. この整数の組 ((−1)nµ(K), λ(K))のことを enhanced Milnor数と呼び, λ(K)の
ことをMilnor数の enhancementと呼ぶ. P (z, z̄)が複素多項式のときは常にλ(KP ) = 0

になることが知られている. 一方で次の定理が成り立つ.

Theorem 2 ([11], Theorem 1). 任意の k ∈ Z/rZに対して, λ(KP ) = kを満たすファ
イバー束P/|P | : S2n−1

ε \ KP → S1 をもつ混合多項式P (z, z̄)が存在する.

もし混合多項式P (z, z̄)の孤立特異点が変形によりMorse特異点のみに分裂するなら
ば, λ(KP ) ≥ 0となる. よって混合多項式の孤立特異点でMorse特異点に分裂しない
ものが存在する.

6. Generic maps

XとY はそれぞれn次元とm次元の滑らかな多様体とする. またC∞(X,Y )はXか
らY への滑らかな写像全体の集合とする. f, g ∈ C∞(X,Y )がp ∈ Xにおいて r-同値で
あるとは, f(p) = g(p)であり, pを中心とする局所座標系 (U,ϕ)とf(p)を中心とする局
所座標系 (V, ψ)に対して,

∂k1+···+kn(ψ ◦ fi ◦ ϕ−1)

∂xk1
1 · · · ∂xkn

n

(ϕ(p)) =
∂k1+···+kn(ψ ◦ gi ◦ ϕ−1)

∂xk1
1 · · · ∂xkn

n

(ϕ(p))

が全ての1 ≤ i ≤ m, およびk1 + · · · kn ≤ rなる負でない整数の全ての組 (k1, . . . , kn) に
対して成立するときにいう. ここでf = (f1, . . . , fm), g = (g1, . . . , gm)とおく.

r-同値はC∞(X,Y )の元の間の同値関係である. fの属する同値類を fの pにおける
r-ジェットといい, 記号 jrf(p)で表す. また f : X → Y で f(p) = qを満たす pにおける
r-ジェット全体の集合をJr(X,Y, p, q) = {jrf(p) | f(p) = q}と書き,

Jr(X,Y ) :=
∪

(p,q)∈X×Y

Jr(X,Y, p, q)

とおく. このとき Jr(X,Y )は r-ジェット空間という. Jr(X,Y )は滑らかな多様体であ
り, fの r-拡大 jrf : X → Jr(X,Y )は p 7→ jrf(p)と定義すると jrfは滑らかな写像で
ある.

以下ではm = 2と仮定する. J1(X,Y )は (3n + 2)次元多様体である. J1(X,Y )の余
次元 (n − 2 + k)k-部分多様体を次のように定義する:

Sk(X,Y ) = {j1f(p) ∈ J1(X,Y ) | rank dfp = 2 − k} (k = 1, 2).



またSk(f)を次のように定義する:

Sk(f) = {z ∈ U | rank df(z) = 2 − k} (k = 0, 1, 2).

ここでS0(f)はfの正則点の集合であり, S1(f) ∪ S2(f)はfの特異点集合である.

滑らかな写像f : X → Y がジェネリックであるとは, fが次の条件をみたすときであ
る [13]:

1. j1fはS1(X,Y )及びS2(X,Y )と横断的に交わる,

2. j2fはS2
1(X,Y )と横断的に交わる,

ここでS2
1(f) = S1(f |S1(f))と表し, S2

1(X,Y ) は次のように定義する:

S2
1(X,Y ) =

j2f(p) ∈ J2(X,Y )

∣∣∣∣∣∣∣∣
j1f(p) ∈ S1(X,Y ),

j1f(p) is transversal to S1(X,Y ),

rankd(f | S1(f))(p) = 0

 .

もし f : X → Y がジェネリックならば, ある p ∈ S1(f)中心の局所座標 (x1, . . . , xn)が
存在して, pの近傍でfは次のいずれかの形で書ける:

(1) (x1, . . . , xn) 7→ (x1,

n∑
j=2

±x2
j),

(2) (x1, . . . , xn) 7→ (x1,

n∑
j=3

±x2
j + x1x2 + x3

2).

(1)のときは pは折り目特異点であるといい, (2)のときは pはカスプであるという. ま
た各xj (j = 2, . . . , n)の係数が全て正または負のときは定値折り目特異点と呼び, そう
ではないとき不定値折り目特異点と呼ぶ.

ジェネリック写像はC∞(X,Y )内で稠密に存在することが知られている. 4次元多様
体から2次元多様体への滑らかな写像が特異点として, Morse特異点と不定値折り目特
異点しかもたないとき, broken Lefschetz fibrationという [2, 3, 7, 22].

7. Main results

本講演では次のような混合多項式f(z)g(z)の変形を考える. f(z)とg(z)はconvenient

な2変数複素擬斉次多項式で共通の分枝を持たず, 原点が孤立特異点になると仮定する.

またC2上のC∗-作用を次のように定義する:

c ◦ z = (cqz1, c
pz2), c ∈ C∗, gcd(p, q) = 1.

このときf(z)g(z)はf(c ◦ z)g(c ◦ z) = cpq(m−n)f(z)g(z) (m > n) をみたすと仮定する.

Uは原点oの十分小さい近傍とする. 最初に次のようなf(z)g(z)の変形を考える:

Ft(z) = f(z)g(z) + th(z),

h(z) =

{
γ1z

p(m−n)
1 + γ2z

q(m−n)
2 (g(z)は線形多項式ではない)

zm
1 z1 + zm−1

1 + γzm−1
2 (g(z)は線形多項式).

このときFt(z)の特異点は次の性質を持つ:



• Sj(Ft)の各連結成分はS1-作用の軌道になる,

• S2(Ft) = {o} または ∅.

さらに次の性質をみたすh(z)の存在を示すことができる.

Theorem 3 ([12]). U内では S1(Ft)の各点が不定値折り目特異点になり, 原点 oのリ
ンクF−1

t (0) ∩ S3
εが (p(m − n), q(m − n))-トーラスリンクになるh(z)が存在する.

次に定理3で得られたFt(z)の変形を考える:

Ft,s(z) := f(z)g(z) + th(z) + s`(z),

ここで `(z) = c1z1 + c2z2, c1, c2 ∈ C \ {0}, 0 < s << t << 1とする.

Theorem 4 ([12]). Ft(z)は定理3のf(z)g(z)の変形とする. このときS1(Ft,s)の各点が
不定値折り目特異点になり, S2(Ft,s)の各点が混合Morse特異点になる `(z)が存在する.

ここでwを混合多項式P (z, z̄)の孤立特異点, c = P (w, w̄)でS2n−1
w はw中心の球面

とする. もしリンクP−1(c) ∩ S2n−1
w が有向リンクとして複素Morse特異点のリンクと

アイソトピックならば, wを混合Morse特異点と呼ぶ.
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