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1 序
実 (2n+ 1)次元多様体上の接触構造とは, ある 1形式 ηが存在して, η ∧ (dη)n 6= 0 を満
たすものであった. この概念を奇数次元の複素多様体へ拡張したものを考えたい. この拡
張はKobayashiの論文 [6]に始まり, それ以来 Ishihara-Konishi [5], Blair [2]らの研究によ
り進展が見られている. 実接触幾何において, normalityをもつ接触構造は佐々木構造と呼
ばれ, 近年, 物理学からも注目される重要な存在となっている. 本講演では複素接触多様体
に対する normalityと, C2nの複素超曲面における複素概接触計量構造について紹介する.

2 定義
Definition 2.1. M を (2n+ 1)次元の複素多様体, {Oλ}をその開被覆とする. M が複
素接触多様体であるとは, 以下の 1)と 2)を満たすものとする.

1) 各Oλにおいて正則 1形式 ωλ がとれて, Oλの各点で,ωλ ∧ (dωλ)
n 6= 0.

2) Oλ ∩ Oµ 6= φ ならば, その上に 0でない正則関数 hλµが存在し,ωλ = hλµωµ.

各Oλにおいて, Hλ = {X ∈ TOλ |ωλ(X) = 0}と定義しておく. hλµたちは 0でないので,

Oλ ∩Oµ上でHλ = Hµが成り立つ. よってH = ∪Hλはwell-definedで, M 上の正則かつ,

可積分でない subbundle である. これを horizontal subbundle と呼ぶ.

Definition 2.2. (M,J, g)を (4n+2)次元のHermite多様体 (Jは概複素構造, gは Hermite

計量), {Oλ}をその開被覆とする. Mが複素概接触計量多様体とは, 以下の 1)と 2)を満た
すものとする.

1) 各Oλにおいて, 1形式 uλ と vλ = uλJ , (1,1)-テンソル Gλ と Hλ = GλJ , 単位ベクト
ル場 Uλ と Vλ = −JUλ が存在して, 以下を満たす.

H2
λ = G2

λ = −id+ uλ ⊗ Uλ + vλ ⊗ Vλ, g(GλX, Y ) = −g(X,GλY ),

g(Uλ, X) = u(X), GλJλ = −JλGλ, GλUλ = 0, uλ(Uλ) = 1.

2) Oλ ∩ Oµ 6= φならば, Oλ ∩ Oµ 上に a2 + b2 = 1 なる関数 a, b が存在して,

uµ = auλ − bvλ, vµ = buλ + avλ, Gµ = aGλ − bHλ, Hµ = bGλ + aHλ.

複素接触多様体Mに対して,ωλ = uλ − ivλ と 2つの実形式に分解することでM上に複素
概接触計量構造を構成出来る.これを複素接触計量構造と呼ぶ. 定義は以下の通りである.



Definition 2.3. (Jλ, Gλ, Hλ, uλ, vλ, Uλ, Vλ, g) がM 上の複素接触計量構造とは

g(X,GλY ) = duλ(X, Y ) + (σλ ∧ vλ)(X, Y ),

g(X,HλY ) = dvλ(X,Y )− (σλ ∧ uλ)(X,Y )

を満たす複素概接触計量構造とする. ここで σλ(X) = g(∇XU, V ) (∇ は gに関する Levi-

Civita接続).

Example 2.4. C3上に（大域的な）正則 1形式 ω = (dz3 − z2dz1)/2 が存在して,C3は
複素接触多様体になる. さらに複素接触計量構造がBlair ら [1]により構成されている.

3 Normality

記号はこれまでの通りとする (以下, 添字は省略する). Ishihara-Konishi [3]は複素概接
触計量構造 (J,G,H, u, v, U, V, g) の normalityを, 以下に定義する 2つのテンソル S, T が
恒等的に 0になることと定義した.

S(X, Y ) = [G,G](X, Y ) + 2g(X,GY )U − 2g(X,HY )V + 2v(Y )HX(1)

−2v(X)HY + σ(GY )HX − σ(GX)HY + σ(X)GHY − σ(Y )GHX,

T (X, Y ) = [H,H](X, Y )− 2g(X,GY )U + 2g(X,HY )V + 2u(Y )GX(2)

−2u(X)GY + σ(HX)GY − σ(HY )GX − σ(Y )GHX + σ(X)GHY.

[·, ·]はNijenhuisテンソルとする. Normalityを満たす多様体の例として, Fubini-Study計
量をもったCP 2n+1が挙げられる. ここで, 講演者の結果を一つ紹介する.

Proposition 3.1 [4] M 上の複素接触計量構造が normality をもてば,

K(X, JX) +K(X,GX) +K(X,HX) = 6 (X ∈ H)

が成り立つ. ここに, K(X, Y )はX, Y により生成される平面による断面曲率を表す.

Example 2.4 のCP 2n+1に関して断面曲率を計算すると,K(X, JX) = 4, K(X,GX) =

K(X,HX) = 1 と求まる (実際,これは normalityをもっている). しかしこれ以外に
normality をもった複素接触計量多様体はまだ見つかっていない.

4 Kähler多様体における複素超曲面
この章は Smyth [7] の論文に基づく. (M̃, J̃ , g̃) をKähler多様体とし, M をその複素超
曲面とする (両者を実多様体とみなせば, M̃ は偶数次元の多様体, M は余次元 2の部分多
様体である). また M̃の g̃に関するLevi-Chivita接続を ∇̃と表すことにする. このとき M̃

上のKähler構造 (J̃ , g̃)がM 上にKähler構造 (J, g)を誘導する. いま適当な ξを, ξ, Jξ

がM の法ベクトル場となるようにとっておく. するとX, Y ∈ TM に対して, g̃に関する
∇̃XY, ∇̃Xξ の直交分解

∇̃XY = ∇XY + g(AX, Y )ξ + g(JAX, Y )Jξ(3)

∇̃Xξ = −AX + s(X)Jξ(4)



を得る. (AはTM上の (1, 1)テンソル, sはM上の 1形式)このAを, Mの shape operator

と呼ぶことにする. この式により, 複素超曲面に対しても実超曲面のような議論が行える
が, Aは traceA = 0 を満たしていることに注意されたい。

5 hyperkähler多様体からの reduction

初めに, hyperkähler多様体の定義を振り返る.

Definition 5.1. (M,J1, J2, J3, g) が hyperkähler 多様体であるとは, M 上の複素構造
J1, J2, J3 が,関係式

J2
1 = J2

2 = J2
3 = J1J2J3 = −id

を満たし, かつ (M, Ji, g) (i = 1, 2, 3) がKähler多様体になる事とする.

標準的な計量を入れたC2n には, compatibleな hyperkähler構造が入る. これを用いて, 以
下の結果を得た.

Theorem 5.2. [3] (J1, J2, J3, g̃)を標準的なC2nの hyperkähler構造とし, M をC2nの複
素超曲面する. このとき immersion φ : M −→ C2n により, (J1, J2, J3, g̃)からM 上に誘
導される構造は, 複素概接触計量構造の定義 (Definition 2.2.)を満たす.

実の場合においては, Tashiro [8] が同様の結果を示している.

Theorem 5.3. [8] (M̃, J, g̃)を Kähler多様体とし, M を M̃ の実超曲面する. このとき
immersion φ : M −→ M̃ により, M 上に概接触計量構造 (Φ, ξ, η, g)が定まる.

以下, M をC2nの複素超曲面とし, (J,G,H, u, v, U, V, g) を Theorem 5.2.で定まるM 上
の複素概接触計量構造とする. このとき, 講演者は以下の命題を示した.

Proposition 5.4. [3] X, Y ∈ TM に対し, 以下が成り立つ.

(∇XG)Y = −u(Y )AX + v(Y )JAX + g(AX, Y )U − g(JAX, Y )V,

(∇XH)Y = −u(Y )JAX − v(Y )AX + g(AX, Y )V + g(JAX, Y )U.

Proposition 5.5. [3] ∇G, ∇H は計量 gに関して skew-symmetricである.

Proposition 5.6. [3] 式 (4)における 1形式 sは, 以下の関係式を満たす.

s(X) = −σ(X) = g(∇XV, U) (X ∈ TM)

6 今後の課題
今後は Theorem 5.2.で構成した複素概接触計量多様体と normalityの関係を調べてい
く. まず, Ishihara-Konishiの結果を紹介する.　



Proposition 6.1. [5] M上の複素接触計量構造 (J,G,H, u, v, U, V, g) が normalityを満た
せば, (M,J, g) はKähler多様体になる.

しかし複素接触計量構造をもったKähler多様体が, normalityを持つかどうかは不明であ
る. そこで Theorem 5.2.で構成した複素概接触計量構造をもった複素超曲面は, Kähler

多様体であることを利用して, これが複素接触計量構造および normalityの定義を満たす
ための条件を考える. まず 5章で紹介した命題を用いることで, Definition 2.3.および式
(1), (2)は shape operator A を用いた式に書き直される. これは複素 (概)接触計量構造
(J,G,H, u, v, U, V, g)の定義式が, 複素超曲面の満たすべき条件式に書き直されたことを
意味する. 本講演では, これらの条件についても触れる.
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