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1 序論

ユークリッド空間 R3 内の枠付き曲線に対して縮閉線を定義し，その性質を考える．枠付き曲線

とは曲線と動標構の組である．曲線に対して正則性は仮定しない．枠付き曲線は独立性を持つ正則

空間曲線と単位接束上のルジャンドル曲線の拡張となっており，これらに類似した曲率を持つ．正

則空間曲線に対する縮閉線の定義はいくつかあるが，それらには自然と特異点が出てくる．そこ

で，枠付き曲線に対して縮閉線を定義することにより，枠付き曲線の曲率を介してその性質を考え

ることができる．考える写像は滑らか（C∞級）とする．

2 ユークリッド空間 R3 内の枠付き曲線

I を区間または R とする．写像 (γ, ν1, ν2) : I → R3 × S2 × S2 が次の３つの条件をみたすとき

枠付き曲線と呼ぶ：

(1) γ̇(t) · ν1(t) = 0, (2) γ̇(t) · ν2(t) = 0, (3) ν1(t) · ν2(t) = 0.

また，(γ, ν1, ν2) が枠付き曲線であるような (ν1, ν2) : I → S2 × S2 が存在するとき，γ を枠付き

曲線と呼ぶ．

　枠付き曲線 (γ, ν1, ν2) : I → R3 × S2 × S2 に対して µ(t) := ν1(t) × ν2(t) とすると

{ν1(t), ν2(t),µ(t)} は R3 の γ(t) に沿う正の枠で， ν̇1(t)
ν̇2(t)
µ̇(t)

 =

 0 ℓ(t) m(t)
−ℓ(t) 0 n(t)
−m(t) −n(t) 0

 ν1(t)
ν2(t)
µ(t)

 ,

γ̇(t) = α(t)µ(t)

を満たす．このとき，

ℓ(t) = ν̇1(t) · ν2(t), m(t) = ν̇1(t) · µ(t), n(t) = ν̇2(t) · µ(t), α(t) = γ̇(t) · µ(t)

である．この関数の組 (ℓ,m, n, α) を，枠付き曲線の曲率と呼ぶ．

　 ν1，ν2 の取り方には回転と鏡映による自由度がある．「枠付き曲線である」という性質は，パラ

メータの取り方や ν1，ν2 の取り方に依存しない．ただし，枠付き曲線の曲率は，パラメータの取

り方や ν1，ν2 の取り方に依存することに注意しなければならない．



　枠付き曲線の幾何的性質を考える為，枠付き曲線の合同を定義する．２つの枠付き曲線

(γ, ν1, ν2), (γ̃, ν̃1, ν̃2) : I → R3 × S2 × S2 に対して，X ∈ SO(3) 及び x ∈ R3 が存在して，

γ̃(t) = X(γ(t)) + x, ν̃1(t) = X(ν1(t)), ν̃2(t) = X(ν2(t))

を満たすとき，２つの枠付き曲線 (γ, ν1, ν2) と (γ̃, ν̃1, ν̃2) は合同であると言う．

　枠付き曲線は次の性質を持つ：

定理 1（枠付き曲線の存在)([2])� �
　 (ℓ,m, n, α) : I → R4 を滑らかな写像とする．このとき，枠付き曲線 (γ, ν1, ν2) : I →
R3 × S2 × S2 で，(ℓ,m, n, α) を曲率とするものが存在する．� �
定理 2（枠付き曲線の一意性)([2])� �
　２つの枠付き曲線 (γ, ν1, ν2), (γ̃, ν̃1, ν̃2) : I → R3 × S2 × S2 に対して，これらの曲率が一

致するとする．このとき，２つの枠付き曲線 (γ, ν1, ν2) と (γ̃, ν̃1, ν̃2) は合同である．� �
　特に，２つの枠付き曲線が合同な場合，それらの曲率は一致する．つまり，合同の差を除き，枠

付き曲線の幾何的性質を曲率が定めている事が分かる．よって，この意味で枠付き曲線の曲率は，

枠付き曲線の重要な不変量になっている．

3 枠付き曲線の縮閉線

フレネ枠 {T (t), N(t), B(t)} を持つ正則空間曲線 γ : I → R3 の曲率 κ(t) と捩率 τ(t) が

κ(t) ̸= 0，τ(t) ̸= 0 を満たすとき，その接触球の中心は次で与えられる ([1])：

Ev(γ)(t) = γ(t) +
1

κ(t)
N(t)− κ̇(t)|γ̇(t)|

κ2(t)τ(t)
B(t).

本節で定義する枠付き曲線の縮閉線 Ev(γ) は正則空間曲線の接触球の中心 Ev(γ) の拡張となって

いる．

　枠付き曲線 (γ, ν1, ν2) とその曲率 (ℓ,m, n, α) に対して，

f(t) := ℓ(t)(m2(t) + n2(t)) +

∣∣∣∣ m(t) n(t)
ṁ(t) ṅ(t)

∣∣∣∣ ̸= 0

を仮定する．f(t) ̸= 0 ならば m2(t) + n2(t) ̸= 0 が成り立つ．縮閉線 Ev(γ) : I → R3 を次で定義

する：

定義 3（枠付き曲線の縮閉線 Ev(γ))� �

Ev(γ)(t) = γ(t)−

∣∣∣∣ α(t) n(t)
α̇(t) ṅ(t)

∣∣∣∣+ α(t)ℓ(t)m(t)

f(t)
ν1(t)+

∣∣∣∣ α(t) m(t)
α̇(t) ṁ(t)

∣∣∣∣− α(t)ℓ(t)n(t)

f(t)
ν2(t)� �

　このとき，縮閉線 Ev(γ) が再び f1(t) ̸= 0 を満たす枠付き曲線になることがわかる．実際，

(Ev(γ), ν11 , ν12) は枠付き曲線である．ただし，

ν11(t) = µ(t), ν12(t) =
1√

m2(t) + n2(t)
(m(t)ν1(t) + n(t)ν2(t)), µ1(t) = ν11(t)× ν12(t)



とする．このとき，曲率は

ℓ1(t) = −
√
m2(t) + n2(t), m1(t) = 0, n1(t) =

f(t)

m2(t) + n2(t)
,

α1(t) = n(t)

 d

dt


∣∣∣∣ α(t) n(t)
α̇(t) ṅ(t)

∣∣∣∣+ α(t)ℓ(t)m(t)

f(t)

+ ℓ(t)


∣∣∣∣ α(t) m(t)
α̇(t) ṁ(t)

∣∣∣∣− α(t)ℓ(t)n(t)

f(t)




+m(t)

 d

dt


∣∣∣∣ α(t) m(t)
α̇(t) ṁ(t)

∣∣∣∣− α(t)ℓ(t)n(t)

f(t)

− ℓ(t)


∣∣∣∣ α(t) n(t)
α̇(t) ṅ(t)

∣∣∣∣+ α(t)ℓ(t)m(t)

f(t)




である．よって，

f1(t) = − (f(t))2

(m2(t) + n2(t))
3
2

̸= 0

が成り立ち，自然に縮閉線の縮閉線が与えられることがわかる．

　枠付き曲線の曲率は，パラメータの取り方や枠の取り方に依存するが，それらによって表示さ

れる縮閉線 Ev(γ) はパラメータの取り方や枠の取り方に依存しない．また，関数 F : I × R3 →
R, (t,v) 7→ (γ(t)− v) · µ(t) に対して

F (t,v) =
∂F

∂t
(t,v) =

∂2F

∂t2
(t,v) = 0

を満たすような v は枠付き曲線 (γ, ν1, ν2) の Ev(γ) であることがわかる．これらは枠付き曲線の
縮閉線を考える上で重要な性質である．

　以下，縮閉線の縮閉線を考える．記号として E0
v (γ)(t) := γ(t) と E1

v (γ)(t) := Ev(γ)(t) と置く．
帰納的に自然数 k に対して，Ek

v (γ)(t) := Ev(Ek−1
v (γ))(t) と定義し，

νk1 (t) =

{
ν11(t) (k :奇数)
µ1(t) (k :偶数)

, νk2 (t) =

{
ν12(t) (k : 奇数)
−ν12(t) (k : 偶数)

,

ℓk(t) =

{
ℓ1(t) (k :奇数)
n1(t) (k :偶数)

, nk(t) =

{
n1(t) (k : 奇数)
ℓ1(t) (k : 偶数)

,

αk(t) = − d

dt

(∣∣∣∣ αk−1(t) nk−1(t)
˙αk−1(t) ˙nk−1(t)

∣∣∣∣
ℓk−1(t)(nk−1(t))2

)
+

αk−1(t)ℓk−1(t)

nk−1(t)
(k ≥ 2)

とする．このとき，次が成り立つ．

定理 4（k-回の縮閉線 Ev(γ))� �
k 回の枠付き曲線の縮閉線は k = 1 のとき Ev(γ)(t) で与えられ，k ≥ 2 のとき

Ek
v (γ)(t) = Ek−1

v (γ)(t)−

∣∣∣∣ αk−1(t) nk−1(t)
˙αk−1(t) ˙nk−1(t)

∣∣∣∣
ℓk−1(t)(nk−1(t))2

νk−1
1 (t)− αk−1(t)

nk−1(t)
νk−1
2 (t)

で与えられる．このとき，(Ek
v (γ)(t), ν

k
1 (t), ν

k
2 (t)) は枠付き曲線であり，その曲率は

(ℓk(t), 0, nk(t), αk(t)) である．� �



例

3次元アステロイド γ : I → R3, γ(t) = (cos3 t, sin3 t, cos 2t) （図 1）に対して，ν1，ν2 を次の

ように与える：

ν1(t) = (− sin t,− cos t, 0), ν2(t) =
1

5
(−4 cos t, 4 sin t, 3).

　このとき，(γ, ν1, ν2) は枠付き曲線であり，

µ(t) = ν1(t)× ν2(t) =
1

5
(−3 cos t, 3 sin t,−4)

である事から，枠付き曲線の曲率は

ℓ(t) =
4

5
, m(t) =

3

5
, n(t) = 0, α(t) = 5 cos t sin t

となる．このとき，縮閉線 Ev(γ) （図 2）は次の通りである：

Ev(γ)(t) = (cos3 t+
25

3
cos t sin2 t+

25

3
cos t(cos2 − sin2 t),

sin3 t+
25

3
cos2 sin t− 25

3
sin t(cos2 t− sin2 t), cos 2t− 25

4
(cos2 t− sin2 t)).

図 1 3次元アステロイド γ(t) 図 2 3次元アステロイドの縮閉線 Ev(γ)(t)
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