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一般的な信号処理の教科書では，信号が離散時間か連続時間かという点，周期的であるかどうかという点に

よって信号を分けて扱っている．これらを統一した概念で扱う方法として，デルタ関数を含む超関数として

扱うことが考えられる．しかし，信号処理においては積と畳み込みの重要な定理が多用されるにも関わら

ず，従来の超関数の積と畳み込みの定義は信号処理の理論の要請を満足するものではない．そこで本発表で

は信号処理の理論に合う超関数の積と畳み込みの定義を提案する．

The Multiplication and the Convolution of Distributions
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In the theory of signal processing, signals are usually classified by 2 points: whether their domain

is discrete time or continuous time and whether they have a period or not. To regard signals as

distributions without the classification, we can consider using distributions including delta function.

However, the conventional definition of multiplication and convolution for distributions does not satisfy

the requirement of the theory of signal processing, whereas there are important theorems associated

with multiplication and convolution in signal processing. In this presentation, multiplication and

convolution of distributions which are suited to the theory of signal processing proposed.

1 信号の分類

信号は，一般的な信号処理の教科書では実数また

は整数を定義域として持つ実数値関数として定義さ

れる．信号の定義域は時間あるいは時刻と呼ばれ，

時間が実数の場合は連続時間信号，時間が整数であ

る場合は離散時間信号とよぶ．信号 f が離散時間

信号であることを強調する際には，時刻 t ∈ Z に
ついて f(t) という記法以外に f [t] という表現を用

いる．

このように，信号はその定義域によって連続時間

であるか離散時間であるかという分類がなされる

が，さらに周期性による信号の分類が行われる．つ

まり信号 f について f(t− T ) = f(t)となる T > 0

が存在する時，その信号は有限周期信号と呼ばれる．

有限周期信号でない信号は無限周期信号と呼ぶ．

フーリエ変換に代表される時間ドメインから周波

数ドメインに変換する手法はこれらの分類ごとに存

在する [1]．連続時間有限周期信号ではそれはフー

リエ級数展開であり，連続時間無限周期信号では

フーリエ変換，離散時間有限周期信号では離散フー

リエ変換，離散時間無限周期信号では離散時間フー

リエ変換である．



2 緩増加超関数による統一

連続時間信号と離散時間信号とではその定義域が

異なる．しかし，離散時間信号 f [t]を標本化周波数

Ts およびデルタ関数を用いて

f(t) =

∞∑
k=−∞

f [k]δ(t− kTs) (1)

と書き表すと，連続時間ドメインにすることができ

る．ここで，デルタ関数 δ は

δ(x) = 0 (x ̸= 0) (2)∫ b

a

δ(x)dx = 1 (a < 0 < b) (3)

を満たすものとよく説明されるが，数学的には超関

数としての扱いが必要である．つまり，関数の連続

線型汎関数*1として扱う．デルタ関数の場合には，

汎関数 δ : φ(x) → φ(0)と考える．これは公式∫ ∞

−∞
δ(x)φ(x)dx = φ(0) (4)

に対応する．

ただし，汎関数の定義域として任意の関数を考え

るわけではない．超関数のフーリエ変換ができるた

めには，急減少関数を定義域とする必要がある．急

減少関数とは，無限回微分可能な関数 f のうち，任

意の非負整数 α, β に対して

sup
∣∣∣xβf (α)(x)

∣∣∣ < ∞ (5)

を満たすものである．急減少関数の連続線型汎関数

を緩増加超関数という．急減少関数の集合は S で，
緩増加超関数の集合は S ′ で表し，φ ∈ S が F ∈ S ′

で写される値を ⟨F,φ⟩ と書く．関数 f が，任意の

急減少関数 φに対して∫ ∞

−∞
f(x)φ(x)dx < ∞ (6)

であるならば，

⟨f, φ⟩ =
∫ ∞

−∞
f(x)φ(x)dx (7)

*1 汎関数：関数から実数あるいは複素数への写像

により関数を緩増加超関数としてみなす．離散時間

信号 f [t]は，その増加の仕方が高々多項式オーダー

であれば式 (1)によって緩増加超関数とみなすこと

ができる [2]．

緩増加超関数 F のフーリエ変換 F [F ]は

⟨F [F ], φ⟩ = ⟨F,F [φ]⟩ (8)

と定義される．ただしここで右辺の F [φ]は急減少

関数 φのフーリエ変換である．4つに分類されてい

る信号を緩増加超関数として表し，式 (8)に従って

フーリエ変換を計算すると，その分類に応じてフー

リエ級数展開，関数のフーリエ変換，離散フーリエ

変換，離散時間フーリエ変換が現れる [3]．つまり 4

つの信号の分類とそれに付随する 4つのフーリエ変

換は，1つの緩増加超関数という概念で統一するこ

とができるのである．

このようにフーリエ変換は緩増加超関数の概念で

統一できたが，積と畳み込みについては未だ問題が

ある．信号処理において重要な公式として，積と畳

み込みに関する次の関係式がある：

F [f ∗ g] = F [f ]F [g] (9)

この公式で使われている畳み込みは，フーリエ変換

同様 4つの信号の分類に応じて別々のものが使われ

る [1]．しかし，そもそも緩増加超関数同士の畳み

込みはかなり限定された超関数同士でしか定義され

ていないことが多く，4種類の畳み込みを包含する

定義は提唱されていない．

また，離散時間信号として

f [n] =

{
1 n = 0

0 else
(10)

を考えると積の問題が現れる．式 (1)に従って f [n]

を緩増加超関数とみなすと，f [n]は δ 関数となる．

離散時間信号としては

f [n] · f [n] = f [n] (11)

となるべきであるが，これを超関数に翻訳すると

δ · δ = δ となる．超関数同士の積は畳み込み同様

に限定された超関数同士でしか定義されておらず，



δ · δ が定義されている文献はほとんどない．文献
[4] では超準解析の観点から δ2 が定義されている

が，δ2 ̸= δ であり，この要請を満たさない．

3 δ 級数超関数と積

離散時間信号における積の要請 (11) は，つまる

ところ式 (1) において δ の係数の積を計算するこ

とである．そこで，関数も式 (1)の形式にすること

を考える．緩増加超関数とみなせる関数 f(t) に対

して，

fN =

∞∑
k=−∞

1

2N
f

(
k

2N

)
δ

(
t− k

2N

)
(12)

という添え字つき超関数を考える．この時，

⟨fN , φ⟩ =
∞∑

k=−∞

1

2N
f

(
k

2N

)
φ

(
k

2N

)
→

∫ ∞

−∞
f(t)φ(t)dt = ⟨f, φ⟩ (N → ∞) (13)

となる．つまり，fN → f (N → ∞)であり，関数

は δ の級数の極限として書けることになる．これ

で連続時間信号も離散時間信号も δ の級数という

同じ形になったので，δ の係数の積より新たな δ の

級数を作り，それを超関数としての積と定義すれば

よい．

より具体的に定義を述べる．緩増加超関数 F が

δ 級数超関数であるとは，次を満たす f : R → Cお
よび h : Z× N → Rが存在することを言う：

(I) h(k;N)は強単調増加な関数であり，N に依存

するのであれば h(k;N) = k/2N．

(II) f(t) は 局 所 可 積 分 で あ り ，ま た 集 合

{h(k;N)|k ∈ Z, N ∈ N} の閉包を B(h) と

するとき，任意の tについて

∀ε > 0 ∃γ > 0 ∀x ∈ B(h)

0 ≤ x− t < γ ⇒ |f(x)− f(t)| < ε (14)

が成り立つ．

(III) sup
k

h(k + 1;N) − h(k;N) は任意の N で有

限で，

C(N) =

sup
k

h(k + 1;N + 1)− h(k;N + 1)

sup
k

h(k + 1;N)− h(k;N)

(15)

とすると，

FN =

∞∑
k=−∞

C(N)Nf(h(k;N))δ(t− h(k;N))

(16)

は N → ∞の極限で F に収束する．

F が δ 級数超関数であるとき，上の条件を満たす

f, hの組により F = (f, h)δ と書く．

例えば，離散時間信号 f [n]であれば

f(t) =

{
f [t] t/Ts ∈ Z
0 else

(17)

と h(k;N) = kTs により，式 (1)の形になる．連続

時間信号 f(t) については，B(h) = R として条件
(II)を満たすならば f = (f, k/2N )δ である．

2 つの δ 級数超関数 F = (f, hf )δ, G = (g, hg)δ

の積は，次のように定義すればよい．まず，hfg を

B(hf ) ∩ B(hg) = R ならば hfg = k/2N とし，そ

うでないならば N に関わらず

{h(k;N)|k ∈ Z} = B(hf ) ∩B(hg) (18)

となるようにする．そして F,G の積を FG =

(fg, hfg)δ と定義するのである．f, g はそれぞれ

B(hf ), B(hg) 上では一意に定まるので，fg も

B(hfg)上で一意に定まる．

4 exp級数超関数と畳み込み

積が定義されたので，公式 (9)が成り立つために

は，畳み込みが

F ∗G = F−1[F [F ]F [G]] (19)

となっていなくてはいけない．この式には，

F [F ]F [G] という積が入っているので，ひとまず

F [F ] = (F̂ , hF )δ，F [G] = (Ĝ, hG)δ とする．す



ると，

F ∗G = F−1[(F̂ Ĝ, hFG)δ]

= lim
N→∞

∞∑
k=−∞

C(N)N F̂ Ĝ(hFG)
1

2π
eihFGt(20)

となる（一部文字を省略した）．一方，F [F ] =

(F̂ , hF )δ となるためには，F は

F = lim
N→∞

∞∑
k=−∞

C(N)N F̂ (hF (k;N))
1

2π
eihF (k;N)t

(21)

となっていればよい．Gも同様である．ここで，こ

れら F,G のように，δ 級数超関数を定義する際に

用いた条件 (I),(II),(III)を満たす s, hによって

S = lim
N→∞

∞∑
k=−∞

C(N)Ns(h(k;N))
1

2π
eih(k;N)t

(22)

と書き表される緩増加超関数 S のことを exp 級数

超関数と呼び，S = (s, h)e と書くことにする．す

ると，

F ∗G = (F̂ , hF )e ∗ (F̂ , hG)e = (F̂ Ĝ, hFG)e (23)

となる．積が δ の係数の掛け算であったのに対し

て，畳み込みは複素指数関数の係数の掛け算となっ

ている．この畳み込みの定義は F,G が周期的であ

るかどうかに関わらず，また通常は定義されない概

周期関数の畳み込みもこの定義では扱うことが可能

になる．

5 連続線型時不変システムのインパルス
応答

この畳み込みの定義により，信号処理におけるも

う一つ重要な定理が導かれる．それが連続線型時不

変システムのインパルス応答に関するものである．

Aを緩増加超関数の連続線型時不変システムである

とし，Aのインパルス応答，つまり入力が δ である

時の出力 Aδ を考える．

⟨δ, φ⟩ = ⟨ 1

2π
,F [φ]⟩ =

∫ ∞

−∞

1

2π

∫ ∞

−∞
φ(t)eiωtdtdω

=

∫ ∞

−∞
lim

N→∞

∞∑
k=−∞

1

2N
1

2π
e

ikt

2N φ(t)dt

= ⟨(1, 1/2N )e, φ⟩ (24)

となるので，δ = (1, 1/2N )e である．よって，

Aδ = lim
N→∞

∞∑
k=−∞

1

2N
1

2π
Ae

ikt

2N (25)

となる．複素指数関数は線型時不変システムの固有

関数なので，Aeikt = a(k)eikt と置くと，

Aδ = (a, 1/2N )e (26)

となる．

次に，入力が exp級数超関数 F = (f, h)e である

場合を考えると，

AF = lim
N→∞

∞∑
k=−∞

C(N)Nf(h(k;N))Aeih(k;N)t

= lim
N→∞

∞∑
k=−∞

C(N)Nf(h(k;N))a(h(k;N))eih(k;N)t

= (fa, h)e = (f, h)e ∗ (a, 1/2N )e = F ∗Aδ (27)

となる．以上より，exp級数超関数の入力に対して

は，入力とインパルス応答の畳み込みで出力が得ら

れることが示された．
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