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はじめに

第 6回数学総合若手研究集会～学際的交流への誘い～は，大学院生およびポストドク
ターら若手研究者によって運営される研究集会です．
この研究集会は，

• 数学に関わる様々な分野における若手研究者の交流の場を提供し，自らの専門分野
に限らない幅広い知見を得ること．

• 数学の各分野間の連携のみでなく，基盤研究と応用研究間のレベルにおいても交流
をはかることで，お互いの研究活動へ刺激を与えること

を目的としております．
本テクニカルレポートは講演者の方々から事前に集めた原稿をそのまま印刷したもので
す．本研究集会の目的から，講演者の方々には他分野の方々にも分かりやすい様に入門的
な事項を含めて書いて頂いております．参加者が講演をより深く理解し活発な交流を行う
ことにより，ご自身の研究を進展させる一助となれば幸いです．
講演には，口頭発表とポスター発表があります．口頭発表では，60分のシングルセッ
ションでは入門的な内容を含めて講演して頂き，30分のパラレルセッションでは同分野
の人を対象に専門的なことも含めて講演して頂きます．また，ポスター発表では講演前に
1人 1分程度の簡単な内容紹介の時間を設けてあり，その後に全体で自由討論をして頂き
ます．
なお，この研究集会は北海道大学大学院理学研究院数学部門の援助を受けて開催されま
す．開催にあたり

• 北大数学教室の先生方

• 北大数学支援室の事務の方々

• 講演者の皆様，参加者の皆様

• 本研究集会の過去の世話人の方々

から多大なるご支援を頂きました．この場をかりて心より感謝申し上げます．

2010年 2月
MCYR6世話人
黒田紘敏，葛西香太，辻栄周平，永井隆之，西慧，山口崇幸
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第６回 数学総合若手研究集会
The 6th Mathematics Conference for Young Researchers

日時： 2010年 2月 15日 (月)～18日 (木)

場所： 北海道大学 学術交流会館

(A) 小講堂 (1F シングル・パラレル会場) (B) 会議室 1 (1F ポスター会場・休憩所)

(C) 会議室 2 (1F パラレル会場) (D) 会議室 3 (1F パラレル会場)

(E) 会議室 4 (1F パラレル会場) (F) 講堂 (2F シングル・パラレル会場)

URL : http://www.math.sci.hokudai.ac.jp/sympo/mcyr/2010/index.html

２月１５日（月）

09:50–10:00 (A) 開会

10:00–11:00 (A) 永安聖 (Sei NAGAYASU) 北海道大学大学院理学研究院
介在物同定の逆問題に対する安定性評価の深さ依存性

11:20–12:20 (A) 木村嘉之 (Yoshiyuki KIMURA) 京都大学大学院理学研究科
箙と幾何学的表現論 (Quiver and Geometric Representation Theory)

12:20–14:20 昼休み

14:20–14:50 (A) 李炯宙 (HyungJu LEE) 電気通信大学大学院電気通信学研究科
非同次線形常微分方程式系の Lyapunov 数の評価とその決定条件について

(D) 田坂浩二 (Kouji TASAKA) 九州大学大学院数理学府
等号付き多重ゼータ値の特殊値について

(E) 東谷章弘 (Akihiro HIGASHITANI) 大阪大学大学院情報科学研究科
Smooth Fano polytopes arising from finite posets

(F) 新國裕昭 (Hiroaki NIIKUNI) 首都大学東京大学院理工学研究科
Coexistence problem for the one-dimensional Schrödinger operators with

the periodic δ(1)-interactions

15:10–15:40 (A) 増田茂 (Shigeru MASUDA) 首都大学東京大学院理学研究科
”The two-constants theory” and tensors of the microscopically-descriptive,

kinetic and equilibrium equations of fluid

(D) 若林徳子 (Noriko WAKABAYASHI) 九州大学大学院数理学研究院
Another proof of the cyclic sum formula for multiple zeta-star values

(E) 尾崎奨太 (Shota OZAKI) 筑波大学大学院数理物質科学研究科
On the Circuit Double Cover Conjecture

(F) 鈴木章斗 (Akito SUZUKI) 九州大学大学院数理学研究院
静的時空における量子スカラー場の模型の基底状態について

16:00–16:30 (A) 柿澤亮平 (Ryohei KAKIZAWA) 東京大学大学院数理科学研究科
Determining nodes for semilinear parabolic equations
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(D) 岡本卓也 (Takuya OKAMOTO) 名古屋大学大学院多元数理科学研究科
An explicit formulation for the parity result on Apostol-Vu double zeta

values

(E) 中島規博 (Norihiro NAKASHIMA) 北海道大学大学院理学院
Generic arrangement上の微分作用素環のネター性

16:50–17:20 (A) 野井貴弘 (Takahiro NOI) 中央大学大学院理工学研究科
Construction of an expansion by BMO families in Triebel-Lizorkin spaces

by rearrangements of wavelet series

(D) 杉山倫 (Rin SUGIYAMA) 名古屋大学大学院多元数理科学研究科
有限体上の単純正規交叉多様体の相互写像の核について

(E) 菅井智 (Tomo SUGAI) 北海道大学大学院理学院
Simple Cohomological Mackey FunctorとMackey Functorの分解に関して

２月１６日（火）

09:30–10:00 (A) 加藤孝盛 (Takamori KATO) 名古屋大学大学院多元数理科学研究科
Local well-posedness for the Kawahara equation

(C) 川原田茜 (Akane KAWAHARADA) 北海道大学大学院理学院
Estimating topological entropy of a two-dimensional cellular automaton

(D) 今冨耕太郎 (Kotaro IMATOMI) 九州大学大学院数理学府
多重 L値の関係式と Fuchs型方程式

(E) 真瀬真樹子 (Makiko MASE) 首都大学東京大学院理工学研究科
重み付きK3曲面の族について

10:20–10:50 (A) 中野直人 (Naoto NAKANO) 慶應義塾大学大学院理工学研究科
On relation of slip-rate to the solution of problems with the general slip

boundary condition for motion of inhomogeneous viscous fluids

(C) 多羅間大輔 (Daisuke TARAMA) 京都大学大学院情報学研究科
Some Elliptic Fibrations Arising from Free Rigid Body Dynamics

(D) 田中立志 (Tatsushi TANAKA) 九州大学大学院数理学研究院
多重 L値の間のいくつかの関係式について

(E) 柳田伸太郎 (Shintarou YANAGIDA) 神戸大学大学院理学研究科
アーベル曲面上の層のモジュライとフーリエ向井変換

11:10–11:40 (A) 水野将司 (Masashi MIZUNO) 東北大学大学院理学研究科
ある退化放物型方程式の解の正則性評価について

(C) 吉川満 (Mitsuru KIKKAWA) 明治大学大学院理工学研究科
An Introduction to Evolutionary Game Theory: To Understand the Com-

plex Phenomena

(D) 沖中智史 (Satoshi OKINAKA) 名古屋大学大学院多元数理科学研究科
On a relation between canonical basis and Enyang’s basis of B-M-W algebra

ⅲ



(E) Omolola ODEBIYI 首都大学東京大学院理工学研究科
Spherical CR structures on Brieskorn manifolds

11:40–13:40 昼休み

13:40–14:10 (A) 重田尚孝 (Naotaka SHIGETA) 東京工業大学大学院情報理工学研究科
半導体中の電子流を記述する Quantum Hydrodynamicモデルの緩和極限
と古典極限

(C) 斉木吉隆 (Yoshitaka SAIKI) 京都大学数理解析研究所
ローレンツ系の非双曲構造に関する不安定周期軌道解析に関する数値的研
究

(D) 内田幸寛 (Yukihiro UCHIDA) 京都大学大学院理学研究科
Somos sequences and determinant identities for theta functions

(E) 鈴木咲衣 (Sakie SUZUKI) 京都大学数理解析研究所
境界底タングルの普遍 sl2不変量（Universal sl2 invariant）について

14:30–15:00 (A) 菊池弘明 (Hiroaki KIKUCHI) 北海道大学大学院理学研究院
球上における非線形シュレディンガー方程式の定在波の安定性について

(C) 安田和弘 (Kazuhiro YASUDA) 法政大学理工学部
Strong consistency for Bayesian estimator with approximations

(D) 塩見大輔 (Daisuke SHIOMI) 名古屋大学大学院多元数理科学研究科
The Deuring-Shafarevich formula for a p-rank of Jacobi variety

(E) 粟田育子 (Ikuko AWATA) 明治大学大学院理工学研究科
On the global monodromy of a fibration of the Fermat surface of degree n

15:20–15:50 (A) ポスター 1分スピーチ

15:50–17:20 (B) ポスターセッション

浅井康友 (Yasutomo ASAI) 筑波大学大学院数理物質科学研究科
Universal coverings and Schur multipliers of loop groups

石丸武志 (Takeshi ISHIMARU) 北海道大学大学院工学研究科
回転対称性を考慮した核融合プラズマの３次元境界形状逆推定 (Rotational

symmetry in 3-D fusion plasma boundary shape identification)

石山健一 (Ken-ichi ISHIYAMA) 成蹊大学法学部
Complex dynamics and monetary policy in a two-country business cycle

model

猪口翔互 (Shogo INOGUCHI) 北海道大学大学院工学研究科
プラズマディスラプション時の渦電流に対する境界要素法解析

加世堂公希 (Masaki KASEDOU) 北海道大学大学院理学院
Spacelike submanifolds in de Sitter space from the viewpoint of singularity

theory
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北川友美子 (Yumiko KITAGAWA) 大阪市立大学数学研究所
Examples of minimizers on sub-Riemannian structures

島崎孝宏 (Takahiro SHIMAZAKI) 北海道大学大学院工学研究科
Uncertainty-Driven Plasma Diffusion

鈴木香織 (Kaori SUZUKI) 横浜国立大学経営学部
Fano 3-folds with higher index and graded rings

高棹圭介 (Keisuke TAKASAO) 北海道大学大学院理学院
Landau-Lifshitz方程式のWalker wall解の安定性について

高橋賢一 (Ken-ichi TAKAHASHI) 北海道大学大学院理学院
C∗-対応から得られるC∗-環

西山博太 (Hirota NISHIYAMA) 中央大学大学院理工学研究科
A conservative finite difference scheme for the Gardner equation

林暢克 (Nobukatsu HAYASHI) 大阪大学大学院理学研究科
A remark about generic Torelli for some geometric surfaces of geometric

genus 2

前田忠昭 (Tadaaki MAEDA) 北海道大学大学院工学研究科
大型ヘリカル装置の3次元プラズマ境界形状逆推定の試み (Trial calculation

to reconstruct 3-D plasma boundary shape in large helical device)

枡田亮 (Ryo MASUDA) 室蘭工業大学大学院数理システム工学専攻
Exact values of triple product L-functions for modular forms

松山哲士 (Tetsushi MATSUYAMA) 北海道大学大学院工学研究科
核融合プラズマの３次元境界形状逆推定への磁束ループ信号の取り込み
（Use of magnetic flux loop signals to reconstruct 3-D fusion plasma bound-

ary shape）

２月１７日（水）

09:30–10:30 (F) 安藤浩志 (Hiroshi ANDO) 京都大学大学院理学研究科数理解析研究所
作用素環における Lie群-Lie環対応について

10:50–11:50 (F) 西澤由輔 (Yusuke NISHIZAWA) 首都大学東京大学院理工学研究科
Heterodimensional tangency and hyperbolic sets

11:50–13:50 昼休み

13:50–14:50 (F) 斎藤新悟 (Shingo SAITO) 九州大学大学院数理学研究院
支払備金に関するMackの公式の一般化

15:10–16:10 (F) 大城佳奈子 (Kanako OSHIRO) 広島大学大学院理学研究科
カンドルと結び目不変量

16:30–17:30 (F) 宮坂宥憲 (Yuken MIYASAKA) 東北大学大学院理学研究科
２進算術幾何平均と楕円曲線

18:00–20:00 (B) 懇親会
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２月１８日（木）

09:30–10:30 (A) 松江要 (Kaname MATSUE) 京都大学大学院理学研究科
Rigorous numerics for semilinear parabolic PDEs via the Conley-

Rybakowski index

10:50–11:50 (A) 大関一秀 (Kazuho OZEKI) 明治大学先端数理科学インスティテュート
巴系イデアルの第 1ヒルベルト係数の挙動と基礎環の構造について

11:50–12:00 (A) 閉会

世話人：黒田紘敏（代表） 葛西香太 辻栄周平
永井隆之 西慧 山口崇幸
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介在物同定の逆問題に対する安定性評価の深さ依存性

北海道大学大学院理学研究院永安聖 1

概要

介在物を含むある伝導体があるとする. そして,伝導体の境界での観測から
介在物を決定する逆問題について考える. ここで,介在物が伝導体の境界から遠
ければ遠いほど, つまり, 介在物が奥の方にあればあるほど, 介在物の再構成が
難しくなることが予想される. そこで,介在物が奥にあればあるほど安定性が悪
くなることを,あるモデルに対して示す. 尚,この研究は Gunther Uhlmann氏と
Jenn-Nan Wang氏との共同研究である.

1 序

介在物を含むある伝導体があったとする. その伝導体の境界を観測して介在物を
同定する逆問題について考える. この講演の目標は,一言で言うと
介在物が奥の方にあればあるほど,再構成しにくくなる (安定性が悪くなる)

ことを数学的に示すことである.
尚,この伝導体に関する逆問題は, Calderónの逆問題と呼ばれている. そこで,まず
第 2章でCalderónの逆問題とはどういう問題かについて述べる. 又,第 3章では逆問
題の数学的基本的問題について説明し, 特に一意性及び安定性に関する幾つかの結
果を紹介する. 第 4章で我々の主結果N.-Uhlmann-Wang [13]を紹介する.

2 Calderónの逆問題
まず, Uhlmann [18]が最近, Calderónの逆問題に関する研究の概説をしていること
を初めに述べておく. 又, Alessandrini [2]は, Calderónの逆問題の,特に安定性に関す
る研究の概説,及び open problemsの紹介をしている.
さて, これから紹介する問題は, Calderón [6]の先駆的論文に由来し, Calderónの
逆問題 (Calderón’s inverse problem)と呼ばれているが, 屡々‘inverse conductivity
problem’, ‘electrical impedance tomography (EIT)’とも呼ばれる.

Ω ⊂ Rnを有界領域で,境界は必要なだけ滑らかであるとする. γを Ω上で定義さ

れた有界で正の関数とする. Ωは伝導体に対応し, Ω上の関数 γは伝導率を表す. こ
のとき,電位 uに対する方程式は

∇ · (γ∇u) = 0 in Ω

(
即ち,

n∑
j=1

∂

∂xj

(
γ(x)

∂u

∂xj

(x)

)
= 0, x ∈ Ω

)
(1)
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で与えられる. 尚, γ∇uは電流を表す. ここで,伝導体Ωの境界に電位 f を与えると,
引き起こされる電位 uは, (1)にDirichlet境界条件を課した次のDirichlet問題の解で
記述される. {

∇ · (γ∇u) = 0 in Ω,

u = f on ∂Ω.
(2)

このDirichlet問題 (2)を解くということは,考えている伝導体の伝導率が既知である
という状況の下,伝導体の境界に電位を与えると,伝導体の内部の電位がどうなるか
ということを調べることに相当する.
さて,適切な仮定の下,このDirichlet問題 (2)が唯一つの解を持つことはよく知ら
れている (例えば [7, §8.2], [11, §2.3]参照). 因って,与えられた Dirichletデータ f を

対応するNeumannデータに移す写像Λγ:

Λγ : f 7−→ γ
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

(
∂u

∂ν
(x) = lim

h→+0

u(x) − u(x − hν(x))

h

)
(3)

が定義できる. ここで νは ∂Ωの単位外法線ベクトルを表し, uはDirichlet問題 (2)の
解である. この Λγは, Dirichlet-to-Neumann map (DN写像)と呼ばれている. DN写
像Λγは,境界で電位 f が与えられたときに境界での電流 γ(∂u/∂ν)|∂Ωを対応させる

写像だから,境界観測に相当する. ここで,伝導体の伝導率が分からないときに,何度
も境界に電位を与え,その際に生じる電流を観測し,その境界での観測データから伝
導率を推定 (決定)せよという問題が, Calderónの逆問題に相当する. 即ち, Calderón
の逆問題とは, 係数 γが未知であるときに, このΛ‚ から γを決定せよ, という問題
である. ‘逆問題’といっているのは, Dirichlet問題 (2)を普通に解くのではなく,係数
γが未知であることに由来する. それに対し, ‘普通に’ Dirichlet問題 (2)を解くこと,
即ち, 係数等が既知であるときに, 方程式の解を求めることを ‘順問題’と呼ぶ. 尚,
Calderónの逆問題は未知である係数 γを決定する問題なので, 係数決定問題の一つ
である.
この Calderónの逆問題に対し, Calderón [6]は線型写像 Λγ の 2次形式Qγ が解析

的であること,その線型化写像が γ = c (cは定数)で可逆であることを示し,そして,
γ = 1 + h (但し hのL∞ノルムは十分小さい)と書けているときに γの近似を再構成

する方法を与えているが,ここでは詳細は省略する.

3 逆問題の基本的問題

さて, 逆問題を考える際の, 数学上の基本的問題には, 例えば次のようなものがあ
る ([14, §4]参照).

• 一意性. 二つの観測データが一致すれば,推測したい未知情報も一致するのか
どうか. 言い換えると, 未知情報が異なれば, 観測データも異なるのかどうか.

－2－



例えば,もし未知情報が異なっていても同じ観測データが得られてしまうので
あれば,観測データから未知情報を決定することはできなくなってしまう.

• 安定性. 二つの観測データの差が小さいときに,推測したい未知データの差も
小さいのかどうか. 実際に実験を行うことを考えると,観測データに誤差が入
るのは避けられない. 安定性は,観測データに誤差が入ったときに,それが未知
情報を推測する際に与えてしまう影響の程度の指標を与えている,といえる.

• 再構成. 観測データが与えられたときに,その観測データを具体的にどのよう
に加工すれば未知データを復元 (再構成)できるか.

以下では, Calderónの逆問題の場合に,夫々の問題に対しどのような結果があるのか,
又,数学的にはどのような主張になるのかを,特に一意性と安定性の場合について述
べる.

3.1 一意性

ここではまず γが滑らかなときの結果について紹介しよう.

定理 1 (Sylvester-Uhlmann [16]). 次元 n ≥ 3とする. γj ∈ C2(Ω)は γj(x) > 0 (x ∈ Ω)
を満たすとする (j = 1, 2). このとき,もしΛγ1 = Λγ2ならば, Ω上 γ1 = γ2が成立する.

つまりこれは,伝導率 γが C2(Ω)に属し,そして γ > 0が成立する,ということさ
え予め分かっていれば,境界観測Λγから伝導率 γが決定できる (即ち,伝導率 γは一

意に定まる)ということである.
尚,この方向の研究としては,まず, Kohn-Vogelius [9]は γが解析的であるという仮

定のもので (即ち, γが解析的であるということが予め分かっているという状況下で

の)一意性を示している. その後,上記の通り, Sylvester-Uhlmann [16]が次元 3以上で
係数が C2級の場合の一意性を示した. 空間 2次元の場合については, Nachman [12]
が係数 γに適当な滑らかさを仮定した上で一意性を示した. その後も係数の滑らか
さの仮定を落とす方向で研究が進み,現在は,次元が 3以上なら γ ∈ W 3/2,∞(Ω)であ

れば一意性が成立し [15],次元が 2のときは γ ∈ L∞(Ω)ならば一意性が成立するこ

と [4]が分かっている.
一方, γが滑らかでないときの重要な例として,伝導体が介在物 (inclusion)を含む
場合がある. 尚, (上で紹介した γ ∈ L∞(Ω)の場合 [4]もそうだが) γが滑らかでない

ときには, ∇ · (γ∇•)は通常の楕円型偏微分作用素ではないが,弱解を定義すること
で自然にDirichlet問題 (2)を考えることができる (例えば [11, §2.1]参照). さて,定理
としてはどのような主張になるのかに注目するために, Isakov [8]の結果の, 非常に
特別な場合を紹介しよう. 尚, 2次元に限れば, 上で紹介した [4]の結果は, 介在物の
ある伝導体の場合を含んでいる.
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次元 nは 2又は 3とする. Dは必要なだけ滑らかで, D ⊂ Ωとする. ここでは,元々
伝導率が 1であるような一様な伝導体Ωの中に介在物Dがある場合を考える. 特に,
介在物D上では伝導率は一様とし,それを kとする2 (kは正の定数, k ̸= 1). すると,
その伝導率 γ(x)は

γ(x) = 1 + (k − 1)χD(x) (4)

と表されていると考えることができる3. ここで, χDはDの定義関数 (即ち, χD(x) = 1

for x ∈ D; χD(x) = 0 for x ∈ Rn \ D). 尚,このとき,考えるDirichlet問題 (2)は{
LD,ku = 0 in Ω,

u = f on ∂Ω,
但し, LD,ku := ∇ ·

((
1 + (k − 1)χD

)
∇u

)
(5)

となり,又, γ = 1 on ∂Ωだから, (3)で定義したDN写像は

Λγ : f 7−→ ∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

(6)

となる. このとき,次が成立する.

定理 2 (Isakov [8]). Dj は Lipschitz境界を持つ開集合で, Dj ⊂ Ωとし, 集合 Ω \ Dj

は連結とする (j = 1, 2). kj は正の定数で, kj ̸= 1とする. γj を, (4)に k = kj 及

び D = Dj を代入することで定義する. このとき, もし (6)で定義した DN写像が
Λγ1 = Λγ2を満たすならば, D1 = D2及び k1 = k2が成立する.

この定理により,介在物を含む伝導体の場合も,境界観測から介在物の形・位置及
びそこでの伝導率が決定できることが分かる.

3.2 安定性

一意性とは, ‘二つの観測データが一致すれば,対応する未知情報も一致する’とい
う性質のことだった. そこで,次に考えることは, ‘二つの観測データの差が小さけれ
ば,対応する未知情報の差も小さいかどうか’,即ち安定性である. 2章でも触れた通
り, Alessandrini [2]は, Calderónの逆問題の安定性に関する最近の研究の概説, 及び
open problemsの紹介をしていることを初めに述べておく.
さて,ここでもまず γが滑らかな場合の結果を紹介しよう. 考えるDirichlet問題は

(2)であり,そして対応するDN写像Λγは (3)で定義される.
2勿論,問題を定式化する上では元々の伝導体が一様である必要は無く,又,介在物上での伝導率が

一様である必要も無い. その場合,伝導率 γは γ(x) = γ0(x) + γ1(x)χD(x)と表されるであろう. ここ
で, γ0 は Ω上滑らか, γ1 は D上滑らか. 実際, Isakov [8]はこの場合を扱っている. ただ,ここでは定
理の主張を簡単にするために夫々が一様の場合を紹介する. 尚, γ0 は backgroundに相当し,屡々既知
であると仮定する. これは,介在物を含む伝導体を考える場合, (介在物が無かった頃の)元々の伝導体
の状態は分かっているという仮定の下で介在物を同定・再構成しようという問題に対応する.

3これは γ(x) = k for x ∈ D; γ(x) = 1 for x ∈ Ω \ Dに他ならない.
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定理 3 (Alessandrini [1]). n ≥ 3, s > n/2, E > 0とする. このとき,

γj(x) ≥ 1

E
, ∥γj∥Hs+2(Ω) ≤ E (j = 1, 2) (7)

ならば,
∥γ1 − γ2∥L∞(Ω) ≤ ω

(
∥Λγ1 − Λγ2∥L

)
(8)

と評価できる. 但し, ωは (0,∞)上の関数で,

ω(t) ≤ C|log t|−η

(
0 < t <

1

e

)
(9)

なる評価を持つ. ここで, η ∈ (0, 1)は n, sのみに依存し, C > 0はE, s, n, Ωのみに依

存する. 又, Hrは通常の Sobolev空間を表し, ∥·∥LはH1/2(∂Ω)からH−1/2(∂Ω)への

作用素の作用素ノルムを表す.

まず,関数 ωは,
ω(t) → 0 as t → +0

を満たすこと,そしてそのオーダーはω(t) = O
(
|log t|−η

)
であることに注意する. 因っ

て,評価 (8)は,

(♯) ‘観測データの差 ∥Λγ1 − Λγ2∥Lが小さければ, 伝導率の差 ∥γ1 − γ2∥L∞(Ω)も小

さくなるが,そのオーダーは logの冪である’,

と読める. 一方,条件 (7)は a priori条件である. 以上から,伝導率が (7)を満たすこと
が予め分かっているとき, (♯)の性質が成立することが分かる. ここで, logの冪のオー
ダーは,非常に ‘遅い’オーダーである. しかしながら,一方でこの評価は optimalであ
る [10]. 尚, 2次元 (n = 2)の場合の結果も既に幾つか得られている (例えば [5]).
次に,伝導体が介在物を含む場合,特に伝導率 γは (4)と書かれている場合につい
て考えよう (従って,考えるDirichlet問題は (5), DN写像は (6)である). まず,一意性
については定理 2の通り, Isakov [8]によって示されている. さて,正の定数 k (k ̸= 1)
は固定する. すると, γは介在物Dのみに依る. そこで, γに対応するDN写像 Λγを,
ΛDと書くことにしよう. Alessandrini-Di Cristo [3]は,あるminorな a priori仮定の下,

∥ΛD1 − ΛD2∥L ≤ ε ならば dH(∂D1, ∂D2) ≤ ω(ε)

が成立することを示した. ここで, dHはHausdorff distance,又, ωは区間 (0,∞)上の

単調増加関数で,
ω(t) ≤ C|log t|−η (t ∈ (0, 1)) (10)

なる評価を持つ. 但し, C, ηは a prioriデータのみに依る. この結果により, minorな a
priori仮定の下で,
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(♯)′ ‘観測データの差 ∥ΛD1 −ΛD2∥Lが小さければ,二つの介在物の差 dH(∂D1, ∂D2)

も小さくなるが,そのオーダーは logの冪である’

ということが分かる.
さて,ここで我々が示したいことは,

介在物が奥の方にあればあるほど,安定性が悪くなる
ことであった. そのために,安定性評価に表れる定数 (特に, (10)のC, ηに対応)が,伝
導体の境界 ∂Ωと介在物Dとの距離 dist(∂Ω, D)にどのように依存するかを調べた

い. そこで,ここでは次のようなあるモデルに対して,安定性評価をより詳しく調べ
よう.

4 主結果の紹介

ここでは空間 2次元の場合を考える. 今, 0 < r < R

とし, Ω := {x ∈ R2 : |x| < R}, B := {x ∈ R2 : |x| < r}
とする. BsをBの摂動とする (図参照),即ち, ψ : ∂B →
Rを滑らかな関数とし, ∂Bsは

y = Fs(x) := x + sψ(x) ν(x) (x ∈ ∂B)

R

Ω

r
B Bs

の像でかけているとする. 但し, νは ∂Bの単位外法線ベクトルである.
以下で更に記号を準備するが,その前に主結果を大雑把に説明する (主結果の正確
な主張は後述). 主結果は, ‘ある a priori仮定の下,評価 (12)が成立する’,ということ
である. ここで,評価 (12)を解釈しよう. まずRや rを固定したときには, (12)により

∥ψ∥L2(∂B) ≤ C0

∣∣log∥dΛB(ψ)∥L
∣∣−m

なる評価が得られる. 左辺の ∥ψ∥L2(∂B)は,大雑把に言って二つの介在物 BとB1の

差を表す. 一方,右辺にある ∥dΛB(ψ)∥Lは,これも非常に大雑把に言って二つの観測
データΛBとΛB1の差に対応する (dΛBは線型化写像であり,後で定義する). 因って,
上で紹介したAlessandrini-Di Cristo [3]の結果 (♯)′に対応する評価が得られているこ
とが分かる. ここで更に,評価に現れている定数C0は, C0 = C(log(R/r))mと書けて

いることに注意する. 特に, R/r → +∞とすると, C0 → +∞であり,そのオーダー
はO

(
(log(R/r))m

)
である. R/r → +∞は,介在物が奥の方にいくことに対応するか

ら,以上により, ‘介在物が奥の方にあればあるほど安定性は悪くなり,そのオーダー
はO

(
(log(R/r))m

)
である’,ということが分かる.

さて, 主結果を正確に述べるために, 記号等を準備しよう. まず, 考える Dirichlet
問題は (5)であり, 対応する DN写像は (6)であることを思い出しておく. 即ち, f ∈
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H1/2(∂Ω)に対し,解 u0, us及びDN写像ΛB, ΛBs を{
LB,ku0 = 0 in Ω,

u0 = f on ∂Ω,
ΛBf :=

∂u0

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

;

{
LBs,kus = 0 in Ω,

us = f on ∂Ω,
ΛBsf :=

∂us

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

と定義する. 更に,介在物Bの周りでのDN写像の ψ方向の線型化写像 dΛB(ψ)を

dΛB(ψ) := lim
s→0

1

s
(ΛBs − ΛB)

で定義する (線型化写像については,例えば [17, §9.10]参照). 尚,右辺に現れるBsは

ψに依っていることを注意しておく. このとき,次の結果が得られた.

主結果 (N.-Uhlmann-Wang [13]). k > 0, k ̸= 1とする. m > 0, M > 0とする. r ≤ 1,
R ≥ 2とする. このとき,

∥ψ∥Hm(∂B) ≤ M 且つ ∥dΛB(ψ)∥L ≤ 1

e
(11)

を満たす任意の ψ ∈ Hm(∂B)に対して,

∥ψ∥L2(∂B) ≤ C

(
log

R

r

)m ∣∣log∥dΛB(ψ)∥L
∣∣−m (12)

が成立する. 但し, C > 0は k,m,M のみに依る. 又,この評価は optimalである.

注意. 評価 (12)及び optimalityから,

c

(
log

R

r

)m

≤ sup
ψ

∥ψ∥L2(∂B)∣∣log∥dΛB(ψ)∥L
∣∣−m ≤ C

(
log

R

r

)m

なる評価が得られる. ここで, sup中の ψは条件 (11)を満たすものを走る.
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箙と幾何学的表現論

木村　嘉之∗

2010年 2月 15日†

Introduction

クラスター代数 (cluster algebra) *1は, Fomin-Zelevinsky[5]によって 2002年に導入された有理関数体
F = Q(x1, . . . , xn)の部分代数 Aで, シード (seed)から変異 (mutation)と呼ばれる操作で生成されるク
ラスター変数 (cluster variable)とよばれる元や n個のクラスター変数から成るクラスター (cluster)とい
う集合といった付加構造をもつもののことである. また, 付加構造 (=:クラスター構造)の組合せ論に非常に興
味深い表現論が情報として含まれていると期待されている. 予想的には, クラスター代数は,

• 半単純簡約群 Gの座標環
• unipotent subgroup U の座標環
• flag variety G/B の斉次座標環

に存在する “双対標準基底 (dual canonical base)”のもつ “組み合わせ的な構造”を取り出していて, 代数群の
もつ “全正値性 (total positivity)”を “純代数的”かつ “組み合わせ的に”統制するであろうと期待され, 導入
されたものである.

1 箙と標準基底
クラスター代数について述べる前に, その動機づけの一つである

• 箙と量子群の関係
• 量子群の標準基底

について概説する.

1.1 箙とその表現論

箙 (quiver)とは単に, 向き付きグラフのことを言う. すなわち, 頂点の集合とその間にある向き付けられた
集合の組みのことを言う. 定義は非常に簡単なもので, 何の変哲も無いものだが, その “線形表現”を考えるこ
とで, 様々な線形代数の問題を箙の表現論に翻訳することが出来る. *2

Definition 1 (箙とその表現). (I, E)を有限グラフとし, Q = (I,Ω)を有限グラフ (I, E)に向きを入れた箙
とする.

∗ 京都大学数理解析研究所, ykimura@kurims.kyoto-u.ac.jp
† 北海道大学北海道大学学術交流会館小講堂

*1 このテクニカルレポートでは, 主にクラスター代数に関わる参考文献のみを挙げた. より詳しい参考文献について [7]を参考にされ
たい.

*2 ここでは表現論とは単に, 群や環などに付随するある種の “良い” アーベル圏 (ないしそれに付随する様々な圏) の構造の理解と
いったことで理解して欲しい. Lie群や Lie環の表現論と言っているわけではない.
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(1) 箙 Q = (I,Ω)の表現とは, I-gradedベクトル空間
⊕

i∈I Mi と線型写像Mh : Mout(h) → Min(h) の組み
を言う. ここで, 向き付けられた辺 h ∈ Ωに対して out(h)で始点, in(h)で終点を表わす.

(2) 箙の表現 M = ((Mi)i∈I , (Mh)h∈Ω), M ′ = ((M ′
i)i∈I , (M

′
h)h∈Ω) に対して, 箙の表現の射 ϕ =

(ϕi) : M → M ′ とは, I-graded 線形空間の射であって, 任意の h ∈ Ω に対して, M ′
hϕout(h) = ϕin(h)Mh

を満たすものを言う. すなわち以下の図式を可換にするものである.

Mout(h)
Mh //

ϕout(h)

��

Min(h)

ϕin(h)

��
M ′

out(h)
M ′

h

// M ′
in(h)

箙とは単なる有限グラフであるが, 箙は経路圏 (path category) を (自由に) 生成する. すなわち頂点を
対象とし, つなげることができる辺の列 (path=経路)を射とするような圏である. 箙の表現とは箙のグラフの
(線形)表現であり, 箙の表現は自然にアーベル圏をなす. 少し簡単な箙の表現のなす圏について考えてみる.

Example 2 (A1 箙). 頂点が一つだけあり辺が無い箙を考えてみる. このとき, 箙の表現は自明なものであり,

全て 1次元ベクトル空間の直和として得られるので, 単純かつ直既約な対象とすべてその直和として得られる.

Example 3 (A2 箙). 頂点が 2つあり, 辺が一つだけある箙を考える. ここで, 二つの箙の表現が同型とは, 表
現を定める行列 X,X ′ に対して, 可逆な行列 A,B が存在して, AXB−1 = X ′ と表せることであり, これは行
列の階数の問題に帰着される. よって, 直既約な表現 (の同型類)は 3つあり, それぞれのベクトル空間の次元
の組 (次元ベクトル)は, (1, 0), (1, 1), (0, 1)であり, 次元ベクトルが (1, 1)のものは線型写像は 0でないとする.

Example 4 (A
(1)
1 箙 (Jordan箙)). 頂点が一つあり, 辺が頂点から自分自身へのものが一つだけある箙を考

える. ここで, 二つの箙の表現が同型であるとは表現を定める行列 X,X ′ に対して, 可逆な行列 Aが存在して,

AXA−1 = X ′ と表されることであり, これは Jordan標準形の問題そのものである. よって, 特に巾零表現だ
けに話しを限れば, 各次元に対して, 直既約な表現 (=Jordanブロック)が存在し, それらの直和で全ての表現
が得られることが分かる. 特に無限個存在する. 固有値ごとに Jordanブロックが存在する. また全ての表現を
考えれば, 体にも依存する. つまり代数閉体では Jordan標準形で尽されるが, Jordan標準形では得られない
もの (一次式に分解しない既約な多項式から定まる直既約表現)も存在する.

Example 5 (Kronecker箙). 以下の箙を Kronecker箙という.

+ −
a

''+ −
b

77

Kronecker 箙の表現には regular 表現とよばれる興味深い表現が存在する. dimM1 = dimM2 = n とし, 片
方の辺の行列を恒等行列とする. そうするとき, もう片方の行列は Jordan 標準型の分類と同値となり, また
辺の対称性から射影直線上の冪零 Jordan 標準型がならぶ形となる. すなわち, 射影直線上の捻れ (連接) 層
の圏が得られる. この対応を精密に見てやることにより, 射影直線上の連接層のなすアーベル圏と Kronecker

箙の表現のなすアーベル圏は, アーベル圏としては圏同値ではないものの, それぞれの導来圏は圏同値となる
(Beilinson).

またランク１のアーベル群で次数付けられた次数つきのある可換環上次数つき加群の圏として定義される重
み付き射影直線上の連接層の導来圏と affine箙とよばれる affine Dynkin diagramに適当に向きを入れた箙の
表現の導来圏は圏同値となる (Geigle-Lenzing).

箙の表現のなすアーベル圏は一般に半単純 (もしくは完全可約)なアーベル圏ではなく, 遺伝的 (hereditary)

なアーベル圏と呼ばれるアーベル圏になる. 半単純な圏*3においては, その単純対象の分類により全ての対象の

*3 標数 0の代数閉体上の有限次元半単純 Lie環の有限次元表現のなす圏や, 標数 0の代数閉体上の有限群の表現のなす圏など.
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分類が得られるので, 単純対象の分類 (とその構成)が基本的かつ重要な問題となるが, 箙の表現論においては,

直和に分解しない対象 (直既約対象)の分類が基本的な問題となる. *4

これらの問題だけではなく部分空間問題などの様々な線形代数の問題が, 箙の表現の問題に書き変えること
で統一的に理解することが出来るだけではなく, 箙の表現論は, (体上の)有限次元代数の表現論にも基本的な
役割を果たす.

Definition 6 (path algebra (経路代数)). Q = (I,Ω)を箙とする.k を体とする. kI を {ei}i∈I を基底とし,

eiej = ejei = δi,jei の関係式で定義される k 代数とする. kΩを {eh}h∈Ω を基底とする kI-bimoduleとする.

kI の作用は以下で定める.
eiehej = δi,in(h)δout(h),jeh (i, j ∈ I, h ∈ Ω),

bimodule kΩの kI 上のテンソル代数を kQで表し, 箙 Qの k 上の path algebra (経路代数)という.

箙の表現と対応する path algebra の加群の圏の間には自然な圏同値が存在する. また, それだけではなく,

代数閉体上の有限次元代数の森田同値 (加群のなす圏の間の圏同値)による分類においては, Gabriel箙とよば
れる射影直既約加群 (もしくはその単純商) から定まる箙が, 最も基本的な不変量になり, “関係式付き箙” の
表現のなす圏を考えることで, 任意の (代数閉)体上の有限次元代数の加群圏が実現されることが知られている
(Gabriel).

Question 7. 箙の表現において “簡単で面白い対象”を知ることは, 重要である. すなわち, 直既約対象が有
限個であるような箙は, どのようなものであろうか? 上で見た通り, 有限個であるものは非常に少ないのではな
いかと思われるので, その分類はどのようにされるだろうか?

1.2 Gabriel-Kacの定理

1.2.1 ルート系と Kac-Moody Lie環
箙の表現の直既約表現は以下の様に統制される (Gabriel-Kac の定理). 主張を述べるために, Kac-Moody

Lie環とルート系の言葉を紹介する.

Definition 8. ルートデータとは, 以下のデータの組のことを言う.

1. P : free Z-module (weight latticeと呼ばれる),

2. P ∗ = HomZ(P, Z) と pairing 〈, 〉 : P ⊗ P ∗ → Z,

3. 有限集合 I,

4. {αi}i∈I ∈ P (単純ルート),

5. {hi}i∈I ∈ P ∗ (単純コルート),

6. P 上の双線型形式 ( , ) : P × P → Z.

であって, 以下の条件を満たすものを言う.

(a) 〈hi, λ〉 = 2(αi, λ)/(αi, αi) for i ∈ I and λ ∈ P ,

(b) aij = 〈hi, αj〉 = 2(αi, αj)/(αi, αi) がカルタン行列を与える, すなわち以下の条件を満すことをいう.

〈hi, αi〉 = 2, and 〈hi, αj〉 ∈ Z≤0 and 〈hi, αj〉 = 0 ⇔ 〈hj , αi〉 = 0 for i 6= j,

(c) (αi, αi) ∈ 2Z>0,

(d) {αi}i∈I は線形独立.

*4 一般には到底 “不可能な”問題.
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このとき Π = {αi}i∈I ,Π
∨ = {hi}i∈I とおく. いま, {ei}i∈I ∪ {fi}i∈I ∪ {h ∈ P ∗ ⊗Z Q}によって生成され,

[h, h′] = 0

[h, ei] = αi(h)ei

[h, fi] = −αi(h)ei

[ei, fj ] = δi,jhi

で定義される Lie環を g̃Aで表わす. また, g̃Aのイデアルであって, h := P⊗ZQと交わらない極大なものが唯一
つ存在し, それによる商を gAで表わし, Kac-Moody Lie環という. この Lie環 gAは, {ei}i∈I ∪{fi}i∈I ∪{h ∈
P ∗ ⊗Z Q}で生成され, 上の関係式たちと以下の関係式たち

1−aij∑

k=0

e
(k)
i eje

(1−aij−k)
i = 0

1−aij∑

k=0

f
(k)
i fjf

(1−aij−k)
i = 0

で定義される Lie 環と同一視される. 最後の二つの関係式は Serre 関係式とよばれている. ここで, e
(k)
i =

ek
i /k!, f

(k)
i = fk

i /k!を表す. Kac-Moody Lie環は, 重要な例として, 有限次元複素単純 Lie環やその loop化の
中心拡大である affine Lie環を含んでいる. {ei} , {fi}でそれぞれ生成される部分 Lie環を n+, n− で表わす
とき, 三角分解

g = n− ⊕ h ⊕ n+

を持つ.また, 可換な部分 Lie環 hは gに自然に半単純に作用し, hに関する同時固有値空間分解 (ルート空間
分解)により,

g = h ⊕
⊕

α∈R⊂h∗

gα

と直和分解する. ここで, R = {α ∈ h∗; gα 6= 0}なる集合をルートデータから定まるルート系といい, dim gα

をルート αのルート重複度という. また, 三角分解を用いて正ルート, 負ルートが, R± = {α ∈ h∗; n±
α 6= 0} に

よって定義される. 各 i ∈ I に対して,
si(λ) = λ − 〈λ, hi〉αi

で定義される単純鏡映によって生成される Aut(h∗)の部分群をWeyl群といい, Rの部分集合であって, Πの
W の作用により生成される部分集合を実ルート, 補集合を虚ルートという. 実ルート, 虚ルートは以下のよう
にも特徴付けられる.

• α: 実ルート ⇐⇒ (α, α) = 2 ⇐⇒ dim gα = 1

• α: 虚ルート ⇐⇒ (α, α) ≤ 0 ⇐⇒ dim gα > 1

1.3 箙の表現とルート系 : Gabriel-Kacの定理

箙の表現のなす圏とルート系の関係は, “Gabriel-Kacの定理”によって以下のように関係付けられる.

Theorem 9 (Gabriel, Bernstein-Gelfand-Ponomarev, Kac). R を箙 Q の直既約表現の同型類のなす集合
とする.

dim : R → Z≥0[I]

を次元ベクトルM 7→ (dimMi)i∈I から定まる写像とする. このとき, 以下の主張が成り立つ.

(1) dim(R) = R+

(2) 任意の実ルート α ∈ R+ に対して, 唯一つの直既約表現の同型類M(α)であって, dimM(α) = αを満
たすものが存在する.
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(3) 任意の虚ルート α ∈ R+ に対して, 直既約表現の同型類M であって, dimM = αを満たすものが, “無
限個”存在する.

また, Gabrielは, 箙の表現において, 直既約表現が有限個であること (有限表現型)と, 箙を定めるグラフが
(ADE型の単純 Lie環の)Dynkin図形であることが同値であることを示した.

1.4 量子展開環

量子展開環 Uv(g) とは, Kac-Moody Lie 環の普遍展開環の量子変形であり, 変形パラメータ v を含み,

“v = 1”に特殊化することで普遍展開環 U(g)を復元することができる変数 v の有理関数体 Q(v)上の非可換
環, より正確には, 非可換, 非余可換な Hopf代数である.

Definition 10 (量子展開環Uv(g)). 以下のようにルートデータから, 生成元 {qh}h∈P∗ ∪ {Ei}i∈I ∪ {Fi}i∈I

と以下の関係式で定義される代数である.

qhqh′

= qh′

qh

qhEiq
−h = qαi(h)ei

qhFiq
−h = q−αi(h)ei

[ei, fj ] = δi,j
qhi − q−hi

q − q−1

1−aij∑

k=0

E
(k)
i EjE

(1−aij−k)
i = 0

1−aij∑

k=0

F
(k)
i FjF

(1−aij−k)
i = 0

ここで, E
(k)
i = Ek

i /[k]qi
!, F

(k)
i = F k

i /[k]qi
!を表し, qi = q(hi,hi)/2 であり, [k]qi

!は qi から定まる “q 整数”で
定義される “q-階乗”である. 最後の二つの関係式は q-Serre関係式と呼ばれる.

量子展開環は Kac-Moody Lie環とは逆の経路で, つまり生成元と関係式で定義したが, 実は, Drinfeldによ
る “Hopf pairing”を {Fi}i∈I で生成される下三角部分環 U−

v (g)に導入してやることで, 元々の Kac-Moody

Lie環と同じように, ある種な “非退化”性をみたすものとして定義することが出来, 量子展開環全体は, 下三角
部分環とその内積から定まる Drinfeld doubleとよばれる Hopf代数になっている. また, q-Serre関係式は, そ
の内積を非退化にするための必要十分な関係式となっている (Lusztig).

1.5 Hall代数と標準基底

Ringelは, Gabriel-Kacの定理をより自然に理解することを目標として, 表現のモジュライ (スタック)上の
関数に Hall積とよばれる積を導入した. ここでは簡単のために有限体上のアーベル圏に話を制限する.

Definition 11 (Hall代数). Fq を q 個の元からなる有限体とし, Aを Fq-アーベル圏とする. ここで Fq アー
ベル圏とは, 各 Exti が全て Fq 上のベクトル空間になっていて, 合成等の操作が Fq 上のベクトル空間の間の操
作になっていることをいう. また, Aは以下の条件を満たしていると仮定する.

• 任意の X,Y に対して, dimFq
Exti(X,Y ) < ∞

• gl.dimA < ∞

このとき Aの対象の同型類の集合を XA とするとき, HA を XA を基底とする Cベクトル空間とする. この
とき, [X], [Y ] ∈ XA に対して,

[X] ∗ [Y ] :=
√

q
χ(X,Y )

∑

[Z]∈XA

φZ
X,Y [Z]
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とする. ここで, φZ
X,Y は Z の中の subobjectであって, W であって, Z/W ≃ X,W ≃ Y を満たすもの全体の

数を表す. これはHall数と呼ばれる. このとき, φZ
X,Y は自然に,

0 → Y → Z → X → 0

という形の完全列全体の集合をX の自己同型と Y の自己同型からなる群による (自由な)作用によって割って
得られる商集合の点の個数と同一視される.また, χ(X,Y )は Aにおける Euler形式で,

χ(X,Y ) =
∑

i≥0

(−1)i dim Exti(X,Y )

で定義される (対称とは限らない)Grothendieck群K0(A)上の bilinear formである.

C.Ringelは有限体における箙の表現のなすアーベル圏の Hall代数を調べることで, 以下の定理を示した.

Theorem 12 (Ringel, Lusztig, Green). *5 Qを loopを持たない箙とし，gを対応する Kac-Moody Lie環，
U−

v (g)|v2=q を対応する量子展開環 (の q = v2 への特殊化),

Si を各頂点に対応する Qの既約表現とするとき，Aを {Si}i∈I によって生成されるアーベル圏とする. こ
のとき, 次の代数の埋め込みが存在する；

U−
v (g)|v2=q →֒ HA : F

(n)
i 7→ [S⊕n

i ].

Ringelによる Hall代数の構成は, 有限体上の圏でしか意味をなさないが, Lusztigは彼のライフワークとで
も言うべき指標層の理論 (有限簡約群の指標の理論を “sheaf-function dictionary”によって統制する偏屈層の
理論)の類似を辿ることで, 箙の表現のモジュライスタック上の偏屈層, すなわち箙の表現のなす空間の上の同
変偏屈層のクラスを用いて再定式化し, Hall積を用いて, “量子展開環に相当する分”の偏屈層の圏を導入する
ことで, Ringel-Hall代数の “幾何学的な持ち上げ”を構成し, 標準基底の理論を創始した. Lusztigによる標準
基底は Grojnowki-Lusztigにより, 柏原による (lower)大域結晶基底と一致することが示され, (柏原)結晶構
造と呼ばれる組み合わせ構造で統制される. 標準基底ないし大域結晶基底は, 近年では圏化 (categorification)

をスローガンに,

• (degenerate) affine Hecke環や対称群の (モジュラー)表現論における (モジュラー)分岐則や分解係数
を統制する理論 (Lascoux-Leclerc-Thibon-有木理論)

• Khovanov らによる結び目の量子不変量の圏化の研究に端を発する Khovanov-Lauda-Rouquier 代数
(箙 Hecke代数)の研究 (Khovanov-Lauda, Brundan-Kleschev, Rouquier)

においても基本的な対象として現れる重要な基底である (Khovanov-Lauda, Lauda-Vazirani, Varagnolo-

Vasserot).

2 クラスター代数
クラスター代数は以下のデータによって定義される.

Definition 13. (1) n ≥ 1に対して, seedとは, 以下のデータから成る:

• edge loopと oriented 2-cycleを含まない箙 Qで, 頂点集合が {1, 2, · · · , n}であるもの.

• u = {u1, · · · , un} ⊂ Q(x1, · · · , xn)は, 有理関数体 Q(x1, · · · , xn)を生成するもの.

(2) (Q,u)を seedとし, k ∈ I を一つとる. k 方向の seed mutationとは, 以下で定まる seedである.

*5 Ringelは有限型の場合に証明し, 一般の場合には, Ringelの有限型の場合の計算と Lusztigによる量子展開環U
−
v (g)の特徴付け

と内積と余積を用いた Greenによる証明がある. しかしながら, 量子展開環における内積と余積はすでに Lusztigが幾何学的に構
成していた.
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(M1): k を通る辺の組 i → k → j に対して, iから j へ辺を加える.

(M2): k とつながっている辺*6をすべてひっくり返す.

(M3): (M1), (M2)の操作のあとに得られている箙から edge loopと 2-cycleをすべて削除する.

この箙を µk(Q)で表す. また, u = {u1, · · · , un}に対して,

u∗
k =

∏
i→k ui +

∏
k→j uk

uk

とし, µk(u) = (u \ {uk}) ⊔ {u∗
k}と定義する. (上の関係式を exchange relationという.)

(3) F = Q(x1, · · · , xn)を有理関数体とする. (x = {x1, · · · , xn},Q)を seed (initial seed)とする. initial

seedから seed mutationの有限回の繰り返しによって得られる seedに含まれる有理関数体の元たちのなす集
合をクラスター (cluster) といい, クラスターに含まれる元をクラスター変数 (cluster variable) という.

また, initial seedにふくまれるクラスター変数を初期変数 (initial variable)という. すべてのクラスター変
数たちによって生成される環をクラスター代数 (cluster algebra) AQ という. *7

クラスター代数は以下のような非自明な部分環に含まれることが示される.

Theorem 14 (Laurent phenomenon [5]).

AQ ⊂ Z[x±
1 , x±

2 , · · · , x±
n ]

Remark 15. クラスター代数は, 代数トーラスを exchange relation にそって, 張り合わせた可換環である
が, その自然な量子化として箙の表現の (数値的)Grothendieck群の箙の Euler 形式から定まる中心拡大であ
る Heisenberg群の群環である量子トーラスを “quantum exchange relation”によって張り合わせた量子クラ
スター代数という概念も定義されている [1, 4].

2.1 有限型のクラスター代数

さて, クラスター代数を定義したところで, ひとまず “統制がそれほどは難しくない例”を理解することは重
要である. よって以下の定義は妥当だと思われる.

Definition 16. 箙 Qがクラスター有限 (cluster-finite)であるとは, 箙 Qの生成するクラスター代数のク
ラスター変数のなす集合が有限集合であることをいう.

Fomin-Zelevinsky [6]は, クラスター有限な箙のクラスを以下のように特徴付けた.

Theorem 17 (分類定理 [6]). (1) クラスター有限であることと, Qが Dynkin箙であることは同値である.

(2) Q を Dynkin 箙とするとき, クラスター代数 AQ の初期変数ではないクラスター変数は Q に付随する
ルート系の正ルートの集合と 1:1に対応する.

2.2 Caldero-Chapotonの公式

さて, 上の定理によって, 初期変数ではないクラスター変数と正ルートの集合との間に対応が付いたわけであ
るが, 一方 Gabrielの定理により, 各正ルートに対しては, 直既約表現が対応する. では, その２つの対応を介
してクラスター変数は直既約表現と対応するわけであるが, その対応はより以下のように直既約表現に対応す
る箙グラスマン多様体の Euler数の母関数という形で “具体的に”記述される.

*6 始点ないし終点が k であるような辺
*7 ここで定義したクラスター代数は “cluster algebra without coefficients”と呼ばれているものである.
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箙と幾何学的表現論

Theorem 18 (Caldero-Chapoton [2]). Q を Dynkin 箙とし, α =
∑

1≤i≤n wiαi を対応するルート系の正
ルート, MQ(α)を正ルート αに対応する直既約表現とし, GrV (MQ(α))で, MQ(α)の次元ベクトルが V の部
分表現全体のなす射影的多様体とする. (これを箙グラスマン多様体という.) このとき, α に対応するクラス
ター変数 CCQ[α]*8 は以下の式で与えられる.

CCQ[α] =
1

xw1
1 · · ·xwn

n

∑

0≤V ≤α

χ(GrV (MQ(α)))
∏

h∈Ω

x
win(h)−vin(h)

out(h) x
vout(h)

in(h)

上の公式を Caldero-Chapotonの公式という.

“rigidな”直既約表現*9は, 箙の表現多様体の中で, open-denseな軌道をなし, 箙が oriented cycleを含まな
いとき, 標準基底の元をなすことが知られている. また, “rigidな”直既約表現の箙グラスマン多様体は, グラ
スマン多様体上のあるベクトル束の total spaceから箙の表現のなす多様体への自然な射影射に関する “一般
の点”におけるファイバーであり, 滑らかな射影代数多様体である. 上の式は自然な “rigidな”直既約表現の定
める双対標準基底とグラスマン多様体上のあるベクトル束の全空間から箙の表現のなす多様体への自然な射影
射から得られる半単純複体との pairingの母関数と理解することも出来, ある種の正値性を持っていることが
一般に期待される. 最後に Caldero-Reineke [3]による “予想”*10 を述べておきたい.

Conjecture 19. Qを oriented cycleを含まない箙とする. このときクラスター代数 AQ のクラスター変数
はすべて, Z≥0[u

±
1 , u±

2 , · · · , u±
n ]に含まれる.

参考文献
[1] A. Berenstein and A. Zelevinsky, Quantum cluster algebras, Advances in Mathematics 195 (2005),

no. 2, 405–455.

[2] P. Caldero and F. Chapoton, Cluster algebras as Hall algebras of quiver representations,

Commentarii mathematici helvetici 81 (2006), no. 3, 595.

[3] P. Caldero and M. Reineke, On the quiver Grassmannian in the acyclic case, Journal of Pure

and Applied Algebra 212 (2008), no. 11, 2369–2380.

[4] VV Fock and AB Goncharov, The quantum dilogarithm and representations of quantum

cluster varieties, Inventiones Mathematicae 175 (2009), no. 2, 223–286.

[5] S. Fomin and A. Zelevinsky, Cluster algebras I: foundations, Journal of the American Mathe-

matical Society 15 (2002), no. 2, 497–529.

[6] , Cluster algebras II: Finite type classification, Inventiones Mathematicae 154 (2003),

no. 1, 63–121.

[7] B. Keller, Cluster algebras, quiver representations and triangulated categories, eprint arXiv:

0807.1960 (2008).

*8 CCは Caldero-Chapotonの略でもあり, “クラスター指標 (cluster character)”の略でもある.
*9 Qが Dynkinであるときは, すべての直既約表現は rigidである.

*10 彼らの論文によれば以下の予想は定理となっているが, 今のところ修正出来ないギャップが存在し, 予想になっている [7]
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非同次線形常微分方程式系のLyapunov数の評価と
その決定条件について

李炯宙 (電気通信大学・情報工学専攻・修士 1年次)

2010年 2月 15日

1 導入

この講演では次のような非同次線形微分方程式系

(1)
dy

dt
= A(t)y + f(t) (t ∈ [t0,∞))

を考える．ここで n× n行列値関数 A(t) = (aij(t))とベクトル値関数
f(t) =t (f1(t), · · · , fn(t))は t ≥ t0 で連続とする．このような非同次系に関する議論は f(t) ≡ 0
である同次系

(2)
dx

dt
= A(t)x

に基づいている．例えば，(2)の基本行列をX(t)としたとき，(1)の一般解 y(t)は，任意の c ∈ Cn

に対して

(3) y(t) = X(t)c +
∫ t

X(t)X−1(s)f(s)ds

と表される．この公式に着目すると，非同次系の解の性質を調べるとき，それに相応する同次系

の結果をどれだけ拡張できるのかが鍵になる．特に我々は方程式 (1)の解の時間無限大における
漸近挙動を調べたいが，(1)の解が (2)の解と同じ挙動をとるための条件が何かを求めるという観
点で研究を進める．また，解の挙動を調べるものとして次節で説明する Lyaounov数を用いる．

2 Lyapunov数と同次系における既知の結果

ベクトル値関数 x(t) =t (x1(t), · · · , xn(t))の Lyapunov数 λ(x)は次のように定義される．

(4) λ(x) = lim sup
t→∞

log ‖x(t)‖
t

例 1

λ(eαttβ) = α, λ(et2) = ∞, λ(tβ) = 0

つまり或る関数 x(t)の Lyapunov数が αであることは，十分大きい時間において x(t)が eαtと比

較できるぐらいの割合で増加することを意味する．Lyapunov数が (1)や (2)の解の挙動を測る量
として有効であることについて説明する．(2)で A(t) ≡ Aの場合，その一般解 x(t)は

(5) ‖x(t)‖ = O(eαttβ) (t →∞)

を満たすことが知られている．但し，αは Aの固有値の実部の最大値，βは固有値の重複度より

定まる正数である．変数係数の場合でも係数行列が有界であれば (5)のような形の挙動をとるこ
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とが予想される．そこで定数係数の固有値のように，(5)における αを測る量が想定されるが，そ

れが Lyapunov数である．実際に A(t) ≡ Aの場合，その解の Lyapunov数は固有値の実部の最大

値と一致する．

さて Lyapunov数の重要な性質について述べると，x =t (x1, · · · , xn)に対して

(6) λ(x) = max
1≤i≤n

λ(xi)

が成り立つ．また Lyapunov数の異なる関数は互いに 1次独立であることが知られている．とこ

ろが (2)の 1次独立な解は n個しかないので，(2)の解の Lyapunov数は高々n個しかない．この

高々n個の Lyapunov数の評価に関して幾つかの研究が進んでいるが [1,2,3]，特にこのLyapunov

数を等号で決定する研究 [4,5]に注目したい．その出発点として A(t)が対角行列の場合を考える
と，方程式 (2)は x′j = ajj(t)xj (j = 1, · · · , n)となるので xj(t) = xj(t0) exp

(∫ t

t0
ajj(τ)dτ

)
よ

り λ(xj) = lim sup
t→∞

1
t

∫ t

t0

Re ajj(τ)dτ と解の Lyapunov数が簡単に求まる．そこでもし対角行列で

なくても，非対角成分が 0に収束する形であれば同じく Lyapunov数を決めることができるかが

考えられる．それを解明したのが次の Perronの定理である．

定理 1 (Perron [4]) 方程式 (2)が次の条件を満たすとする．

Re aii(t)− Re ai+1,i+1(t) ≥ c > 0 (t ≥ T > t0, i = 1, · · · , n− 1)(7)

lim
t→∞

aik(t) = 0 (i, k = 1, · · · , n, i 6= k)(8)

このとき (2)の解の Lyapunov数 λi (i = 1, · · · , n)は次の等式を満たす．

(9) λi = lim sup
t→∞

1
t

∫ t

t0

Re aii(τ)dτ

この定理の条件 (7)を弱めたものとして次の定理が知られている．

定理 2 ([5]) ある正数N, r(N ≥ r ≥ n), εと
∫∞

t0
η(t)dt < ∞を満たす実数値関数 η(t) > 0につい

て方程式 (2)の A(t)が次の不等式を満たすとする．

(10)
∫ t2

t1

[
η(t) + Re aii(t)−Ai(t)−

(
N + n− 2 +

n

r
+ ε

) (
1 +

1
r

)i−1

A∗(t)

]
dt ≥ log

r

N

(t0 ≤ t1 < t2 < ∞, i = 1, 2, · · · , n− 1)

ただし A∗(t) = max{|aij(t)| | i 6= j}, Ak(t) = max{Re ajj(t) | k + 1 ≤ j ≤ n}である．このと
き (2)の解の Lyapunov数 λi (i = 1, · · · , n)は次の不等式を満たす．

∣∣∣∣λi − lim sup
t→∞

1
t

∫ t

t0

Re aii(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤
n− 1

r + 1− n
lim sup

t→∞
1
t

∫ t

t0

A∗(τ)dτ

定理 2の条件を分かりやすく与えたのが，次の系である．

系 1 ([5]) 方程式 (2)が次の条件を満たすとする．

Re aii(t)− Re ai+1,i+1(t) > 0 (t ≥ T > t0, i = 1, · · · , n− 1)(11)

lim
t→∞

aik(t) = 0 (i, k = 1, · · · , n, i 6= k)(12)

このとき (2)の解の Lyapunov数 λi (i = 1, · · · , n)は (9)を満たす.

この系の条件 (11)は (7)を含めていることより，定理 2は定理 1を弱めたものと言える．

以下，定理 1と定理 2の証明の概略について述べる．まず λ(x1) = λ1 となるような (2)の解
x1 を構成し，x1を用いて後述する Perronの変換により λ(xi) = λiとなる解 xi (i = 2, · · · , n)を
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構成する．このとき解の Lyapunov数を定める方法はベクトル解の一つの成分の表現公式に基づ

いている．(2)の解 x = (x1, · · · , xk)に対して，λ(x)を定めることは (6)より max
1≤k≤n

λ(xk)を定

めることになる．xk(t) 6= 0 (t ≥ 0)の場合，xk(t)は

(13) xk(t) = xk(t0) exp





∫ t

t0


akk(τ) +

n∑

j 6=k

akj(τ)
xj(τ)
xk(τ)


 dτ





と表現される．ここで Lyapunov数を (9)のように定めるためには，項 akj(τ)
xj(τ)
xk(τ)

(j 6= k)の影

響が xk(t)の挙動に現れないようにする必要がある．それが定理 1の条件 (7)と定理 2の条件 (11)
の役割である．詳しくはそれぞれ

lim
t→∞

∣∣∣∣
xj

xk

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣
xj

xk

∣∣∣∣ ≤
1

r − 1 + n
(j 6= k, r ≥ n)

を示すための条件である．

3 非同次系における主結果

この説では定理 2の議論を非同次系に拡張して得られた結果について述べる．方針としては方

程式 (1)の係数行列A(t)に関して (10)を仮定したとき，その解の Lyapunov数が同次系と同じよ

うに (9)と決まるための条件を調べる．その結果を示す前に次のことに注意しておく．非同次系
は同次系とは異なり，一般に解の Lyapunov数が高々n個であるとは限らない．なぜなら非同次系

の場合は 1次独立な n組の解が見つかっても，一般解をそれらの 1次結合で表わすことができな

いためである．この点は同次系と非同次系の本質的な相違点であり，この説で構成する非同次系

の n組の特殊解を用いて一般解の挙動を特定することは難しい．

定理 3 N ≥ r ≥ n + 1
2 , α > 1とし，任意の ε > 0に対して次の不等式を満たすとする．

∫ t2

t1

[
Re aii(t)−Ai(t)−

(
N + n− 2 +

n

r
+ ε

) (
1 +

1
r

)i−1

A∗(t)− 2
tα

]
dt ≥ log

r

N
(14)

(t0 ≤ t1 < t2 < ∞, i = 1, 2, · · · , n− 1)．また f∗(t) = max
1≤i≤n

|fi(t)|とおき

(15) f∗(t) = O(t−α) (t →∞)

かつ

(16)
∫ t

t0

[
Re aii(τ)−

(
n− 2 +

1
r

)
A∗(τ)− 1 + ε

τα

]
dτ ≥ 0 (i = 1, · · · , n)

が成り立つと仮定する．このとき，(1)の解 yi (i = 1, · · · , n)が存在し，
∣∣∣∣λ(yi)− lim sup

t→∞
1
t

∫ t

t0

Re aii(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤
n− 1

r + 1/2− n
lim sup

t→∞
1
t

∫ t

t0

A∗(τ)dτ

を満たす．ただし，αn = 1/r − n + 1/2である．

この定理の条件を系 1のように分かりやすい形で与えよう．

系 2 α > 1とする．微分方程式 (1)に対して条件 (7),(8)かつ (15)を仮定する．さらに，

(17) Re aii(t) ≥ (n− 1)A∗(t) +
2
tα

(t ≥ t0, i = 1, · · · , n)

が成立するならば，(1)の解 y1, · · · , yn が存在し，その Lyapunov数がそれぞれ (9)と一致する
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ここで条件 (17)は (16)に相応するものである．

例 2 a > b > 0, α > 1とする

A(t) =

(
a 1

tα

1
tα b

)
, f(t) =

(
1
tα

1
tα

)

λ1 = lim sup
t→∞

1
t

∫ t

t0

Re a11(τ)dτ = a, λ2 = lim sup
t→∞

1
t

∫ t

t0

Re a22(τ)dτ = b

以下定理 3の証明の概略を述べる．まず定理 2のように λ(y1) = λ1 となるような (1)の解 y1

を構成する．次はこの y1を用いて他の解を構成したいところであるが，(3)からも分かるように
非同次系の解は同次系の解を用いて構成することが有効であると思われる．そこで定理 2で構成

した (2)の解 x1 を用いて (1)の解 yk = (y1k, · · · , ynk) (k = 2, · · · , n)を次のように定める．

y1k = x1

∫
ukdt

yik = xi

∫
ukdt + zik (i, k = 2, · · · , n)

この変換は同次系 (2)に対して Perron[4]が最初に考案したものである．また解 y1 の成分 y11 は

(18) y11(t) = y11(t0) exp





∫ t

t0


a11(τ) +

n∑

j=2

a1j(τ)
yj1(τ)
y11(τ)

+
f1(τ)
y11(τ)


 dτ





と表わされる．この式において，同次系にはなかった項 f1/y11をうまく評価することが定理 3にお

ける最大の難点である．その一つの方法として非同次項の形を f(t, y)としておき，‖f(t, y)‖/‖y‖
に直接条件を与えて評価することが用いられる [1]．しかし，ここでは f1/y11 をそのままの形で

評価したい．実際には y11(t)の下からの評価がポイントであるが，|y11(t0)| > M と与えたとき，

(16) を仮定すれば |y11(t)| > M (t ≥ t0) が成り立つことを示す．その証明は背理法によるが，
そこで矛盾を出すようにして求められた条件が (17)である．従って，|y11(t)| > M と (15)より
|f1/y11| = O(t−α) (t →∞)が得られる．以上の評価に基づけば最終的に λ(y11) = λ1 が示せる．

注意 同次系の解と同じ挙動をするように非同次系の解を構成するときに，定理 3の構成法では非

同次項 f を小さくする条件 (15)だけでなく，係数行列 A(t)に関してもさらに条件 (16)が要る．
条件 (16)または (17)は A∗(t) → 0 (t → ∞)のとき Re akk(t) > 0 (t > T )と見なすことができ
るが，これは (9)より λ(ykk) ≥ 0を意味する．即ち定理 3は，Lyapunov数が非負である解の中

で，それが A(t)の対角成分より決まる n個の解を定めたことになる．そこで，条件 (16)を弱め，
Re akk(t) ≤ 0の場合でも Lyapunov数を (9)と決定できるための条件を求めることが今後の課題
として考えられる．
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等号付き多重ゼータ値の特殊値について

九大数理　田坂　浩二

概 要
古典的なリーマンゼータ関数とは sを複素変数として ζ(s) = 1+ 1

2s
+ 1

3s
+ 1

4s
+ · · · と定義されるも

のである. この関数の正の偶数点での値（リーマンゼータ値）に対する最初の結果は, オイラーの 1735
年に書いた論文 [4]に初めて現れた. そこでは, ζ(s)の s = 2, 4, 6, 8, 10, 12におけるの厳密な値が求めら
れている. 今日では一般の正の偶数点におけるベルヌーイ数を用いた公式：ζ(2n) = (−1)n+1 B2n(2π)2n

2(2n)!

はよく知られている. 本講演では, リーマンゼータ値のある種の一般化である多重ゼータ値というもの
の (有理数)×(π2 の冪)と書ける特殊値について最近得られた結果と今後の課題を紹介する. この結果
は九州大学の田中立志, 若林徳子, 今冨耕太郎との共同研究で得られたものである.

1 Introduction

リーマンゼータ関数の正の偶数点での値（リーマンゼータ値）のある種の一般化である多重ゼータ値
および等号付き多重ゼータ値とはそれぞれ, n個の整数変数 k1 ≥ 2, k2, . . . , kn ≥ 1に対し

ζ(k1, k2, . . . , kn) =
∑

m1>m2>···>mn>0

1

mk1
1 mk2

2 · · ·mkn
n

,

ζ�(k1, k2, . . . , kn) =
∑

m1≥m2≥···≥mn≥1

1

mk1
1 mk2

2 · · ·mkn
n

で定義されるものである. しばしば k1 + · · ·+ kn を重さといい, nを深さという.

多重ゼータ値または等号付き多重ゼータ値が (有理数)×(π2の冪)でかけるものについて, ここ数十年
のうちに知られている結果をいくつか列挙する.

(1) ζ(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
m

) =
π2m

(2m+ 1)!
(m ∈ Z>0) .

この公式は sinπx
πx の無限積表示を用いるものや, 多重ゼータ値の ‘調和積’ルールから示されるなど,

何通りかの証明が与えられている1. より一般に, k > 0に対し, ζ(2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
m

) ∈ Q · π2kmも知られ

ている.

(2) ζ(3, 1, · · · , 3, 1︸ ︷︷ ︸
2n

) =
2π4n

(4n+ 2)!
.

この公式は 1994年に Zagier[10]で予想され, 1998年に Borwein, Bradley, Broadhurst, Lisoněkが
[2]で多重ゼータ値の反復積分表示に関するある種の性質を使って証明を与えた. Zagierも自ら,

Gaussの超幾何関数との関連からこのことを証明している（参照：[7]).

(3)
∑

m0+m1+···+m2n=1
m0,m1,...,m2n≥0

ζ({2}m0 , 3, {2}m1 , 1{2}m2 , . . . , 3, {2}m2n−1 , 1, {2}m2n) =
π4n+2

(4n+ 3)!
.

ここで {2}n = (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n

)である. この和は, (3, 1, . . . , 3, 1︸ ︷︷ ︸
2n

)の間に 2を 1箇所入れたインデックス

全体に対する多重ゼータ値を足しあげたものである.
1最初に証明が与えられたのはおそらく 1992年の文献 [5]においてである. そこに C. Moenの予想という記述もあるが, 多く

の専門家はオイラーも気づいていたと考えている.
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(4)
∑

m0+m1+···+m2n=m
m0,m1,...,m2n≥0

ζ({2}m0 , 3, {2}m1 , 1, {2}m2 , . . . , 3, {2}m2n−1 , 1, {2}m2n) =

(
m+2n

m

)
π2m+4n

(2n+ 1)(2m+ 4n+ 1)!
.

これは, (3)において 2の個数を一般の m個に拡張したものであり, 2002年に Bowman-Bradley

[3]において示されている.

この話題で今も未解決な問題が [2]に記してある. これは (4)において, (有理数)×(π2 の冪)となる最
も原始的な和であろうものである.

予想 1 (Borwein-Bradley-Broadhurst-Lisoněk[2]). S = (m0,m1, . . . ,m2n)を各成分が非負整数のベク
トルとし, m = m0 + · · ·+m2n とおく. n+m > 0に対し,

Z(S) := ζ({2}m0 , 3, {2}m1 , 1, {2}m2 , . . . , 3, {2}m2n−1 , 1, {2}m2n)

とする. C2nは2n次の巡回置換全体 (C0 := {id})とし, σ ∈ C2nのSへの作用をσS = (mσ(0), . . . ,mσ(2n))

と定義する. このとき, 次が成立する:

∑
σ∈C2n

Z(σS)
?
=

π2m+4n

(2m+ 4n+ 1)!
.

多重ゼータ値におけるこれらの結果の等号付き多重ゼータ値における類似はそれほど知られていない
が, 最近になって Zlobin[11](2005年)や宗田 [8](2008年)によって

ζ�({2k}m) ∈ Q · π2km, ζ�({3, 1}n) ∈ Q · π4n,∑
m0+m1+···+m2n=1
m0,m1,...,m2n≥0

ζ�({2}m0 , 3, {2}m1 , 1, . . . , 3, {2}m2n−1 , 1, {2}m2n) ∈ Q · π4n+2

が示されている. ここに, {3, 1}n := (3, 1, . . . , 3, 1︸ ︷︷ ︸
2n

)である.

2 主結果と予想
我々は今回, 以下のことを示すことができた.

定理 1 ([6]). n ≥ 0に対し, 次が成立する:∑
m0+m1+···+m2n=2
m0,m1,...,m2n≥0

ζ�({2}m0 , 3, {2}m1 , 1, . . . , 3, {2}m2n−1 , 1, {2}m2n) ∈ Q · π4n+4

次節で, この定理の証明の方針を述べる. さらに予想 1の等号付き多重ゼータ値に関する類似物を予想
できたので紹介する ([6]も参照）. それを述べるためにいくつか記号を準備する.

予想 1で述べた Zと同様に Zを

Z(m0,m1, . . . ,m2n) := ζ�({2}m0 , 3, {2}m1 , 1, {2}m2 , . . . , 3, {2}m2n−1 , 1, {2}m2n)

で定義する. ベクトル S = (m0, . . . ,mn) に対し, 2 つのシフト操作を S+ = (m0, . . . ,mn, 0), S
+ =

(m0, . . . ,mn + 1)と定義する. また Sn+1 を (n + 1)次対称群とし, σ ∈ Sn+1 の S への作用を σS =

(mσ(0), . . . ,mσ(n)) で定める.

予想 2. A) nを正の整数とする. S = (m0, . . . ,m2n−1)を各成分が非負整数のベクトルとし, m =

m0 + · · ·+m2n−1 とおく. このとき, 次が成立する:

∑
σ∈S2n

Z((σS)+)
?∈ Q · π2m+4n.
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B) S = (m0,m1, . . . ,m2n)を各成分が非負整数のベクトルとし, m = m0+ · · ·+m2nとおく. n+m > 0

に対し次が成立する: ∑
σ∈S2n+1

Z((σS)+)
?∈ Q · π2m+4n+2.

また, より具体的な以下の予想もある.

予想 3. C) 非負整数 n,mに対し, 以下が成立する:

ζ�({2}n, 3, {2}m, 1) + ζ�({2}m, 3, {2}n, 1) ?
= ζ�({2}n+1)ζ�({2}m+1).

D) 非負整数 nに対し, 以下が成立する:

(2n+ 1)ζ�({3, 1}n, 2) ?
=

∑
i+j=n

ζ�({3, 1}i)ζ�({2}2j+1).

E) 正整数 nに対し, 以下が成立する:

∑
m0+m1+···+m2n−1=1
m0,m1,...,m2n−1≥0

ζ�({2}m0 , 3, {2}m1 , 1, . . . , 3, {2}m2n−1 , 1)
?
=

∑
i+j=n−1

ζ�({3, 1}i, 2)ζ�({2}2j+2).

3 定理 1の証明の概要
HをQ上の 2変数非可換多項式環Q〈x, y〉とし, その部分環 H1,H0を H1 := Q+Hy, H0 := Q+ xHy

で定める. k ≥ 1に対し, zk = xk−1yとおく. Q-線形写像 Z,Z : H0 → Rを

Z(zk1zk2 · · · zkn) = ζ(k1, k2, . . . , kn), Z(1) = 1, Z(zk1zk2 · · · zkn) = ζ�(k1, k2, . . . , kn), Z(1) = 1

と定義する. 等号付き多重ゼータ値は, 定義級数の和の等号と不等号を分けて考えることにより, 多重
ゼータ値の線形和としてかけることがわかる. 例えば,

ζ�(k1, k2) =
∑

n≥m≥1

1

nk1mk2
=

∑
n>m>0

1

nk1mk2
+

∑
n=m≥1

1

nk1mk2
= ζ(k1, k2) + ζ(k1 + k2). (*)

これを H上の線形写像に対応させる. γ ∈ Aut(H)を Hの生成元 x, yに対し γ(x) = x, γ(y) = x+ yで
定まるものとする. Q-線形写像 d : H1 → H1を w ∈ Hに対し, d(wy) = γ(w)yと定義する. このとき, 等
号付き多重ゼータ値が多重ゼータ値の線形和として書けるというのは, Z = Z ◦ dが成立することを意味
する. 例えば, 先ほどの式 (∗)はこれを用いて, 以下のように書ける:

ζ�(k1, k2) = Z(zk1zk2) = Z ◦ d(zk1zk2) = Z(zk1zk2 + zk1+k2) = ζ(k1, k2) + ζ(k1 + k2).

Q-双線形写像 ∗ : H1 × H1 → H1 を任意の w,w′ ∈ H1 と正整数 k1, k2 に対し次のように定義する:

1 ∗ w = w ∗ 1 = w,

zk1w ∗ zk2w
′ = zk1(w ∗ zk2w

′) + zk2(zk1w ∗ w′) + zk1+k2(w ∗ w′).

特に, Z は積 ∗に関して準同型となる. この積はちょうど多重ゼータ値を掛けたときに生ずる級数の取
り方に対応している.

例 1. 正整数 k, lに対し, 次が成り立つ:

ζ(k)ζ(l) = Z(zk)Z(zl) = Z(zk ∗ zl) = Z(zkzl + zlzk + zk+l) = ζ(k, l) + ζ(l, k) + ζ(k + l).
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また, Q-双線形写像 x̃ : H1 × H1 → H1 を帰納的に

1 x̃ w = w x̃ 1 = w (w ∈ H1),

zk1w1 x̃ zk2w2 = zk1(w1 x̃ zk2w2) + zk2(zk1w1 x̃ w2) (w1, w2 ∈ H1, k1, k2 ≥ 1)

で定める. ([9]を参照）

定理 2. a, b, cを正整数とする. n ≥ 0に対し, 次が成り立つ:

(αn) d(z2c x̃ (zazb)
n) = 2

∑
i+j=n

d(zc x̃ (zazb)
i) ∗ z(a+b)j+c +

∑
i+j=n

(z2c x̃ (zazb)
i) ∗ d(zja+b)

− 2
∑

i+j+k=n

d((zazb)
i) ∗ (z(a+b)j+c ∗ z(a+b)k+c − z(a+b)(j+k)+2c)

−
∑

i+j=n

d((zazb)
i) ∗ z(a+b)k+2c,

(βn) d(z2c x̃ zb(zazb)
n) = 2

∑
i+j=n

d(zc x̃ zb(zazb)
i) ∗ z(a+b)j+c +

∑
i+j=n

(z2c x̃ zb(zazb)
i) ∗ d(zja+b)

− 2
∑

i+j+k=n

d(zb(zazb)
i) ∗ (z(a+b)j+c ∗ z(a+b)k+c − z(a+b)(j+k)+2c)

−
∑

i+j=n

d(zb(zazb)
i) ∗ z(a+b)k+2c.

証明は, nに関する帰納法を用いて, 両辺をうまく変形していくことで与えられる. この定理の (αn)

において a = 3, b = 1, c = 2とおき, Z を施すことにより, これまでに述べた結果を用いることで, 定理
1が示される. 定理 2の一般化を考えたときに, 一番困難なところは定理の右辺を予想することにある.

この定理の zcの冪が一般の n > 0であるとき, 右辺にどのような式が現れるか今のところ見当がついて
いない.
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SMOOTH FANO POLYTOPES ARISING FROM FINITE POSETS

AKIHIRO HIGASHITANI

[This study is a joint work with Prof. Takayuki Hibi.]

Abstract. Gorenstein Fano polytopes arising from finite posets will be introduced.

Then we study the problem of which posets yield smooth Fano polytopes.

Introduction

An integral (or lattice) polytope is a convex polytope all of whose vertices have integer
coordinates. Let P ⊂ Rd be an integral convex polytope of dimension d.

• We say that P is a Fano polytope if the origin of Rd is a unique integer point
belonging to the interior of P.

• A Fano polytope P is called terminal if each integer point belonging to the bound-
ary of P is a vertex of P.

• A Fano polytope P is called canonical if P is not terminal, i.e., there is an integer
point belonging to the boundary of P which is not a vertex of P.

• A Fano polytope is called Gorenstein if its dual polytope is integral. (Recall that
the dual polytope P∨ of a Fano polytope P is the convex polytope which consists
of those x ∈ Rd such that 〈x, y〉 ≤ 1 for all y ∈ P, where 〈x, y〉 is the usual inner
product of Rd.)

• A Q-factorial Fano polytope is a simplicial Fano polytope, i.e., a Fano polytope
each of whose faces is a simplex.

• A smooth Fano polytope is a Fano polytope such that the vertices of each facet
form a Z-basis of Zd.

Thus in particular a smooth Fano polytope is Q-factorial Fano, Gorenstein and terminal.
Øbro [6] succeeded in finding an algorithm which yields the classification list of the

smooth Fano polytopes for given d. It is proved in Casagrande [1] that the number of
vertices of a Gorenstein Q-factorial Fano polytope is at most 3d if d is even, and at most
3d − 1 if d is odd. B. Nill and M. Øbro [5] classified the Gorenstein Q-factorial Fano
polytopes of dimension d with 3d − 1 vertices. Gorenstein Fano polytopes are classified
when d ≤ 4 by Kreuzer and Skarke [3], [4]. The study on the classification of terminal or
canonical Fano polytopes was done by Kasprzyk [2].

In this talk, given a finite poset P we introduce a terminal Gorenstein Fano polytope
XP . Then we study the problem of which posets yield Q-factorial Fano polytopes. Finally,
it turns out that the Fano polytope XP is smooth if and only if XP is Q-factorial.
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1. Fano polytopes arising from finite posets

Let P = {y1, . . . , yd} be a finite poset and P̂ = P ∪{0̂, 1̂}, where 0̂ (resp. 1̂) is a unique
minimal (resp. maximal) element of P̂ with 0̂ �∈ P (resp. 1̂ �∈ P ). Let y0 = 0̂ and yd+1 = 1̂.
We say that e = {yi, yj}, where 0 ≤ i, j ≤ d + 1 with i �= j, is an edge of P̂ if e is an
edge of the Hasse diagram of P̂ . (The Hasse diagram of a finite poset can be regarded as
a finite undirected graph.) In other words, e = {yi, yj} is an edge of P̂ if yi and yj are
comparable in P̂ , say, yi < yj , and there is no z ∈ P with yi < z < yj .

Definition 1.1. Let P̂ = {y0, y1, . . . , yd, yd+1} be a finite poset with y0 = 0̂ and yd+1 = 1̂.
Let ei, i = 1, . . . , d, denote the ith canonical unit coordinate vector of Rd. Given an edge
e = {yi, yj} of P̂ with yi < yj , we define ρ(e) ∈ Rd by setting

ρ(e) = ei − ej for 0 ≤ i, j ≤ d + 1,

where e0 = ed+1 = 0. Moreover, we write XP ⊂ Rd for the convex hull of the finite set

{ ρ(e) : e is an edge of P̂ }.
Example 1.2. Let P = {y1, y2, y3} be the finite poset with the partial order y1 < y2.
Then P̂ together with ρ(e)’s and XP are drawn below:

P =

y2

y1

y3 P̂ =

y2

y1

y3

1̂ = y4

0̂ = y0

(0, 1, 0) (0, 0, 1)

(0, 0,−1)
(−1, 0, 0)

(1,−1, 0)

x3

x2

x1

-1

1

1

-1

-1

1

XP =

Lemma 1.3. The convex polytope XP is a terminal Gorenstein Fano polytope.
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2. When is XP Q-factorial?

Let P = {y1, . . . , yd} be a finite poset and P̂ = P ∪ {y0, yd+1}, where y0 = 0̂ and
yd+1 = 1̂. A sequence Γ = (yi1 , yi2 , . . . , yim) is called a path in P̂ if Γ is a path in the
Hasse diagram of P̂ . In other words, Γ = (yi1 , yi2 , . . . , yim) is a path in P̂ if yij �= yik

for all 1 ≤ j < k ≤ m and if {yij , yij+1} is an edge of P̂ for all 1 ≤ j ≤ m − 1. In
particular, if {yi1 , yim} is also an edge of P̂ , Γ is called a cycle. The length of a path
Γ = (yi1 , yi2 , . . . , yim) is �(Γ) = m − 1, while the length of a cycle is m.

A path Γ = (yi1 , yi2 , . . . , yim+1) is called ranked if

�{ j : yij < yij+1 , 1 ≤ j ≤ m } = �{ k : yik > yik+1
, 1 ≤ k ≤ m }.

Given a ranked path Γ = (yi1 , yi2 , . . . , yim), there exists a unique function

μΓ : {yi1 , yi2 , . . . , yim} → {0, 1, 2, . . .}
such that

• μΓ(yij+1) = μΓ(yij ) + 1 (resp. μΓ(yij ) = μΓ(yij+1) + 1) if yij < yij+1 (resp. yij >

yij+1);
• min{μΓ(yi1), μΓ(yi2), . . . , μΓ(yim)} = 0.

In particular, Γ is ranked if and only if μΓ(yi1) = μΓ(yim).
Similary, a ranked cycle is defined. Given a ranked cycle C, there exists a unique

function μC which is defined the same way as above.

Example 2.1. Among the two paths and three cycles drawn below, each of one path
and two cycles on the left-hand side is ranked; none of one path and one cycle on the
right-hand side is ranked.

Let P be a finite poset. A subset Q of P is called a chain of P if Q is a totally ordered
subset of P . The length of a chain Q is �(Q) = �(Q) − 1. A chain Q of P is saturated if
x, y ∈ Q with x < y, then there is no z ∈ P with x < z < y. A maximal chain of P̂ is a
saturated chain Q of P̂ with {0̂, 1̂} ⊂ Q. Let y, z ∈ P with y < z. The distance of y and
z in P̂ is the smallest integer s for which there is a saturated chain Q = {z0, z1, . . . , zs}
with

y = z0 < z1 < · · · < zs = z.

Let distP̂ (y, z) denote the distance of y and z in P̂ .
We now come to the main theorem.

Theorem 2.2. Let P = {y1, . . . , yd} be a finite poset and P̂ = P ∪ {y0, yd+1}, where
y0 = 0̂ and yd+1 = 1̂. Then the following conditions are equivalent:

(i) XP is Q-factorial;
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(ii) XP is smooth;
(iii) P̂ possesses no ranked path Γ = (yi1 , . . . , yim) with yi1 = y0 and yim = yd+1 such

that

μΓ(yia) − μΓ(yib) ≤ distP̂ (yib , yia)(1)

for all 1 ≤ a, b ≤ m with yib < yia, and no ranked cycle C = (yi1 , . . . , yim) with
{y0, yd+1} �⊂ {yi1 , yi2 , . . . , yim} such that

μC(yia) − μC(yib) ≤ distP̂ (yib , yia)(2)

for all 1 ≤ a, b ≤ m with yib < yia, and

μC(yia) − μC(yib) ≤ distP̂ (y0, yia) + distP̂ (yib , yd+1)(3)

for all 1 ≤ a, b ≤ m.

Recall that a finite poset P is pure if all maximal chains of P̂ have the same length.

Corollary 2.3. Suppose that a finite poset P is pure. Then the following conditions are
equivalent:

(i) XP is Q-factorial;
(ii) XP is smooth;
(iii) P is a disjoint union of chains.

Example 2.4. Among the five posets drawn below, each of the three posets on the left-
hand side yields a Q-factorial Fano polytope; none of the two posets on the right-hand
side yields a Q-factorial Fano polytope.
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Coexistence problem for the one-dimensional Schrödinger
operators with the periodic δ(1)-interactions

首都大学東京 大学院 理工学研究科 /日本学術振興会 特別研究員 PD　新國裕昭

本講演では, 周期的な δ(1) 型点相互作用に従う 1 次元 Schrödinger 作用素のスペクトルにつ
いて考える. 一般化された 1 階の微分作用素を Dx, 通常の 1階の微分作用素を d/dx と表す.

δ(·) を原点にサポートを持つ Dirac のデルタ関数とし, その一般化された微分を Dxδ = δ(1) と
書く. また, D = C∞

0 (R) とおく. β1, β2, β3 ∈ R \ {−2, 2} および 0 < κ1 < κ2 < 2π に対して,

L2(R) 上の作用素 H を次で定義する.

H = −D2
x +

∑

l∈Z

(β1δ
(1)(x − κ1 − 2πl) + β2δ

(1)(x − κ2 − 2πl) + β3δ
(1)(x − 2πl)),

Dom(H) =

{
ψ ∈ L2(R)

∣∣∣∣∣
ある f ∈ L2(R)が存在して, 任意の ϕ ∈ D に対して

(Hψ,ϕ)L2(R) = (f, ϕ)L2(R) が成り立つ.

}
.

作用素 H のポテンシャルは，空間変数 x に関して周期 2π の周期関数である. 周期的な点
相互作用に従う 1 次元 Schrödinger 作用素は，固体物理学における 1 次元結晶内の電子のハ
ミルトニアンを表すひとつのモデルである．作用素 H は P. Kurasov 氏 の不連続なテスト
関数に対する超関数の理論 [4] を用いると, 格子上の境界条件を用いた表示が可能となる.　
Γ1 = {κ1}+ 2πZ, Γ2 = {κ2}+ 2πZ, Γ3 = 2πZ とおき, 1 次元格子 Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 を考える.

j = 1, 2, 3 に対し,

Aj =

(
2+βj

2−βj
0

0
2−βj

2+βj

)

とおく. また，j = 1, 2, 3 に対して，αj = (2 + βj)/(2 − βj) とおく．L2(R) 上の作用素 T を
次で定義する.

(Ty)(x) = − d2

dx2
y(x), x ∈ R \ Γ,

Dom(T ) =

{
y ∈ H2(R \ Γ)

∣∣∣∣∣

(
y(x + 0)
dy
dx

(x + 0)

)
= Aj

(
y(x − 0)
dy
dx

(x − 0)

)
, x ∈ Γj, j = 1, 2, 3

}
.

ここで，開集合 I ⊂ R 上の Sobolev 空間 H2(I) を次で定義する:

H2(I) =

{
y ∈ L2(I)

∣∣∣
dy

dx
,

d2y

dx2
∈ L2(I)

}
.

この時，次の定理が成り立つ．

Theorem 1. H = T である.

T は一般化されたクローニッヒ・ペニーハミルトニアンの特別な場合である（[1, 2, 3, 5]

参照）. 従って, 作用素 H は自己共役作用素である. また, H のポテンシャルの周期性と
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Floquet–Bloch の定理から, H のスペクトルはバンド構造を持つ [5]. すなわち, σ(H) は内点
を共有しない可算無限個の有界閉区間（バンド）の和集合として表現される. 自然数 j に対し
て, σ(H) の下から数えて j 番目のバンドを Bj = [λ2j−2, λ2j−1] と書く. この時, 任意の自然数
j に対して, 不等式 λ2j−2 < λ2j−1 ≤ λ2j が成り立ち，作用素 H のスペクトルは

σ(H) =
∞⋃

j=1

Bj

と表される. 隣接する 2つのバンド Bj と Bj+1 は開区間または空集合によって隔てられてい
る. その隙間を Gj と表す. Gj は 作用素 H のスペクトラルギャップと呼ばれる. 本研究では,

退化したスペクトラルギャップが存在するか否かを調べる. すなわち, 集合

Λ := {j ∈ N| Gj = ∅}

を解析する. 集合 Λ を解析するという問題は, coexistence problem と呼ばれる. この問題は,

対応する Schrödinger 方程式の解空間の基底が周期解のみからなるか否かを決定付ける問題
で,微分方程式の解の性質（ポテンシャルの周期性が解の周期性に反映されるか否か）を知る
ための重要な問題である．具体的には, ある自然数 j が存在して, Gj = ∅ を満たしている事
は, λ = λ2j−1(= λ2j) に対して, 2つの線形独立な周期解が存在するという事柄と同値である．
主結果を述べる為にいくつか準備を行う. まず, τ1 = κ1, τ2 = κ2 − κ1, τ3 = 2π − κ2 と置く
と, 次の 2つの条件は同値である.

(A) κ1/κ2 ∈ Q and κ2/π ∈ Q.

(B) ある (p1, p2, p3) ∈ N3 が存在して τ1 : τ2 : τ3 = p1 : p2 : p3, gcd(p1, p2, p3) = 1 が成り立つ.

また， gcd(p1, p2, p3) = 1 を満たす (p1, p2, p3) ∈ N3 に対し, p = p1 + p2 + p3 と置く. さらに,

B =
∞⋃

j=1

Bj ∩ Bj+1

と置く. 集合 B は，退化したスペクトラルギャップの退化点全体の集合を表している.

上記の準備の下で, 以下の結論が成り立つ.

Theorem 2. (基本周期内に δ(1) 型点相互作用が 1 つある場合) β1 = β2 = 0, β3 �= 0 の時，
Λ = ∅ である.

Theorem 3. (基本周期内に δ(1) 型点相互作用が 2 つある場合) β1 = 0, β2 �= 0, β3 �= 0 を仮
定すると，次の (i), (ii) が成り立つ．

(i) α2α3 �= ±1 または α2 �= ±α3 ならば, Λ = ∅ である.

(ii) α2α3 = ±1 を仮定する. この時, Λ = ∅ である事の必要十分条件は κ2/π �∈ Q である.

κ2/2π = m/n, (n,m) ∈ N2, gcd(n,m) = 1 の時, Λ = nN が成り立つ.
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(iii) α2 = ±α3 かつ κ2 �= π を仮定する. この時, Λ = ∅ であることの必要十分条件は
κ2/π �∈ {m/n| (n,m) ∈ N2, gcd(n,m) = 1, m ∈ 2N − 1}

である事である. κ2/π = m/n, (n,m) ∈ N2, gcd(n,m) = 1， m ∈ 2N − 1 ならば,

Λ = {m(2j − 1)| j ∈ N}
が成り立つ．

Theorem 4. (基本周期内に δ(1) 型点相互作用が 3 つある場合)　 β1, β2, β3 �= 0 の時，次の
(i), (ii) が成り立つ.

(i)　 (α2
1α

2
2α

2
3 − 1)(α2

2α
2
3 −α2

1)(α
2
1α

2
2 −α2

3)(α
2
1α

2
3 −α2

2) = 0 を仮定する. この時, 次の (a), (b)

が成り立つ.

(a)　 (κ2/κ1, κ1/π) �∈ Q2 ならば, Λ = ∅ が成り立つ.

(b) ある (p1, p2, p3) ∈ N3 が存在して τ1 : τ2 : τ3 = p1 : p2 : p3, gcd(p1, p2, p3) = 1 が成り
立つ時, 次が成り立つ.

Λ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pN α2
1α

2
2α

2
3 = 1 の時,

p
2
N p1 ∈ 2N − 1, p2 ∈ 2N − 1, p3 ∈ 2N, α2

2α
2
3 − α2

1 = 0 の時,
p
2
N p1 ∈ 2N − 1, p2 ∈ 2N, p3 ∈ 2N − 1, α2

1α
2
2 − α2

3 = 0 の時,
p
2
N p1 ∈ 2N, p2 ∈ 2N − 1, p3 ∈ 2N − 1, α2

1α
2
3 − α2

2 = 0 の時,

∅ それ以外.

(ii) (α2
1α

2
2α

2
3 − 1)(α2

2α
2
3 − α2

1)(α
2
1α

2
2 − α2

3)(α
2
1α

2
3 − α2

2) �= 0 ならば, 次が成り立つ.

B =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ ∈ R \ {0}

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cot τ1

√
λ cot τ2

√
λ =

α2
2α2

3−α2
1

α2
1α2

2α2
3−1

,

cot τ1

√
λ cot τ3

√
λ =

α2
1α2

2−α2
3

α2
1α2

2α2
3−1

,

cot τ2

√
λ cot τ3

√
λ =

α2
1α2

3−α2
2

α2
1α2

2α2
3−1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

.
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1279–1301.

[6] H. Niikuni. Coexistence problem for the one-dimensional Schrödinger operators with the double or triple periodic
δ(1)-interactions, to appear, J. Math. Anal. Appl.

－31－



”THE TWO-CONSTANTS THEORY” AND TENSORS OF THE

MICROSCOPICALLY-DESCRIPTIVE, KINETIC AND EQUILIBRIUM EQUATIONS

OF FLUID
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Abstract. The two-constants theory introduced first by Laplace in 1805 is currently accepted theory

describing isotropic, linear elasticity. The original, macroscopically-descriptive Navier-Stokes equations

[ MDNS equations ] were derived in the course of the theorical development of the two-constants and

respose tensor. Boltzmann also constructed the MDNS equations by interaction of molecules, which

is called tranport equation. From the viewpoint of MDNS equations, we trace the evolution of the

equations and the notion of tensor following in historical order the various contributions of Navier,

Cauchy, Poisson, Saint-Venant and Stokes1, and note the concordance between each and analysis the

relation of these microscopically descriptive equations from the view-point of the history of classical

theory of mathematical science. In this paper, we put emphasis on Boltzmann for sake of space.

1. Introduction

We have studied the original MDNS equations as the progenitors2, Navier, Cauchy, Poisson, Saint-
Venant and Stokes, and endeavor to acertain their aims and conceptual thoughts in formulations these new
equation. “The two-constants theory” was introduced first introduced in 1805 by Laplace3 in regard
to capillary action with constants denoted by H and K. Thereafter, various pairs of constants have been
proposed by their originators in formulating MDNS equations or equations describing equilibrium or
capillary situations. It is commonly accepted that this theory describes isotropic, linear elasticity.

2. A universal method for the two-constants theory

Now, we would like to propose the uniformal methods to describe the kinetic equations for isotropic,
linear elasticity such as :

• The partial differential equations of the elastic solid or elastic fluid are expressed by using one or the
pair of C1 and C2 such that :

in the elastic solid : ∂2
u

∂t2
− (C1T1 + C2T2) = f ,

In the elastic fluid : ∂u

∂t
− (C1T1 + C2T2) + · · · = f ,

where T1, T2, · · · are tensors or terms consisting our equations, where we suppose the tensor as the
first kind. For example, the MDNS equationsions corresponding to incompressible fluid is composed of
the kinetic equation along with the continuity equation and are conventionally written, in modern vector
notation, as follows :

∂u

∂t
− μΔu + u · ∇u + ∇p = f , div u = 0. (1)

• C1 and C2 are the two coefficients of the two-constants theory, for example, ε and E by Navier, or
R and G by Cauchy, k and K by Poisson, ε and ε

3 by Saint-Venant, or μ and μ
3 by Stokes. Moreover C1

and C2 can be expressed in the following form ( cf. Table 1 ):{
C1 ≡ Lr1g1S1,

C2 ≡ Lr2g2S2,

{
S1 =

∫∫
g3 → C3,

S2 =
∫∫

g4 → C4,
⇒

{
C1 = C3Lr1g1 = 2π

15Lr1g1,

C2 = C4Lr2g2 = 2π
3 Lr2g2.

• The two coefficients are expressible in terms of the operator L (
∑

∞

0 or
∫
∞

0
) by personal principles

• g1 and g2 are the certain functions of interaction between the molecules depending on r and are
described with attraction &/or repulsion.

• S1 and S2 are the two constant expressions which describe the momentum on the surface of active
unit-sphere at the center of a molecule by the double integral ( or single sum in case of Poisson’s fluid ).

• g3 and g4 are certain compound trigonometric functions of polar system, for example, with respect

Date: 2009/12/24.
2The order followed is by date of proposal or publication.
3Of capillary action, Laplace[4, V.4, Supplement p.2 ] achnowledges Clailaut and Clailaut cites Maupertuis.
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Table 1. The two constants in the kinetic equations

no name problem C1 C2 C3 C4 L r1 r2 g1 g2 remark

1
Navier
[5]

elastic solid ε 2π
15

R
∞

0
dρ ρ4 fρ ρ : radius

2
Navier
[6]

fluid ε 2π
15

R
∞

0
dρ ρ4 f(ρ) ρ : radius

E 2π
3

R
∞

0
dρ ρ2 F (ρ)

3
Cauchy
[3]

system
of particles
in elastic
and fluid

R 2π
15

Δ
R

∞

0
dr r3 f(r) f(r) ≡ ±[rf ′(r) − f(r)]

G 2π
3

Δ
R

∞

0
dr r3 ±f(r)

f(r) �= f(r),
Δ = M

V
: mass of molecules

per volume.

4
Poisson
[7]

elastic solid k 2π
15

P
1

α5 r5 d. 1

r
fr

dr

K 2π
3

P
1

α5 r3 fr

5
Poisson
[8]

elastic solid
and fluid

k 1
30

P
1
ε3 r3 d. 1

r
fr

dr
C3 = 1

4π
2π
15

= 1
30

K 1
6

P
1
ε3 r fr C4 = 1

4π
2π
3

= 1
6

6
Saint-Venant
[9]

fluid ε ε
3

7
Stokes
[10]

fluid μ μ

3

8
Stokes
[10]

elastic solid A B A = 5B

to ϕ and ψ, to calculate the momentum in the unit sphere.
• C3 and C4 are indirectly determined as the common coefficients from the invariant tensor, and thses

values turn universally into 2π
15 and 2π

3 respectively as you see in Table 1. ( cf. remark in Poisson[8]. )

3. Boltzmann equations

In general we can state the Boltzmann equations as follows:4

∂tf + v · ∇xf = Q(f, g), t > 0, x,v ∈ R
n(n ≥ 3), x = (x, y, z), v = (ξ, η, ζ), (2)

Q(f, g)(t, x, v) =

∫
R3

∫
S2

B(v − v∗, σ){g(v′
∗
)f(v′) − g(v∗)f(v)}dσdv∗, g(v′

∗
) = g(t, x, v′

∗
), etc. (3)

where, Q(f, g) of the right-hand-side of (2) is the Boltzmann bilinear collision operator, v · ∇xf is the
transport operator, B(z, σ) of the right-hand-side in (3) is the non-negative function of collision cross-
section. Else definitions are to be made good in my talks, for sake of space.

According to Boltzmann[1, pp.110-115]5, his equations (so-called transport equations) are the follow-
ings:6

(114)B
∂f

∂t|{z}
A1

+ ξ
∂f

∂x
+ η

∂f

∂y
+ ζ

∂f

∂z| {z }
A2

+ X
∂f

∂x
+ Y

∂f

∂y
+ Z

∂f

∂z| {z }
A3

=

ZZ
∞

0

Z 2π

0

h
(f ′

F
′

1 − fF1)| {z }
A4

+(f ′
f
′

1 − ff1)| {z }
A5

i
gb dω1 db dε

(115)B
∂F1

∂t|{z}
A1

+ ξ1
∂F1

∂x
+ η1

∂F1

∂y
+ ζ1

∂F1

∂z| {z }
A2

+X1
∂F1

∂x
+ Y1

∂F1

∂y
+ Z1

∂F1

∂z| {z }
A3

=

ZZ
∞

0

Z 2π

0

h
(f ′

F
′

1 − fF1)| {z }
A4

+ (F ′
F

′

1 − FF1)| {z }
A5

i
gb dω1 db dε

4We refer the Lecture Note by S.Ukai: Boltzmann equations: New evolution of theory, Lecture Note of the Winter School

in Kyushu of Non-linear Partial Differential Equations, Kyushu University, 6-7, November, 2009.
5Boltzmann(1844-1906) had put the date in the foreword to part I as September in 1895, part II as August in 1898.
6We mean the equation number in the left-hand side with (·)B the citations from the Boltzmann[1] or [2]. Only the

symbol
R

denotes
R
∞

−∞
.
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where,{
f = f(x, y, z, ξ, η, ζ, t), f1 = f(x, y, z, ξ1, η1, ζ1, t), f ′

1 = f(x, y, z, ξ′1, η′

1, ζ′1, t),

F = F (x, y, z, ξ, η, ζ, t), F1 = F (x, y, z, ξ1, η1, ζ1, t), F ′

1 = F (x, y, z, ξ′1, η′

1, ζ′1, t)

3.1. Boltzmann’s general form of the incompressible, hydrodynamic equations. We fix our
attention on the parallelpiped representing all space points whose coordinates lie between the limits

(97)B x and dx, y and dy, z and dz, do = dxdydz, (98)B ξ and dξ, η and dη, ζ and dζ, dω = dξdηdζ

Let ϕ be an arbitrary function and for the second kind of gas any other arbitrary function Φ of
x, y, z, ξ, η, ζ, t. As the general expressions for fluid mechanics, he states that when we substi-

tute for ∂f
∂t

its value from Equation (114)B, it turns into (120)B, (126)B, (140)B, a sum of five terms,
each of which has its own physical meaning, as follows:

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(116)B

∑
dω,do ϕ = ϕfdodω, (120)B

∂
∂t

∑
dω,do ϕ =

(
f ∂ϕ

∂t
+ ϕ∂f

∂t

)
dodω =

[∑5
n=1 An(ϕ)

]
dodω,

(118)B

∑
ω,do ϕ = do

∫
ϕfdω, (126)B

∂
∂t

∑
ω,do ϕ = do

∫ (
f ∂ϕ

∂t
+ ϕ∂f

∂t

)
dω =

[∑5
n=1 Bn(ϕ)

]
do,

(119)B

∑
ω,o ϕ =

∫∫
ϕfdodω, (140)B

d
dt

∑
ω,o ϕ =

∫∫ (
f ∂ϕ

∂t
+ ϕ∂f

∂t

)
dodω =

∑5
n=1 Cn(ϕ)

(121, · · · , 125)B

{
A1(ϕ) = ∂ϕ

∂t
f, A2(ϕ) = −ϕ

(
ξ ∂f

∂x
+ η ∂f

∂y
+ ζ ∂f

∂z

)
, A3(ϕ) = −ϕ

(
X ∂f

∂x
+ Y ∂f

∂y
+ Z ∂f

∂z

)
,

A4(ϕ) = ϕ
∫∫

∞

0

∫ 2π

0 (f ′F ′

1 − fF1)gb dω1 db dε, A5(ϕ) = ϕ
∫∫

∞

0

∫ 2π

0 (f ′f ′

1 − ff1)gb dω1 db dε,

where {An(ϕ)}5
n=1 are the effects of such as A1(ϕ): the explicit dependence of ϕ on t; A2(ϕ): the motion

of the molecules; A3(ϕ): the external forces; A4(ϕ): collisions of m- molecules with m1- molecules; A5(ϕ):
collisions of m- molecules with each other;

(127, · · · , 137)B

8<
:

B1(ϕ) =
R

A1(ϕ)dω =
R

∂ϕ
∂t

fdω, B2(ϕ) =
R

A2(ϕ)dω = −
R

ϕ
“
ξ ∂f

∂x
+ η ∂f

∂y
+ ζ ∂f

∂z

”
dω,

B3(ϕ) =
R

A3(ϕ)dω = −
R

ϕ
“
X ∂f

∂x
+ Y ∂f

∂y
+ Z ∂f

∂z

”
dω, (134) B4(ϕ) = · · · , (137) B5(ϕ) = · · · ,

3.2. Boltzmann’s special form of the incompressible, hydrodynamic equations.

(171)B

∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
+

∂(ρv)

∂y
+

∂(ρw)

∂z
= 0

(173)B ρ
(∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
= ρX −

∂(ρξ2
0)

∂x
−

∂(ρξ0η0)

∂y
−

∂(ρξ0ζ0)

∂z
,

· · · ( with Y and Z components. )

Boltzmann says “these equations as well as Equation (171)B, are only special cases of the general equation

(126)B and were derived from it by Maxwell and ( following him ) by Kirchhoff.” Boltzmann concludes
that if one collects all these terms, then Equation (126) reduces in this special case to:

(177)B

∂(ρϕ)

∂t
+

∂(ρξϕ)

∂x
+

∂(ρηϕ)

∂y
+

∂(ρζϕ)

∂z
− ρ

[
X

∂ϕ

∂ξ
+ Y

∂ϕ

∂η
+ Z

∂ϕ

∂ζ

]
= m

[
B4(ϕ) + B5(ϕ)

]
Boltzmann states about (177)B :

From this equation Maxwell calculated the viscosity, diffusion, and heat conduction,
and Kirchhoff therefore calls it the basic equation of the theory. If one sets ϕ = 1, he
obtains at once the continuity equation (171); for it follows from Equations (134) and
(137) that B4(1) = B5(1) = 0. Subtraction of the continuity equation, multiplied by ϕ,
from (177) gives (using the substitution [158]): [2, p.152].

where, (158) : ξ = ξ0 + u, η = η0 + v, ζ = ζ0 + w.

(178)B ρ
“∂ϕ

∂t
+ u

∂ϕ

∂x
+ v

∂ϕ

∂y
+ w

∂ϕ

∂z

”
+

∂(ρξ0ϕ)

∂x
+

∂(ρη0ϕ)

∂y
+

∂(ρζ0ϕ)

∂z
− ρ

h
X

∂ϕ

∂ξ
+ Y

∂ϕ

∂η
+ Z

∂ϕ

∂ζ

i
= m

h
B4(ϕ) + B5(ϕ)

i
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If one denotes the six quantities (179)B : ρξ2
0 , ρη2

0 , ρζ2
0 , ρη0ζ0, ρξ0ζ0, ρξ0η0 by Xx, Yy, Zz, Yz = Zy, Zx =

Xz, Xy = Yx, namely, when we use the symmetric tensor, then we get as follows:2
64

ρξ2
0 ρξ0η0 ρξ0ζ0

ρξ0η0 ρη2
0 ρη0ζ0

ρξ0ζ0 ρζ0η0 ρζ2
0

3
75 =

2
4 Xx Xy Xz

Yx Yy Yz

Zx Zy Zz

3
5 =

2
4 P1 T3 T2

T3 P2 T1

T2 T1 P3

3
5 , (4)

(180)B ρ
(∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
+

∂Xx

∂x
+

∂Xy

∂y
+

∂Xz

∂z
= ρX, · · · ( with Y and Z components. )

These are not NS equations for lack of the pressure term. Moreover (181)B : p = ρξ2
0 = ρη2

0 =

ρζ2
0 , ξ0η0 = ξ0ζ0 = η0ζ0 = 0. He deduces a special case of the hydrodynamic equations as follows:

(183)B ρ
(∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
+

∂p

∂x
− ρX = 0, · · · ( with Y and Z components. )

Boltzmann’s (183)B are the so-called Euler equations in incompressible condition of (171)B.

(185)B ρ
∂u

∂t
+

∂(ρξ2
0)

∂x
+

∂(ρξ0η0)

∂y
+

∂(ρξ0ζ0)

∂z
− ρX = 0, · · · ( with Y and Z components. )

We set the values of (4) as follows, which is the same tensor as Stokes :

(220)B

2
64

ρξ2
0 ρξ0η0 ρξ0ζ0

ρξ0η0 ρη2
0 ρη0ζ0

ρξ0ζ0 ρζ0η0 ρζ2
0

3
75 =

2
6664

p − 2R
n

∂u
∂x

− 1
3

“
∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

”o
−R

“
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

”
−R

“
∂w
∂x

+ ∂u
∂z

”
−R

“
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

”
p − 2R

n
∂v
∂y

− 1
3

“
∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

”o
−R

“
∂v
∂z

+ ∂w
∂y

”
−R

“
∂w
∂x

+ ∂u
∂z

”
−R

“
∂v
∂z

+ ∂w
∂y

”
p − 2R

n
∂w
∂z

− 1
3

“
∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

”o

3
7775

From (220)B, we calculate the components of (185)B as follows:2
6664

∂(ρξ2

0
)

∂x

∂(ρξ0η0)
∂y

∂(ρξ0ζ0)
∂z

∂(ρξ0η0)
∂x

∂(ρη2
0
)

∂y

∂(ρη0ζ0)
∂z

∂(ρξ0ζ0)
∂x

∂(ρζ0η0)
∂y

∂(ρζ2
0
)

∂z

3
7775 =

2
6664

p −R
n

2∂u
∂x

− 2
3

“
∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

”o
−R

“
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

”
−R

“
∂w
∂x

+ ∂u
∂z

”
−R

“
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

”
p −R

n
2∂v

∂y
− 2

3

“
∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

”o
−R

“
∂v
∂z

+ ∂w
∂y

”
−R

“
∂w
∂x

+ ∂u
∂z

”
−R

“
∂v
∂z

+ ∂w
∂y

”
p −R

n
2∂w

∂z
− 2

3

“
∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

”o

3
7775

2
4

∂
∂x
∂

∂y
∂
∂z

3
5

Then, substitution of these values into the equations of motion (185)B yields:

(221)B ρ
∂u

∂t
+

∂p

∂x
−R

[
Δu +

1

3

∂

∂x

(∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)]
− ρX = 0, · · · ( with Y and Z components. )

We can interpret that as the special cases, Boltzmann have deduced the NS equations after substituting
the tensor (220)B to (173)B, for lack of pressure terms.
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Another proof of the cyclic sum formula

for multiple zeta-star values

若林 徳子 (九州大学大学院数理学研究院)

多重ゼータ値とは, Riemann zeta関数 ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns , (Re(s) > 1)の正の整数点での値

(Riemann zeta値)をある種多重化した実数値で, 次のように定義される.

定義. 正整数 k1, k2, . . . , kl (ただし k1 ≥ 2)に対し,

ζ�(k1, k2, . . . , kl) =
∑

m1≥m2≥···≥ml≥1

1
m1

k1m2
k2 · · ·ml

kl
,

ζ(k1, k2, . . . , kl) =
∑

m1>m2>···>ml>0

1
m1

k1m2
k2 · · ·ml

kl

と定義する.

通常, 前者を等号付き多重ゼータ値 (multiple zeta-star values, 略してMZSVs), 後者を (等号
なし)多重ゼータ値 (multiple zeta values, 略してMZVs)と呼ぶ. MZSVsもMZVsも l = 1の
場合はRimann zeta値になる.
多重ゼータ値の研究は, 現在では数論の研究者のみならず代数幾何やトポロジー, 微分方程
式, あるいは量子物理などの専門家により広く行われている. 多重ゼータ値の研究が浸透して
きた背景にあるのが, 以下の Zagierの次元予想である.

次元予想† (Zagier[12]). dimQ
∑

k1+k2+···+kl=k
l≥1,k1≥2,k2,...,kl≥1

Q · ζ�(k1, k2, . . . , kl)
?= dk,

ただし, 数列 {dk}は, d0 = 1, d1 = 0, d2 = 1, dk = dk−2 + dk−3 (k ≥ 3)で与えられる.

この次元予想は多くのことを示唆している. そのうちのひとつは, kが大きくなるにつれ一次独
立な無理数の個数が指数関数的 (およそ 0.41 × 1.32k)に増えていくということである. そのた
め, 多重ゼータ値の無理性などの特殊値としての研究も重要である. 一方で, この次元予想によ
れば, 多重ゼータ値間には多くの線形関係式が成り立つことになる. それらを具体的に記述す
る研究も盛んに行われている. 本テクニカルレポートの田坂浩二の稿 ([10])ではMZSVsの特
殊値に関する研究成果を述べたが, 本稿ではMZSVsの関係式に関する研究結果を述べる. この
結果は九州大学の田中立志との共同研究で得られたものである.

MZSVsの関係式のひとつとして, 以下に述べる巡回和公式という関係式が大野-若林 [8]によ
り知られている.

巡回和公式 (大野-若林 [8]). 正整数 k1, k2, . . . , kl ≥ 1 (ただしある kq ≥ 2)に対して

l∑

j=1

kj−1∑

i=1

ζ�(kj − i + 1, kj+1, . . . , kl, k1, k2, . . . , kj−1, i) = kζ�(k + 1)

†通常, 次元予想はMZVsで生成されるベクトル空間で考えるが, MZSVsとMZVsは互いに他の有理数係数の
線形結合で書けるので, 互いが張るベクトル空間は一致するため, 本表記で差し支えない.
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が成り立つ. ここで, k = k1 + k2 + · · · + klである.

このMZSVsの巡回和公式は, k1, k2, . . . , klを巡回させたMZSVsの和がリーマンゼータ値の
整数倍で書けるというものである. この巡回和公式は, MZSVsの関係式族の中でも有名な和公
式 (Granville[2], Zagier[11])と呼ばれる関係式族をさらに細分化している. 大野-若林 [8] によ
る巡回和公式の証明は, MZSVsの級数表示と部分分数分解を用いて直接計算するというもので
あった. 巡回和公式は単独で証明されていたため, 他の知られている多重ゼータ値の関係式族
(アソシエーター関係式 [1]や一般複シャッフル関係式 [6]など)との包含関係が不明瞭であった.
我々は, この巡回和公式を後述の川島の関係式 [7]に帰着させることにより代数的な証明を与え
ることができた. この研究成果により, 巡回和公式はもはや独立した関係式族ではなくなった.

川島の関係式および主結果を述べるために, MZSVsの代数的定式化を導入する (cf. Hoffman[3]).
H := Q〈x, y〉を有理数体上の 2変数非可換多項式環とする. H1 := Q + Hyを Hの部分環で (有
理数と) yで終わるwordで表わされる多項式全体を表し, H0 := Q + xHyをH1の部分環で (有
理数と) xで始まり yで終わるwordで表わされる多項式全体を表す. H0から実数体RへのQ-
線形写像 Z を

Z(xk1−1yxk2−1y · · ·xkl−1y) = ζ�(k1, k2, . . . , kl) (k1 ≥ 2), Z(1) = 1

で定義する. 次に, H1上のひとつの積を導入する. ∗を H1 × H1から H1へのQ-双線形写像で,
以下のような性質を持つものと定義する.

(i) 単位元が 1である. つまり, 任意の H1の元 wに対して 1 ∗ w = w ∗ 1 = w.

(ii) 任意の p, q ≥ 1と H1の任意の words w,w′に対して,

xp−1yw ∗ xq−1yw′ = xp−1y(w ∗ xq−1yw′) + xq−1y(xp−1yw ∗ w′) − xp+q−1y(w ∗ w′).

これは, 一般に調和積と呼ばれる H1上の可換な積構造である.
xを左からかけるような線形写像を Lxとする: Lx(w) = xw (w ∈ H). 写像 αを H上の自己

同型写像とし, α(x) = y, α(y) = xで定まるものとする. 写像 α̃をH1からH1へのQ-線形写像
で α̃(wy) = α(w)y (w ∈ H)とする. このとき, 次が成り立つ.

川島関係式 (川島 [7]). Lxα̃(Hy ∗ Hy) ⊂ ker Z.

上記の左辺が ker Zに含まれるということは, MZSVsの関係式族であるということを表してい
る. MZSVsの巡回和公式をこの川島の関係式に帰着させることで証明する.

主結果を述べるために, 新たな記号を準備する. n ≥ 1に対し, Hの H⊗(n+1)への作用 �を次
で定義する. Hの元 a, b, wi (1 ≤ i ≤ n + 1)に対して,

a � (w1 ⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wn ⊗ wn+1) = w1 ⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wn ⊗ awn+1,

(w1 ⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wn ⊗ wn+1) � b = w1b ⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wn ⊗ wn+1

と定義する. Mnを H⊗(n+1)から Hへの写像で,

Mn(w1 ⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wn ⊗ wn+1) = w1w2 · · ·wnwn+1
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で定義する. Cnを Hから H⊗(n+1)へのQ-線形写像で,

Cn(x) = x ⊗ y⊗n, Cn(y) = −(x ⊗ y⊗n)

であり, Hの任意の元 w,w′に対して, ライプニッツ則

Cn(ww′) = Cn(w) � γ(w′) + γ(w) � Cn(w′)

を満たすものと定義する. ただし, γは H上の自己同型写像で, γ(x) = x, γ(y) = y − xで定ま
るものとする. 写像 ρnを ρn = MnCnで定義する. Ȟ1を yの冪以外の H1の wordsで生成され
る H1の部分空間とする. このとき, 以下の結果を得る.

主定理 (田中-若林 [9]). 任意の n ≥ 1に対して, ρn(Ȟ1) ⊂ Lxα̃(Hy ∗ Hy) (⊂ ker Z) が成り
立つ.

右辺は先述の川島関係式である. そのことからも ρn(Ȟ1)はMZSVs間の関係式族を与えている
ことがわかる.

主結果において, γ−1(xk1−1yxk2−1y · · ·xkl−1y) − xk (∈ H)を写像 ρ1で移すと,

ρ1(γ
−1(xk1−1yxk2−1y · · ·xkl−1y) − xk)

=
l∑

j=1

kj−1∑

i=1

xkj−iyxkj+1−1y · · ·xkl−1yxk1−1yxk2−1y · · ·xkj−1−1yxi−1y − kxky (1)

と計算される. ただし, γ−1 は前述の写像 γ の逆写像である. つまり, γ−1 は自己同型写像で,
γ−1(x) = x, γ−1(y) = x+yで定まるものである. ここで,一般に, γ−1(xk1−1yxk2−1y · · ·xkl−1y)−
xk は Ȟ1 の元ではない. しかし, n = 1 のとき, 巡回同値な 2 つの words w, w′ に対して,
ρ1(w) = ρ1(w′) なる性質がある. この性質より, 自然数 k1, k2, . . . , kl (ただし, ある番号 qに対
し kq ≥ 2) に対し, 式 (1)を写像 Zで移すと, 既述の大野-若林 [8] のMZSVsの巡回和公式を得
ることになる. 同様に, ρnに対応する写像が定義でき, Hoffman-大野 [4] によるMZVsの巡回
和公式を (MZVs版の)川島関係式に帰着させ代数的に証明することも可能である.

MZVsとMZSVsの巡回和公式が同値であることは, 井原-梶川-大野-奥田 [5]で直接計算によ
り証明されている. MZVs及びMZSVsの巡回和公式が川島の関係式の一部であるという我々
の結果を用いると, それら 2つの巡回和公式が同値であることの代数的な別証明を与えること
もできる.

写像 ρ1が巡回和公式を与えることを述べた. 次に, 一般の ρnの場合にどうなるかを考える.
n, d ≥ 1に対し, Ȟ1

(d)を Ȟ1の d次斉次部分とする. ベクトル空間CSFd
nをCSFd

n := 〈ρn(w)|w ∈
Ȟ1

(d)〉Qと定義し,ベクトル空間CSFnをCSFd
nのd ≥ 1で直和をとった空間CSFn :=

⊕
d≥1 CSFd

n

と定義する. このとき, 以下のフィルトレーション構造を持つことがわかる.

命題. (1) 任意の n, d ≥ 1に対し, CSFd
n+1 ⊂ CSFd+1

n .
(2) 任意の n ≥ 1に対し, CSFn+1 ⊂ CSFn.

これによると, nが大きくなるにつれ, 集合としては小さくなっている. すなわち, n ≥ 2の場合
は n = 1の場合 (巡回和公式)に帰着される.
上で与えたQ-ベクトル空間 CSFd

nの次元を計算機で計算した結果, 以下の表を得た.
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d + n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 · · ·
n = 1 1 2 4 6 12 18 34 58 106 186 350 630 1180 · · ·
n = 2 1 3 5 11 17 33 57 105 185 349 629 1179 · · ·
n = 3 1 3 7 13 26 48 91 167 319 589 1116 · · ·
n = 4 1 3 7 15 29 58 111 218 417 811 · · ·
n = 5 1 3 7 15 31 61 122 239 473 · · ·
n = 6 1 3 7 15 31 63 125 250 · · ·
n = 7 1 3 7 15 31 63 127 · · ·
n = 8 1 3 7 15 31 63 · · ·
n = 9 1 3 7 15 31 · · ·
n = 10 1 3 7 15 · · ·
n = 11 1 3 7 · · ·
n = 12 1 3 · · ·
n = 13 1 · · ·

...
. . .

n = 1のときは巡回和公式が与える次元であり, その数は

−2 +
1

d + 1

∑

m|d+1

φ

(
d + 1

m

)
2m (ただし, φ(n) := |(Z/nZ)×|)

となることが知られている. また, nが大きくなるにつれ現れる数は小さくなる. これは先ほどのフィル
トレ－ション構造 CSF1 ⊃ CSF2 ⊃ · · · が示していることである. n ≥ d − 1のとき, 2d−1という数が現
れている理由も分かっている. それ以外の表中の数がどのような規則で現れているかは現時点では明確
にはわからないが, 組み合わせ論的におもしろい数になっているかも知れない.
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On the Circuit Double Cover Conjecture

筑波大学大学院 数理物質科学研究科 数学専攻
博士前期課程一年 尾崎奨太

1 CDC予想
本稿では，CDC予想と呼ばれる予想について紹介する．この予想は

Szekeres [8]と Seymour [7]によって独立に定式化された予想であり，グ
ラフ理論における重要な未解決問題として広く知られている．この問題
はグラフの曲面への埋め込みに関する予想や，Nowhere-zero flowの存在
問題，グラフの彩色などと密接な関連がある．
ここで，まず用語の定義をする．グラフ G = (V, E)は，有限個の頂
点の集合 V と頂点を繋ぐ辺の集合 E の組であり，多重辺やループを含
まないものとする．例えば下図のグラフは {v1, . . . , v7}を頂点集合とし，
{v1v2, v1v3, v1v4, v2v3, v3v4, v4v5, v5v6, v5v7, v6v7}を辺集合とするグラフで
ある．

•v1

•v2

•v3

•v4
•v5

•v6

•v7
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n ≥ 3とする．n個の相異なるV の頂点列v1 . . . vnで，v1v2, v2v3, . . . , vn−1vn

, vnv1が全てGの辺であるものをGの閉路 (circuit)という．閉路はそれ
自身グラフであると思うことができる．Gのどの閉路にも含まれないよ
うな辺をGの橋 (bridge)という．

定義（Circuit Double Cover）
CはGの閉路からなるmultiset (即ち元の重複を許す集合)であるとする．
CがGのCircuit Double Coverであるとは

Gの任意の辺 eに対して �{C ∈ C | eはCの辺 } = 2
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が成り立つことをいう．以後Circuit Double CoverをCDCと呼ぶ．例え
ば 4頂点完全グラフK4のCDCは次の 2種類に限る．
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Circuit Double Cover Conjecture [7, 8]

橋を持たない任意のグラフはCDCを持つ．

この予想は Cycle Double Cover Conjectureとも呼ばれている．CDC

と同様に，以後この予想をCDC予想と呼ぶ．CDC予想の部分解として，
例えば次が知られている．グラフが 4-辺連結 [5] ，hypohamiltonianかつ
3-正則 [3] ，ペテルセングラフをマイナーに持たない [1] 場合には CDC

予想は正しい．
3節で述べるように，橋を持たない 3-正則かつ 3-辺彩色可能なグラフ
はCDCを持つことがわかる．以下では辺彩色性とCDC予想との関わり
について考察する．

2 3-正則グラフと辺彩色
定義（正則グラフ）
グラフGが r-正則であるとは，Gの各頂点 vについて vに接続する辺の
数が rであることをいう．

Jaeger[6]により，CDC予想を考える際には 3-正則グラフに限ってもよ
いことが知られている．そこで以下，3-正則グラフのみを考える．
定義（辺彩色）
G = (V, E)をグラフ，k ∈ Nとする．写像 c : E → {1, . . . , k}がGの k-

辺彩色であるとは

e, f ∈ E (e �= f)が端点を共有する⇒ c(e) �= c(f)
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を満たすことをいう．このとき c(e)を辺 eの色という．

• •

•

•

• •

•

•

3-辺彩色 辺彩色でない
2
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�����������������

1
�����������

3

�����������������

2

2

1 �����������

1

�����������������

3
�����������

3

�����������������
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Vizingの定理 [2, pp.119–120]によって任意の 3-正則グラフは 4-辺彩色
を持つ．
次章では 4-辺彩色を持つ 3-正則グラフについてCDC予想を考察する．

3 4-辺彩色とCDC予想
以下G = (V, E)を橋を持たない 3-正則グラフとし，Gの辺彩色 c : E →

{1, 2, 3, 4}を，�c−1(4)が最小になるようにとる．�c−1(4) ≤ 2のとき，次
の結果が得られた．

(i) �c−1(4) = 0の場合
このとき cは 3-辺彩色である．α �= β ∈ {1, 2, 3}に対してαか βの色を持
つ辺全体からなる部分グラフを (α, β)-部分グラフという．仮定からGの
(α, β)-部分グラフの各頂点に接続する辺の本数はすべて 2であることがわ
かるので，それは幾つかの閉路からなっている．(α, β)を (1, 2), (2, 3), (3, 1)

それぞれの場合で考えることで，GはCDCを持つことがわかる．
(ii) �c−1(4) = 1の場合
このようなグラフGがあるとすれば，色 4が対応する辺と端点を共有し
ている 4本の辺には，色 αが 2つ，β，γが 1つずつ ({α, β, γ} = {1, 2, 3})
現れていることが �c−1(4)の最小性からわかる（下図）．このとき図の頂
点 vから，色が αの辺と βの辺を交互に辿っていくことで，重複のない
Gの頂点の無限列を得ることができるが，これは V が有限集合であるこ
とに矛盾する．ゆえに �c−1(4) = 1であるようなグラフは存在しない．

v4

αα

β γ
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(iii) �c−1(4) = 2の場合
この場合にはGの全ての頂点を含む2-正則な部分グラフで，長さが奇数の
閉路を二つしか含まないものが存在するので，Huckの定理 [4, Theorem A]

によりGはCDCを持つ．
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静的時空における量子スカラー場の模型の基底状態について

九州大学数理学研究院

鈴木章斗

概要

本稿では、静的な４次元時空における van Hove模型を定義し、その基底状態の存在と非
存在について論じる。

1 静的時空のvan Hove模型
van Hove模型は、古典的で静的な外場 ρ :

R3 → [0,∞)と相互作用する量子スカラー場
の模型のひとつで、そのハミルトニアンは、

H = dΓ(ω) + φ(ω−1/2ρ)

で与えられる h = L2(R3; dx)上のボソン・
フォック空間

Γ(h) =
∞⊕

n=0

n⊗
s

h

上の作用素である1。第二量子化作用素

dΓ(ω) =
∞⊕

n=0

ω(n)

は、スカラー場のハミルトニアンを表し、ω(n)

は、

ω(n) =
n∑

j=1

(
j−1⊗

I

)
⊗ ω ⊗

(
n−j⊗

I

)

によって定義される
⊗n

s h上の作用素であ
る。ここで、ωは、ひとつのボース粒子のハ
ミルトニアンで、あるクラスの静的４次元
時空2では、次式で与えられる正の自己共役
作用素である3：

ω2 = −
∑

1≤i,j≤3

∂

∂xi

(
aij(x)

∂

∂xj

)
+ v(x)

1
⊗n

s (n ≥ 1) は、n次の対称テンソル積を表し、⊗n
s := Cと規約する。
2静的な時空の定義は、例えば、[Fu]を参照。
3このような ω を与える静的時空については、

[GHPS, GHPS2]を参照。

本稿では、aij : R3 → R、v : R3 → [0,∞)

は、次の (A.1)-(A.3)を満たすと仮定する：

(A.1) aij, v ∈ C∞(R3)

(A.2) ある正数 C1, C2 ≥ 0が存在して、任
意の x ∈ R3と、ξ ∈ R3に対し、

C1|ξ|2 ≤
∑

1≤i,j≤3

aij(x)ξiξj ≤ C2|ξ|2

が成り立つ。

(A.3) ある正数m∞ ≥ 0が存在して、

lim
|x|→∞

v(x)1/2 = m∞

が成り立つ。

例 1.1 (Minkowski時空). Minkwoski時空
では、aij(x) ≡ δijであり、v(x) ≡ m2 (m ≥
0)である。したがって、m∞ = mとなり、
ω = ωmである：

ωm =
√

m2 −∆

m > 0のとき、massiveといい、m = 0のと
き、masslessという。ωmのスペクトルは、

σ(ωm) = [m,∞)

となる。この場合、dΓ(ωm)のスペクトルは、
図のように、0を固有値に持ち、真性スペク
トルは、[m,∞)となる。
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0

0

massive

massless

m

図 1: σ(dΓ(ωm))

特に、masslessの場合には、dΓ(ωm)の固
有値 0は、真性スペクトルの下限に埋蔵され
ている。このような固有値を埋蔵固有値と
呼ぶ。一般に、埋蔵固有値は、摂動の下で安
定ではない。本稿では、この埋蔵固有値が、
以下に定義する場 φ(ω−1/2ρ) の摂動の下で、
どのように振舞うかに興味がある。
以下では、便宜的に、m∞を質量と呼び、

m∞ > 0ならば、massive、m∞ = 0ならば、
masslessと呼ぶことにする。

注意 1.1. (A.1) - (A.3)に対する付加的な
仮定の下で、

σ(ω) = [m∞, 0) (1)

となることが証明される。実際、例えば、ω =

−∆ + v(x) かつ v(x) ≥ m∞ ならば、(1)

を満たしている。このような場合、massless

(m∞ = 0) ならば、dΓ(ω)のスペクトルは、
dΓ(ω0)と同様に、スペクトルの下限 0を埋
蔵固有値に持つ。また、massiveならば、ω−s

(s > 0)は、有界作用であるが、masslessの
場合は、ω−s (s > 0)は、非有界作用素と
なってしまうことにも注意されたい。

各 f ∈ hに対して、Segalの場の作用素
φ(f)は、

φ(f) =
1√
2
(a(f) + a∗(f))

で定義される対称作用素である。ここで、a(f)

とその共役作用素 a∗(f)は、消滅・生成作
用素と呼ばれ、次のCCRを満たす：任意の
f, g ∈ hに対して

[a(f), a∗(g)] = 〈f, g〉h, [a](f), a](g)] = 0

（a]は、aまたはa∗を意味する）が成り立つ。
以下、外場 ρは、次の性質を満たすとする：

(A.4) 0 ≤ ρ ∈ C∞
c (R3) 4

(A.5) ω−1/2ρ ∈ h かつ ω−1ρ ∈ h

次の補題は、基本的である [Ar, De]：

補題 1.1. 仮定 (A.1) - (A.5)の下で、H は
下に有界な自己巨役作用素である5。

上の補題により、次の定義が可能である：

定義 1.1. ハミルトニアンH のスペクトル
の下限

E0 := inf σ(H) > −∞

が、Hの固有値であるとき、Hは基底状態
を持つといい、固有値でなければ、H は基
底状態を持たないという。

van Hove模型は、スペクトルについて、
厳密に解ける模型のひとつであり、次の補
題はよく知られている6。

補題 1.2. (A.1) - (A.5)を仮定する。このと
き、H が基底状態を持つための必要十分条
件は、

ω−3/2ρ ∈ h

を満たす事である。

4C∞c (R3)は、R3上、コンパクトな台を持つ無限
階微分可能な関数全体の集合をあらわす。

5一般に、自己共役作用素Aのスペクトル σ(A)は
σ(A) ⊂ Rを満たすが、inf σ(A) > −∞を満たすと
き、Aは下に有界であるという。

6証明は、[Ar, De]を参照されたい。
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上の補題によって、次の (IRD)は、基底
状態が存在しないための必要十分条件であ
る7：

ω−3/2ρ 6∈ h (IRD)

次の例は、Minkowski時空におけるよく知
られた事実である：

例 1.2 (Minkowski時空). 例1.1のω = ωm

を考え、(A.4)を仮定しよう。このとき、注
意 1.1によって、massiveであれば、自動的
に、(A.5)を満たし、Hは基底状態を持つ。
一方、masslessならば、H が基底状態を持
つための必要十分条件は、ρ = 0である。実
際、ρ 6= 0ならば、上の仮定 (A.4)により、ρ

のフーリエ変換 ρ̂は、連続かつ ρ̂(0) > 0 で
ある。したがって、

‖ω−l/2
0 ρ‖2

h =

∫

R3

dk
|ρ̂(k)|2
|k|l

=

{
< ∞, l = 1, 2,

∞, l = 3

となり、(A.5)を満たすが、(IRD)が成立す
る。

上の例は、Minkowski空間では、massless

ならば、外場 ρが存在すると、基底状態が存
在しないということを意味している。この
現象は、赤外発散と呼ばれるもののひとつ
の表れである8。
一方、注意 1.1により、(A.1) - (A.3)を満

たす一般のωに対しても、massive (m∞ > 0)

の場合は、上の例と同様にして、基底状態は
存在する。
以下では、(A.1) - (A.3)を満たすmassless

(m∞ = 0)の ωに対して、H が基底状態を
持つかどうかについて論じる。

7IRDは、infrared divergence を意味する。
8このような状況は、CCRの非道値表現をとるこ

とによって、解消される（[Ar]参照）。

2 基底状態の非存在
まず、例 1.2のMinkowski時空と同様に、

Hが基底状態を持たない場合から論じよう。
次の条件を仮定する：

(QD) m∞ = 0かつ、ある正数C ≥ 0が存在
して、

0 ≤ v(x) ≤ C〈x〉−β, (β > 2)

が成り立つ9 , 10。

次の補題が重要である。

補題 2.1. (A.1) - (A.4)と (QD)を仮定す
る。このとき、次が成り立つ：

(i) ω−l/2ρ ∈ h (l = 1, 2)

(ii) ω−3/2ρ 6∈ h

証明) まず、Laplace変換によて、次の公式
を得る：l = 1, 2, 3に対して、νl := (l− 4)/4

とすると、ある正数 γl > 0が存在して、

ω−l/2 = γl

∫ ∞

0

dte−tω2

tνl (2)

が成り立つ。仮定 (QD)の下で、作用素 e−tω2

の積分核 e−tω2
(x, y)に対して、Gauss型評価

がしられている11：ある正数 ci, Ci > 0 (i =

1, · · · , 4)が存在して、

c1e
−c2tω2

0(x, y) ≤ e−tω2

(x, y) ≤ c3e
−c4tω2

0(x, y)

(3)

が成り立つ。ここで、ω2
0 = −∆であり、

e−tω2
0(x, y)は、熱半群 e−tω2

0の積分核である。
(2)と (3)を用いると、適当な定数Cl, C ′

l ≥ 0

(l = 1, 2, 3) を取って、

Cl‖ω−l/2
0 ρ‖2

h ≤ ‖ω−l/2ρ‖2
h ≤ C ′

l‖ω−l/2
0 ρ‖2

h

となる。したがって、例 1.2により、結論を
得る。 ¤
上の補題によって、(QD)の場合には、(A.5)

を満たすが、(IRD)が成り立つ。したがって、
次の定理を得る：

9〈x〉 :=
√

1 + |x|2
10QDは、quickly decayを意味する。
11例えば、[Zh]などを参照。
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定理 2.2. (A.1) - (A.4)と (QD)を仮定す
る。このとき、Hは基底状態を持たない。

3 基底状態の存在
次に、例 1.2のMinkowski時空とは異な

り、基底状態が存在する場合について論じ
よう。次の条件を仮定する：

(SD) m∞ = 0かつ、ある正数C ≥ 0が存在
して、

v(x) ≥ C〈x〉−β, (β ≤ 2)

が成り立つ12。

(SD)の下では、(2)の下からの評価は成
り立たず、上からの評価はもっとよくでき
る13。そのため、次の補題を得る14：

補題 3.1. (A.1) - (A.4)と (SD)を仮定する。
さらに、

sup
x∈R3

|(∇aij)(x)| < ∞ (4)

を満たすとする。このとき、

ω−l/2ρ ∈ h, l = 1, 2, 3

が成り立つ。

この補題と補題 1.2から次の定理を得る：

定理 3.2. (A.1) - (A.4)、(SD)を仮定し、(4)

を満たすとする。このとき、H は基底状態
を持つ。

この定理は、一般の静的時空とMinkowski

時空の間の差異を明らかにしている。例 1.2

で見たように、Minkowski時空では、仮定
(A.4)の下で、ρ 6= 0ならば、massiveのと
きしか、基底状態は現れない。しかし、仮定
(A.1) - (A.3)、(4)と (SD)を満たすような静
的時空では、仮定 (A.4)の下で、ρ 6= 0かつ
masslessであっても、基底状態が存在する。

12SDは、slowly decayを意味する。
13例えば、[Zh]を参照。ここでは、[MS]の一般論
を用いて、[Zh]の結果を拡張して使う。

14証明は、[GHPS2]を参照されたい。
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Determining nodes for semilinear parabolic equations

Ryôhei Kakizawa∗

1 Introduction

Let Ω be a bounded domain in R
n (n ∈ Z, n ≥ 2) with C2-boundary ∂Ω, H be a closed

subspace of L2(Ω), V = H1
0 (Ω) ∩H. We consider the following strong formulation of the

initial-boundary value problem for the semilinear parabolic equation:

dtu+Au+Bu = f in L2((0,∞);H),

u(0) = u0 in V,
(1.1)

where u is a time-global strong solution of (1.1), A is a linear elliptic operator of second
order from D(A) into H, B is a nonlinear operator from D(B) into H, f is a nonhomoge-
neous term, u0 is an initial data of u. Moreover, D(A) and D(B) are domains of A and
B respectively. A typical example of the first equation of (1.1) is the following semilinear
heat equation:

∂tu− kΔu− |u|p−1u = 0,

where k > 0, p > 1.
The conclusion for asymptotic properties of time-global strong solutions of (1.1) can

be given by the theory of nodal values and determining nodes introduced by Foias and
Temam [2]. The approach of nodal values and determining nodes is quite natural from the
computational point of view. In general, determining nodes can be obtained from finite
many measurements, time-global strong solutions of the initial-boundary value problem
for semilinear parabolic equations can be uniquely determined by them. Some problems
related to determining nodes for semilinear parabolic equations have been discussed. It
is proved by Foias and Kukavica [1], Kukavica [3] and Oliver and Titi [6] that there
exist determining nodes for the Kuramoto-Shivashinsky equation, the complex Ginzbrug-
Landau equation and the semilinear Schrödinger equation respectively. In recent years, Lu
and Shao [4] studied determining nodes for partly dissipative reaction diffusion systems
including the FitzHugh-Nagumo equations. However, determining nodes for semilinear
parabolic equations in which the semilinear heat equation, the Navier-Stokes equations
and so on consist have been not considered. It is necessary to discuss nodal values and
determining nodes for general semilinear parabolic equations.

In order to meet the above requirement, we study the determination of the asymptotic
behavior of time-global strong solutions of (1.1) by determining nodes. The main purpose
of this report is to extend B to the more general nonlinear operator than [2], [4] as for
some results which are obtained in [1], [2], [3], [4], [6].

∗Graduate School of Mathematical Sciences, The University of Tokyo, 3-8-1 Komaba Meguro-ku Tokyo
153-8914, Japan (E-mail address: kakizawa@ms.u-tokyo.ac.jp)



2 Preliminaries and main result

2.1 Preliminaries

All functions appearing in this report are eitherH orHn-valued. For the sake of simplicity,
we will not distinguish them from their values in notation.

It is well known in the theory of Hilbert spaces that L2(Ω) is decomposed into L2(Ω) =
H⊕H⊥, whereH⊥ is the orthogonal complement ofH. Let P be the orthogonal projection
of L2(Ω) onto H, V = H1

0 (Ω) ∩H.
A is a linear elliptic operator from D(A) := H2(Ω) ∩ V into H defined as

Au = −P

⎧⎨
⎩

n∑
i,j=1

∂xj (aij∂xiu)

⎫⎬
⎭ ,

B is a nonlinear operator from D(B) := H2(Ω) ∩ V into H. A and B are assumed to the
following properties:

(A.1) aij ∈ C0,1(Ω) (i, j = 1, · · · , n).
(A.2) aij = aji on Ω (i, j = 1, · · · , n).
(A.3) There exists a positive constant a > 0 such that

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ a|ξ|2

for any x ∈ Ω, ξ ∈ R
n.

(A.4) Let (u, v)D(A) = (Au,Av)L2(Ω), ‖u‖D(A) = ((u, u)D(A))
1/2. Then ‖ · ‖D(A) is equiva-

lent to ‖ · ‖H2(Ω) as a norm in D(A): there exist two positive constants a1 > 0 and
a2 > 0 such that

a1‖u‖H2(Ω) ≤ ‖u‖D(A) ≤ a2‖u‖H2(Ω)

for any u ∈ D(A).

(B.1) B0 = 0.

(B.2) There exist two constants CB > 0 and p > 1 such that

‖Bu−Bv‖L2(Ω) ≤ CB(‖u‖p−1
H2(Ω)

+ ‖v‖p−1
H2(Ω)

)‖u− v‖H1(Ω)

for any u, v ∈ D(B).

Let f ∈ L2((0,∞);H), u0 ∈ V . u is called a time-global strong solution of (1.1) if
u ∈ L2((0,∞);D(A)) ∩ Cb([0,∞);V ), dtu ∈ L2((0,∞);H), u satisfies (1.1). Let S(f, u0)
be the set of all functions which are time-global strong solutions of (1.1) with f and u0.



2.2 Main result

For any N ∈ Z, N ≥ 1, x ∈ Ω and u ∈ D(A), EN , dN (x), dN and ηN (u) are defied as

EN = {x1, · · · , xN ; xj ∈ Ω (j = 1, · · · , N)} ,

dN (x) = min
j=1,··· ,N

|x− xj |,

dN = max
x∈Ω

dN (x),

ηN (u) = max
j=1,··· ,N

|u(xj)|.

We can consider EN and dN as the set of determining nodes and the density of EN in Ω
respectively. It is essential for our main result to be assumed that

(H.1) S(f, u0) 	= ∅ for any f ∈ L∞((0,∞);H), u0 ∈ V .

(H.2) There exists a positive constant M(f, u0, t0) for any f ∈ L∞((0,∞);H), u0 ∈ V ,
t0 > 0 such that ‖u‖Cb([t0,∞);D(A)) ≤ M(f, u0, t0) for any u ∈ S(f, u0).

Our main result is given by the following theorem [5, Theorem 2.3]:

Theorem. Let n = 2, 3, f, g ∈ L∞((0,∞);H), u0, v0 ∈ V , u ∈ S(f, u0), v ∈ S(g, v0),
and assume (H.1), (H.2). Then there exists a positive constant δ depending only on Ω,
A, B, f , g, M(f, u0, t0) and M(g, v0, t0) such that if 0 < dN ≤ δ, u(xj , t) − v(xj , t) → 0
(j = 1, · · · , N), f(t) − g(t) → 0 in H as t → ∞, then u(t) − v(t) → 0 in V ∩ C0,μ(Ω) as
t → ∞ for any 0 < μ < 1/2.

3 Applications

3.1 The semilinear heat equation

The initial-boundary value problem for the semilinear heat equation is described as follows:

∂tu− kΔu− |u|p−1u = f in Ω× (0,∞),

u|t=0 = u0 in Ω,

u|∂Ω = 0 on ∂Ω× (0,∞),

(3.1)

where k > 0, p > 1, f is an external force, u0 is an initial data of u.
Let H = L2(Ω), V = H1

0 (Ω), P = I2, Au = −kΔu, Bu = −|u|p−1u, 1 < p ≤ n/(n−2),
where I2 is the identity operator in L2(Ω). Then there exists a positive constant CB > 0
depending only on Ω and p such that

‖Bu−Bv‖L2(Ω) ≤ CB(‖u‖p−1
H1(Ω)

+ ‖v‖p−1
H1(Ω)

)‖u− v‖H1(Ω) (3.2)

for any u, v ∈ H1(Ω).
It is stated in [5, Theorems 4.1 and 4.2] that (H.1), (H.2) hold for the strong formulation

of (3.1) under appropriate assumptions for p, f and u0.



3.2 The Navier-Stokes equations

The initial-boundary value problem for the Navier-Stokes equations is described as follows:

divu = 0 in Ω× (0,∞),

∂tu− μΔu+ (u · ∇)u = −∇p+ f in Ω× (0,∞),

u|t=0 = u0 in Ω,

u|∂Ω = 0 on ∂Ω× (0,∞),

(3.3)

where μ > 0, f is an external force field, u0 is an initial data of u.
Let us introduce the solenoidal function spaces to utilize the strong formulation of

(3.3). C∞
0,σ(Ω) := {u ∈ (C∞

0 (Ω))n ; divu = 0 in Ω}. L2
σ(Ω) is the completion of C∞

0,σ(Ω)

in (L2(Ω))n. L2
σ(Ω) is characterized as follows:

L2
σ(Ω) = {u ∈ (L2(Ω))n ; divu = 0 in Ω, u · ν = 0 on ∂Ω},

where ν is the outward normal vector on ∂Ω. It follows from the Helmholtz decomposition
that (L2(Ω))n is decomposed into (L2(Ω))n = L2

σ(Ω)⊕G2, where G2 := {∇p ; p ∈ H1(Ω)}.
Let P2 be the orthogonal projection of (L2(Ω))n onto L2

σ(Ω). See, for example, [7, Chapter
1] about basic properties of the Helmholtz decomposition.

Let Hn = L2
σ(Ω), V

n = (H1
0 (Ω))

n∩L2
σ(Ω), P = P2, Au = −P2(μΔu), Bu = P2(u·∇)u,

n = 2, 3. Then there exists a positive constant CB > 0 depending only on Ω such that we
have the following inequality:

‖Bu−Bv‖(L2(Ω))n ≤ CB(‖u‖(H2(Ω))n + ‖v‖(H2(Ω))n)‖u− v‖(H1(Ω))n (3.4)

for any u, v ∈ (H2(Ω))n.
It is well known in [2] that (H.1), (H.2) hold for the strong formulation of (3.3) in the

case where n = 2, (H.1) implies (H.2) in the case where n = 3.
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An explicit formulation for the parity result on

Apostol-V u double zeta values

名大多元数理　岡本卓也

1 Introduction

松本耕二氏 [3]は Apostolと Vu [1]が導入した
∞∑

m1=1

∑

m2≥m1

m−s1
1 m−s2

2 (m1 + m2)−1

という関数に着目し，これを一般化した
ζAV,r(s1, . . . , sr; sr+1)

=
∑

· · ·
∑

1≤m1<···<mr<∞
m−s1

1 m−s2
2 · · ·m−sr

r (m1 + m2 + · · ·+ mr)−sr+1

という関数を定義し，全 Cr+1 空間への解析接続を与えた．これを r 重 Apostol-Vu型多重ゼータ

関数と呼ぶ．また，一方で Zagier [7]は semi-simpleなリー代数 gに対して，

ζg(s) =
∑ 1

dim(ρ)s

によりWittenゼータ関数を定義した．ここで s ∈ C，ρは gのすべての有限次元既約表現をわた

るとする．このWittenゼータ関数の特殊値は物理に関わる量と関係を持っている．特別な場合の

例として，g = SO(5)とするとWittenゼータ関数は

ζSO(5)(s) =
∞∑

m,n=1

6s

msns(m + n)s(m + 2n)s
(1.1)

となる．松本氏 [3]は (1.1)を一般化した関数を s1, s2, s3, s4 ∈ Cに対して

ζSO(5)(s1, s2, s3, s4) =
∞∑

m,n=1

1
ms1ns2(m + n)s3(m + 2n)s4

(1.2)

を定義した.ここで，2重 Apostol-Vu型多重ゼータ関数は (1.2)の特別な場合であることに注意す

る．つまり，
ζAV,2(s1, s2; s3) = ζSO(5)(0, s1, s2, s3) (1.3)

となる．また，ζSO(5) に関して次の結果 (parity result)が知られている．

Theorem 1.1. (Tsumura [6]) 負でない整数 p, q, r, s に対して，p, q, r, s ∈ N ∪ {0} := N0, p ≥
1, p + q + r > 1, p + q + s > 1, q + r + s > 1, p + q + r + s > 2で p + q + r + sが奇数という条

－52－



件を満たす時 ζSO(5)(p, q, r, s)は正の整数点のリーマンゼータ値の積の有理線形結合で表せる．

この結果は ζSO(5)(p, q, r, s)の parity resultと呼ばれている．筆者はこの結果を p ≥ 0に一般

化することで (1.3)より 2重 Apostol-Vu型多重ゼータ関数の parity resultを得た．また，小野

寺氏 [5]の方法を応用することでこの parity resultに関する明示公式を与えた．本稿ではこの結

果とこれに用いた方法の簡単な概説を与える．

2 ２重 Apostol-V uゼータ値の parity result

Theorem 2.1. 負でない整数 p, q, r, s に対して，p, q, r, s ∈ N ∪ {0} := N0, p ≥ 0, p + q + r >

1, p + q + s > 1, q + r + s > 1, p + q + r + s > 2で p + q + r + sが奇数という条件を満たす時

ζSO(5)(p, q, r, s)は正の整数点のリーマンゼータ値の積の有理線形結合で表せる．

この証明は p ≥ 1のときは，Tsumura [6]の結果そのものである. また, p = 0のときは簡単な

分数の分解により得られる関数関係式によりわかる. 実際に p = 0で r, s ≥ 1のときは
ζSO(5)(0, q, r, s) = 2ζSO(5)(1, q, r − 1, s)− ζSO(5)(1, q, r, s− 1),

により p = 1のときに帰着できる．また，他の場合もこのような関数関係式により p = 1のときに

帰着して証明できる．

また，ここで２つの関数を与える．s, t, u ∈ C, <(s) ≥ 1, <(t) ≥ 1, <(u) ≥ 1 に対して 2 重

Mordell-Tornheimゼータ関数 ζMT (s, t, u)と T (s, t, u)を

ζMT (s, t, u) =
∞∑

m,n=1

1
msnt(m + n)u

, (2.1)

T (s, t, u) =
∞∑

m,n=1

1
msnt(m + 2n)u

. (2.2)

と定義する．このとき，p, q, r ∈ Nで p + q + r ∈ 2N+ 1に対して, Onodera [5]は
ζMT (p, q, r) = (−1)pJ2,1(p, r, q) + (−1)qJ2,1(q, r, p). (2.3)

という 2 重 Mordell-Tornheim ゼータ関数に関する明示公式を与えた．ただし，p, q, r ∈ N に対
して,

J2,1(p, q, r) =
∑

k

{(
p + q − 1− 2k

p− 1

)
+

(
p + q − 1− 2k

q − 1

)}
ζ(2k)ζ(p + q + r − 2k),

とし，k は [0, max{p, q}/2]の全ての整数をわたる.

ここで Theorem 2.1と Tsumura [6]により ζAV,2(p, q; r) の (2.1)と (2.2)を用いた明示公式を

得ることができる．ただし，(2.2)は一番目の整数が奇数のときにさえ帰着すればよい．これによ

り ζAV,2(p, q; r) の parity result に関する明示公式を得るためには (2.3) に注意すると，(2.2) の

明示公式を与えさえすればよいことが分かる．それは次のように与えることができる．

Theorem 2.2. a, b, cを正の整数とし，a, a + b + c ∈ 2N+ 1とする. また，正の整数 pに対し,
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a1, . . . , ap ∈ Nとし，a = (a1, . . . , ap)，|a| = a1 + · · ·+ ap とおく. このとき，Bp(a; l)を

Bp(a; l) =
−2

|a| − 2l

∑

l1,...,lp≥0
l1+···+lp=2l+1

p∏

j=1

(
aj

lj

)
Blj ,

と定義する．このとき，
T (a, b, c)

=
∑

l

B2(a, c; l)(−1)l (2π)2l(a + c− 2l)!
2a+c+1−2la!b!

ζ(a + b + c− 2l)

+
∑

m,n≥0
b>m+n

c+m+n:odd

b!
m!n!(b−m− n + 1)!

∑

l′
B3(c,m, n; l′)

× (−1)(b+m+n−2l′+1)/2(2π)b+2l′−m−n−1 (c + m + n− 2l′)!
b!c!

×
{[(c+m+n−2l′)/2]∑

l′′=1

{
φ(2l′′)φ(a + c + m + n− 2l′ − 2l′′ + 1)

− ζ(2l′′)ζ(a + c + m + n− 2l′ − 2l′′ + 1)
}

+ φ(a + c + m + n− 2l′ + 1)− ζ(a + c + m + n− 2l′ + 1)
}

+
∑

m,n≥0
b≥m+n

c+m+n:even

b!
m!n!(b−m− n + 1)!

∑

l′
B3(c,m, n; l′)

(c + m + n− 2l′)!
2b!c!

× (−1)(b+m+n−2l′)/2+1(2π)b+2l′−m−nζ(a + c + m + n− 2l′)

を得る．ただし，Brを r次のベルヌーイ数とし，lと l′はそれぞれ [0, (a+c)/2)と [0, (c+m+n)/2)

に含まれるすべての整数をわたるとする.

この証明は小野寺氏 [5] の Milnor’s 多重サイン関数の性質を用いる方法を応用して証明するこ

とができる．ここでは証明の詳細を紹介することはできないが次の 3章でMilnor’s多重サイン関

数の定義やその性質を少し紹介し，この証明のキーとなる式を紹介する．

また，T (a, b, c)の明示公式は中村氏 [4]も T (a, b, c)をさらに２つの関数に分けてそれぞれを考

察することで与えていることに注意する．しかし，ここでは違う方法を用いることで直接計算し，

彼の明示公式とは異なる明示公式を得た．

3 Milnor′s多重サイン関数と Theorem 2.2の証明の簡単な概略

この章では Milnor’s 多重サイン関数やその性質と Theorem 2.2 の証明の簡単な概略を述べ

る．この証明は [2]を参照してもらいたい．r を正の整数とするとき，Milnor’s多重サイン関数を

x ∈ (0, 1)に対して次のように定義する．
Sr(x) = Γr(x)−1Γr(1− x)(−1)r

.
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ただし，

Γr(x) = exp
( ∂

∂s
ζ(s, x) |s=1−r

)

とする．このMilnor’s多重サイン関数に関して次のことが知られている．

log Sr(x) =





(−1)
r+1
2

(r−1)!
(2π)r−1

∞∑
m=1

cos(2πmx)
mr

r ≥ 1の奇数のとき,

(−1)
r
2

(r−1)!
(2π)r−1

∞∑
m=1

sin(2πmx)
mr

r ≥ 2の偶数のとき．
(3.1)

最後に Theorem 2.2の証明のキーとなる式 (3.2)とその証明の簡単な概略を紹介する．s ∈ C, x ∈
C, |x| = 1に対して

Lis(x) =
∞∑

m=1

xm

ms

と定義する．このとき，Milnor’s多重サイン関数の性質 (3.1)とベルヌーイ多項式の性質を用いる

と正の整数 aに対して
Lia(e2πix) = a log Sa(x) + πiBa(x) (3.2)

が成り立つ．ただし，Ba(x)を a次のベルヌーイ多項式とする．Lia(e2πix)Lib(e4πix)Lic(e−2πix)

を x = 0 から 1 まで積分すると T (a, b, c) を得る．そして，(3.2) を用いることで T (a, b, c) を

Milnor’s多重サイン関数とベルヌーイ多項式の積分で表し，それにMilnor’s多重サイン関数とベ

ルヌーイ多項式の性質を用いることでリーマンゼータの積で表すことにより Theorem 2.2を得る．
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Generic arrangement上の微分作用素環のネター性

中島規博（北大・理）

2010.2

1 introduction

Holm は [2] で Central arrangement の座標環に関する微分作用素環の研究を行っ
た．特に，超平面配置が Generic なときの微分作用素環の代数としての生成元を与え
た．しかし，微分作用素環の性質について深く研究はされていない．また，Central 2-

arrangementの座標環に関する微分作用素環の各階数による斉次成分の左 S-加群として
の基底が [5]により与えられた．この基底に関する微分作用素環の表示を使って，Central

2-arrangement の座標環に関する微分作用素環がネター環であることが証明できた．今
回，二変数の Central arrangement の座標環に関する微分作用素環のネター性について
講演する．また，微分作用素環については [1]，[3] などに，超平面配置（Arrangements

of Hyperplanes）については [4]に重要な研究結果が記述されている．

2 微分作用素環とWeyl代数
S = C[x1, . . . , xn]を n変数多項式環とする．また EndC(S)を S の自己準同型環とす

る．任意の i = 1, . . . , nに対して xi ∈ EndC(S), ∂i ∈ EndC(S)を

xi(f) = xif , ∂i(f) =
∂f

∂xi
(f ∈ S)

で定義される作用素とする．x1, . . . , xn, ∂1, . . . , ∂n で生成される C-代数 An =

C〈x1, . . . , xn, ∂1, . . . , ∂n〉を n次のWeyl代数という．Anの生成元 x1, . . . , xn, ∂1, . . . , ∂n

には

[∂i, xj ] = δij · 1, [xi, xj ] = 0, [∂i, ∂j ] = 0 (2.1)
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という関係式が成り立つ．ここで [θ, η] = θη − ηθ であり，δij は Kronecher delta で
ある．

命題 2.1. 集合 B = {xα∂β | α, β ∈ Nn}は An の C上の基底を成す．

命題 2.1より任意の θ ∈ An は一意に

θ =
∑

α,β

cαβxα∂β

と表される．この表示を θ の標準形（nomal form）といい，xα∂β を An の単項式とい
う．この表示により，ただちに

An =
⊕

β∈Nn

S∂β (2.2)

であることがわかる．微分作用素 θ =
∑

α,β cαβxα∂β ∈ An に対して θ の単項式の係数
が 0でない β の中で最大の |β| を θの階数（order）といい，ord(θ)と書く．ただし，特
別に ord(0) = −∞とする．
次に，微分作用素環を以下のように帰納的に定義する．

定義 2.2. 可換 C-代数Rに対して，Rの微分作用素環D(R)を以下で帰納的に定義する：

D0(R) = {θ ∈ EndC(R) | a ∈ R , [θ, a] = 0},
m ≥ 1, Dm(R) = {θ ∈ EndC(R) | a ∈ R , [θ, a] ∈ Dm−1(R)},

D(R) =
⋃

m≥0

Dm(R)．

ここで，D(R)は左，右 S-加群である．

微分作用素環D(R)は環構造を持つことがわかっている．また古典的な結果により，多
項式環 S に関する微分作用素環 D(S) はWeyl 代数であることもよく知られている．す
なわち，

命題 2.3. D(S) = An である．

ここで D(m)(S) =
⊕

|β|=m S∂β とおくと，(2.2)よりWeyl代数を

D(S) =
⊕

m≥0

D(m)(S)

と階数の斉次成分による直和分解することができる．
I を S のイデアルとする．I を保存する微分作用素全体を考えると環構造を成す．
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定義 2.4. S のイデアル I に対して，

Δ(I) = {θ ∈ D(S) | θ(I) ⊆ I}

と定義する．Δ(I)は D(S)の部分環である．

Δ(I)を使って S/I の微分作用素環をWeyl代数の部分商として表示できる．

命題 2.5. Iを Sのイデアルとする．このとき，S/Iの微分作用素環は剰余環Δ(I)/ID(S)

と C-代数として同型である．

3 Central arrangement上の微分作用素環
Holm は [2] で Central arrangement の座標環に関する微分作用素環の研究を行った．

下の命題は [2, Proposition 4.3.]による．

命題 3.1. p1, . . . , pr ∈ S をそれぞれ互いに素な斉次一次多項式とする．また Q =

p1 · · · pr とおいて，I = QS とすると

Δ(I) =
⊕

m≥0

Δ(m)(I)

である．ただし，m ≥ 0に対して Δ(m)(I) = {θ ∈ D(m)(S) | θ(I) ⊆ I} とする．

また，与えられたいくつかのΔ(I)の階数において斉次な作用素がΔ(I)の斉次成分の左
S-加群としての基底であるかどうかを判定できる [5, Theorem4.10.]．特に n = 2のとき，
Δ(I)の各階数の斉次成分の左 S-加群として基底が一つ与えられる [5, Proposition4.14.]．
この基底による Δ(I) の左 S-加群としての表示が可能である．この表示と命題 2.5 に
より，微分作用素環 D(C[x, y]/I) の元の具体的な計算が可能になる．ここで，任意の
i = 1, . . . , rに対して

Li = Δ(I) ∩ (p1 · · · pi)D(S)

と定義する．このとき Li は Δ(I) の両側イデアルであることがわかり，また Δ(I) の両
側イデアルの列

ID(S) = Lr ⊆ Lr−1 ⊆ · · · ⊆ L1 ⊆ L0 = Δ(I)

の各剰余 Li−1/Li のネター性を調べることで以下のことを証明した．
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定理 3.2. r ≥ 1を整数とする．i = 1, . . . , rに対して pi ∈ C[x, y]を斉次一次多項式とし
て，p1, . . . , pr はそれぞれ互いに素であるとする．また I = 〈p1 · · · pr〉 ⊆ C[x, y]とする．
このとき，環 D(C[x, y]/I)は右ネターかつ左ネターである．

一方で r ≥ 2のとき，この環 D(C[x, y]/I)をオーダー・フィルターによって次数化し
た環はネター環ではない．

例 3.3. S = C[x, y] として I = xyS を xy で生成される S のイデアルとする．このと
き，任意のm ≥ 1に対して

x1∂
m
1 ∈ Δ(I) , ∂m

1 /∈ Δ(I)

である．したがって，微分作用素環D(C[x, y]/I)をオーダー・フィルターによって次数化
した環 Gr(D(C[x, y]/I))上 {x1∂

m
1 | m ≥ 1} で生成されるイデアルは有限生成ではない．
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Construction of an expansion by BMO families in Triebel-Lizorkin

spaces by rearrangements of wavelet series

Takahiro Noi∗
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Abstract

Ph. Tchamitchian[8] has constructed an atomic decomposition by Lp-atoms (1 < p < ∞)
in real Hardy space H1(Rn) by rearrangements of wavelet expansion. Here the Lp-atoms
depend on each element in H1(Rn). In this paper, we show a result that there exits an
expansion by a BMO family in Triebel-Lizorkin spaces F s

p,q(Rn) by appling the above methods.
Here the BMO family also depends on each element of the spaces.

1 Introduction

The real Hardy space H1(Rn) is defined as follows.

Definition 1.1 The space

H1(Rn) = {f ∈ L1(Rn) : Rjf ∈ L1(Rn), j = 1, · · · , n}

with norm ||f ||H1 = ||f ||L1 +
∑n

j=1 ||Rjf ||L1 is called the real Hardy space. Here Rj denotes
j-th Riesz transform , i.e. i is the imaginary unit and Rj = −i∂/∂xj(−4)−1/2.

The Lp-atoms are defined as follows.

Definition 1.2 Let 1 < p ≤ ∞. A measureble function a(x) on Rn is called the Lp-atoms if
it satisfies the following three conditions.

(1) There exist a cube Q ⊂ Rn such that supp(a) ⊂ Q,

(2)
∫

Rn

adx = 0,

(3) ||a||Lp ≤ |Q| 1p−1, if 1 < p < ∞, and, ||a||∞ ≤ |Q| if p = ∞.

Here, |Q| denotes the Lebesgue measure of the cube Q in (1).

Ph. Tchamitchian[8], has constructed an atomic decomposition with Lp (1 < p < ∞)-
atoms {ak,j} satisfying the following inequality by permutation of wavelet basis.

Theorem 1.3 (due to Ph.Tchamitchian[8]) For each f ∈ H1(Rn), there exist Lp (1 <
p < ∞) -atoms {ak,j} and numbers {λk,j} ∈ `1(Z× N) such that, f can be represented as

f =
∑

k∈Z,j∈N
λk,jak,j

and
1
C

∑

k∈Z,j∈N
|λk,j | ≤ ||f ||H1 ≤ C

∑

k∈Z,j∈N
|λk,j |. (1.1)

Here C is some positive constant number.

∗s17004@gug.math.chuo-u.ac.jp
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The above Lp-atoms {ak,j} belong to BMO(Rn) , but not necessarily to L∞. Following
the arguments in Ph. Tchamitchian[8], we obtain the next theorem.

Theorem 1.4 Let 0 < p ≤ q < ∞ and s > n/2. For each f ∈ F s
p,q(Rn), there exist a family

{ak,j} with ak,j ∈ BMO(Rn) and numbers {ck,j} ∈ `p(Z × N) satisfying the following (1.2)
and (1.3): f can be represented as

f =
∑

k∈Z,j∈N
ck,jak,j (1.2)

and

1
C


 ∑

k∈Z,j∈N
|ck,j |p




1/p

≤ ||f ||F s
p,q
≤ C


 ∑

k∈Z,j∈N
|ck,j |p




1/p

, (1.3)

where C is a positive constant depending only on p, q and n.

2 Preliminaries

In this section, we introduce of Triebel-Lizorkin spaces F s
p,q(Rn)(0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞, s ∈

R), BMO(Rn) and some well known results of relation between wavelet and the above two
spaces.

2.1 Definition of spaces

Definition 2.1 ([7]) The space F s
p,q(Rn) consists of all elements f ∈ S ′(Rn) such that

||f ||F s
p,q,φ ≡

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣




∞∑

j=0

2qsj
∣∣∣(φj f̂)∨(·)

∣∣∣
q




1
q

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
Lp(Rn)

< ∞.

Here f̂ denotes the Fourier transform of f defined by

f̂(ξ) = (2π)−n/2

∫

Rn

e−ixξf(x)dx, ξ ∈ Rn

and f∨ denotes the inverse Fourier transform.
Let {φj} be a dyadic resolution of unity in Rn as follows:
φ0(x) ∈ S(Rn) satisfies φ0(x) = 1 (|x| ≤ 1) , φ0(y) = 0 (|y| ≥ 3/2) and

φk(x) := φ0(2−kx)− φ0(2−k+1x), x ∈ Rn, k ∈ N.

Semi-norm || · ||F s
p,q,φ is equivalent to || · ||F s

p,q,γ with any other dyadic resolution γ of unity in
Rn as defined above, and so, we use || · ||F s

p,q
in stead of || · ||F s

p,q,φ from now on.

Next, we define BMO(Rn).

Definition 2.2 The space BMO(Rn) consists of all function f on Rn such that ||f ||BMO =
supQ

1
|Q|

∫
Q
|f(x)− fQ|dx < ∞.

Here fQ = 1
|Q|

∫
Q

f(x)dx and supQ is taken over all cube Q ⊂ Rn.

2.2 Definition of wavelets

In this paper, we use the following Daubechies wavelet [7];

ψF ∈ Cu(R), ψM ∈ Cu(R), u ∈ N, (2.1)

where ψF , ψM have compact supports and ψM satisfied
∫

R
ψM (x)xvdx = 0 for any v ∈ N0 such that v < u. (2.2)

Here subscripts F and M are latter of father wavelet and mother wavelet, respectively.
Let

G = (G1, · · · , Gn) ∈ G0 = {F, M}n, (2.3)
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which means that Gr is either F or M . And let,

G = (G1, · · · , Gn) ∈ Gj = {F, M}n∗, j ∈ N, (2.4)

where ∗ indicates that at least one of the components G must be an M . Let

Ψj
G,m(x) = 2jn/2

n∏
r=1

ψGr
(2jxr −mr), j ∈ N0, G ∈ Gj , m ∈ Zn, (2.5)

We always assume that ψF and ψM in (2.1) have L2-norm 1. Then

{Ψj
G,m : j ∈ N0, G ∈ Gj ,m ∈ Zn} (2.6)

is an orthonormal basis in L2(Rn) (for each u ∈ N) and

f =
∞∑

j=0

∑

G∈Gj

∑

m∈Zn

λj,G
m 2−jn/2Ψj

G,m =
∑

j,G,m

λj,G
m 2−jn/2Ψj

G,m (2.7)

with
λj,G

m = 2jn/2

∫

Rn

f(x)Ψj
G,m(x)dx = 2jn/2

(
f,Ψj

G,m

)
(2.8)

in the corresponding expansion, where 2−jn/2Ψj
G,m in (2.7) are uniformly bounded functions

(with respect to j and m).

2.3 Triebel-Lizorkin spaces, BMO and Wavelet

In this subsection , we describe the wavelet expansion of Triebel-Lizorkin spaces[7] and con-
dition that wavelet series is in BMO. To discuss the wavelet expansion of Triebel-Lizorkin
spaces, we define the sequence spases fs

p,q.

Definition 2.3 ([7]) Let s ∈ R, 0 < p < ∞ and 0 < q ≤ ∞. fs
p,q is sequence space of

λ = {λj,G
m ∈ C : j ∈ N0, G ∈ Gj ,m ∈ Zn} (2.9)

satisfied

||λ||fs
p,q
≡

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣


 ∑

j,G,m

2jsq|λj,G
m χQj,m(·)|q




1/q
∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
Lp(Rn)

< ∞, (2.10)

where χQj,m
is a characteristic function of Qj,m =

∏n
r=1[2

−j(mr − 1), 2−j(mr + 1)), m =
(m1,m2, · · · ,mn) ∈ Zn.

For wavelet expansion of F s
p,q due to [7] is hold.

Theorem 2.4 ([7]) Let 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞, s ∈ R and

u > max(s, σpq − s). (2.11)

Here

σpq = n

(
1

min(p, q)
− 1

)

+

, b+ = max(b, 0) if b ∈ R. (2.12)

Let f ∈ S ′(Rn). Then f ∈ F s
p,q(Rn) if and only if, it can be represented as

f =
∑

j,G,m

λj,G
m 2−jn/2Ψj

G,m, λ ∈ fs
p,q, (2.13)

unconditional convergence being S ′(Rn) and locally in any space Fσ
p,q(Rn), σ < s. That is,

convergence in Fσ
p,q(K) for any ball K ⊂ R. The representation (2.14) is unique with

λj,G
m = 2jn/2

(
f,Ψj

G,m

)
. (2.14)

Furthermore
I : f 7→

{
2jn/2

(
f,Ψj

G,m

)}
(2.15)

is an isomorphic map of F s
p,q onto fs

p,q.
If, in addition, q < ∞, then {Ψj

G,m} is an unconditional basis in F s
p,q.
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For representation (2.14)

||f ||F s
p,q
∼ ||λ||fs

p,q
=




∫

Rn


 ∑

j,G,m

2jsq|λj,G
m χQj,m

(·)|q



p/q

dx




1/p

(2.16)

is hold. Here A ∼ B means there exist a positive number C which is independent of A and
B such that A ≤ CB and (1/C)A ≤ B. In the relation between wavelet expansion and
BMO(Rn), following theorem is hold.

Theorem 2.5 (see [4, p. 154, Theorem4]) If the wavelet coefficents αj,G,m in wavelet se-
ries ∑

j∈N0,m∈Zn,G∈Gj

αj,G,mΨj
G,m

satisfied the following condition, then the series
∑

j∈N0,m∈Zn,G∈Gj αj,G,mΨj
G,m converges, with

respect to σ(BMO, H1)-topology, to a function of BMO(Rn):

For any dyadic cube Ik,d (k ∈ Z, d ∈ Zn), there exists constant C > 0 which is independent
of Ik,d such that ∑

Ij,m⊂Ik,d

∑

G∈Gj

|αj,G,m|2 ≤ C|Ik,d|, (2.17)

where Ik,d =
∏n

r=1[2
−kdr, 2−k(dr +1)) and the summation

∑
Ij,m⊂Ik,d

in (2,17) is taken over
all dyadic subcubes Ij,m of Ik,d.

In this talk we give proof of Theorem1.4.
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有限体上の単純正規交叉多様体の
相互写像の核について

杉山 倫（名大多元数理）

本稿では有限体上のある特別な形をした単純正規交叉多様体に対する不分岐類体論の相
互写像の核について得られた結果を紹介する．

有限体上の多様体に対する不分岐類体論

整数論における大きな興味の対象として，代数体 K の分離閉包 Ksep のガロア群
GK := Gal(Ksep/K)（K の絶対ガロア群）がある．GK は非常に大きく，複雑な群であ
る．ところが，K の最大アーベル拡大Kab のガロア群 Gal(Kab/K)は“K 自身の言葉”
で記述（わかりやすい群で近似）できるのである．これが古典的な類体論の内容である．
有限体上の固有な多様体 X に対する不分岐類体論は，古典的な類体論の幾何学的な一

般化であり，Lang [3]により初めて定式化された．この理論では，古典的な類体論におけ
るガロア群の代わりに X のエタール基本群 π1(X)を考える．π1(X)は X の有限エター
ル被覆を統制する群であり，ガロア群と同様に非常に興味深い対象であるが，複雑な群で
ある（e.g. X = Spec(K)のとき，π1(X) ' GK）．ところが，π1(X)の最大アーベル商
群 πab

1 (X)については“X 自身の言葉”で記述（代数的サイクルの群で近似）することが
できるのである．これが X に対する不分岐類体論である．ここで，記述できるとは，次
の相互写像と呼ばれる標準的な準同型写像 ρX が存在することであり，ρX の様子がどの
程度近似しているかを表している：

ρX : CH0(X) −→ πab
1 (X).

左辺は X の 0-サイクルのチャウ群であり，正確には次のように定義される：

CH0(X) := Coker
(
∂1 :

⊕

x∈Xd−1

κ(x)× −→
⊕

x∈Xd

Z
)
　（d = dimX）.

ここで，∂1 は離散付値によって定義される写像であり，自然数 r に対して Xr は余次元
rの点の集合を表す．κ(x)× は xにおける剰余類体 κ(x)の乗法群である．今の場合，Xd

は X の閉点全体の集合と一致している．
相互写像は閉点 xの類を xでの Frobenius置換に写す写像であり，X が正規なら ρX

は稠密な像をもち [3]，X がスムーズなら ρX は単射である [2]．よってスムーズのときに
は，エタール被覆の群と代数的サイクルの群という一見関わりのないように思われる群が
ほぼ一致するのである．その一方で，ρX が単射でないような射影的な正規曲面X の存在
も知られている [4]．
著者は有限体上の単純正規交叉多様体（cf. Definition 1）に対して，その相互写像が多

様体の係数拡大に対してどのように振舞うかを調べることにより，相互写像が持つ潜在的
な性質（ここでは有限次係数拡大で変化しない性質をいう）を明らかにすることを目指し
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研究した*1．その中で得られた結果を以下で述べる．

単純正規交叉多様体の相互写像

Definition 1 (単純正規交叉多様体). X を体 k 上有限型で同次元的なスキームとする．
このとき，X が k 上の単純正規交叉多様体であるとは, 次を満たすときをいう：
(i) X は k 上分離的であり，いたるところエタール局所的に次のアフィンスキームと同型
である；Spec

(
k[T0, · · · , Td]/(T0T1 · · ·Tr)

)
(0 ≤ r ≤ d = dim X).

(ii) X のすべての既約成分が k 上スムーズである．

Definition 2 (双対グラフ（cf. [1], [4]）). X を体 k 上 d次元の単純正規交叉多様体と
する．X の双対グラフと呼ばれる有限単体的複体 ΓX を次のように定義する：{Xi}i∈I

を X の既約成分全体の集合とし，I 上の順序を一つ固定する．正の整数 r に対して，
X(r) :=

∐
{i1,i2,...,ir}⊂I Xi1 ×X Xi2 ×X · · · ×X Xir

とする．このとき，ΓX の r-単体Sr

をX(r) の既約成分全体の集合と定め， r-単体の向き付けを I の順序によって rについて
帰納的に定める．

単純正規交叉曲面の相互写像に関して，次の事実が知られている：

Fact 3 (Jannsen-Saito [1]). 有限体上固有な単純正規交叉曲面X に対して，次の完全列
がある：

H2(ΓX ,Z/n)
εX,n−−−−→ CH0(X)/n

ρX/n−−−−→ πab
1 (X)/n−→ H1(ΓX ,Z/n)→ 0. (1)

ここで，自然数 nと Abel群 Aに対して，A/nは n倍写像の余核を表す．

Remark 4. 曲線に対して同様の完全列の存在は，Kato-Saito [2] によって示されてい
る．曲線の場合，最初の群が消えているため，ρX/nは単射である．また，一般次元の単
純正規交叉多様体に対しても同様の完全列が存在する．

Example 5. k を有限体とする．X を単純正規交叉曲面 T0T1T2T3 = 0 ⊂ P3
k =

Proj(k[T0, T1, T2, T3])とする．このとき，X の双対グラフのホモロジー群は次のように
計算できる：H2(ΓX ,Z) = Z, H1(ΓX ,Z) = 0, H0(ΓX ,Z) = Z.

また，この X に対する列 (1)は次のようになる：

Z/n
ε　　// CH0(X)/n

ρX/n // πab
1 (X)/n // 0.

チャウ群の計算により，ρX/nは単射であることがわかり，εは零写像である．この X

は H2(ΓX ,Z/n)が消えていないが，ρX/nは係数拡大しても常に単射となる例である．

係数拡大に対する相互写像の振舞い

有限体上の単純正規交叉多様体X の相互写像 ρX（および ρX/n）が係数拡大に対して

*1 元々，局所体上の多様体 V に対する不分岐類体論の相互写像について研究していたが，単純正規交叉多
様体が V の strict semistable reductionとして現れ，V の相互写像と関係 [1]することから研究した．
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どう振舞うかは，完全列 (1) より双対グラフのホモロジー群の振舞いを見ればよいこと
がわかる．特に全射性に関しては，完全に係数拡大によるホモロジー群の振舞いを見る
だけでよい．しかし，単射性に関してはホモロジー群を見るだけでは不十分である（cf.
Example 5）．そして，次の事実が知られている：

Fact 6 (Sato [5]). 有限体 k 上の単純正規交叉曲面 S で，写像 ρS/nは単射ではないが，
十分大きな任意の有限次拡大 E/kに対して，係数拡大した曲面 S ⊗E の写像 ρS⊗E/nが
単射になるものが構成できる．

著者は上の事実を受けて，ρX の非単射性の潜在性を探るため，次の問題を考えた：¶ ³
問題 有限体 k 上の単純正規交叉曲面で，任意の有限次拡大 F/k に対して，写像
ρY⊗F /nが単射にならないようなものは存在するか？

µ ´
以下で，特別な形をした単純正規交叉多様体の核についての結果および，問題の答えと

なる単純正規交叉曲面の例*2（Example 8）を紹介する．この研究で鍵となるのは，一般
に非常に抽象的であり，そのままでは具体的に計算することが困難である写像 εX,n およ
び，その像である相互写像の核をどのように計算するかである．著者は，Matsumi-Sato-
Asakura[4] の類似を考え，相互写像の核のある部分群を比較的計算しやすい写像を用い
て記述した．以下について詳しくは [6]参照．

Y0 を有限体 k 上射影的かつスムーズで幾何的に既約な多様体とし，D を Y0 上の単純
正規交叉因子とする．O := (0 : 1)，∞ := (1 : 0) ∈ P1

k とおき，次の単純正規交叉多様体
を考える：Y :=

(
Y0 ×k O

) ∪ (
Y0 ×k ∞

) ∪ (
D ×k P1

k

) ⊂ Y0 ×k P1
k.

この Y に対して，像が Ker
(
ρY

)
（これは有限群）と一致するような写像

δY : H1(ΓD,Z) −→ CH0(Y )

を構成することができる．そして，Ker
(
ρY

)
の部分群 G(Y ) := Im

(
δY ◦ σ

)
を考える．

ここで，σ : H1(ΓD,Z) → H1(ΓD,Z) は双対グラフのノルム写像である．ただし，
D := D ⊗k ksep である．
次に，Dj は D の既約成分をとし，Y0 := Y0 ⊗k ksep とする．このとき，Gk :=

Gal(ksep/k)-加群 Θ := Coker
(⊕

j πab
1 (Dj) −→ πab

1 (Y0)
)
および Gk-同変な写像

α : H1(ΓD,Z) −→ Θ

が G(Y )に対して重要な役割を果たす．

Theorem 7 (S, [6]). ある仮定の下で，G(Y ) ' Im(α)．

この定理で注目する点は，相互写像の核の部分群 G(Y ) が係数拡大によらない写像 α

の像で表せるということである．特に定理の仮定の下で，Im
(
α
)
が消えていなければ，相

互写像 ρY は Y を任意に有限次係数拡大しても単射でないことがわかる．

*2 局所体上への応用があるべきと考えられるが，現時点では得られていない．
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Example 8 (係数拡大しても相互写像が単射にならない例). n > 1を (n, 6 · ch(k)) = 1
となる自然数とし，k は 1 の原始 n 乗根 ζ を含む有限体とする．V を Fermat 曲面
Tn

0 + Tn
1 + Tn

2 + Tn
3 = 0 ⊂ P3

k とし，V 上の自由な作用 τ :
(
T0 : T1 : T2 : T3

) 7−→ (
T0 :

ζT1 : ζ2T2 : ζ3T3

)
を考える．このとき，Y0 := V/ < τ >は射影的かつスムーズな曲面

であり，πab
1 (Y0) '< τ >' Z/nが成り立つ．

次に V 上の 2n本の直線を考える： j = 1, . . . , n− 1

L1 : T0 + T1 = T2 + T3 = 0, L1
τj

: T0 + ζjT1 = T2 + ζjT3 = 0,

L2 : T0 + T1 = T2 + ζT3 = 0, L2
τj

: T0 + ζjT1 = T2 + ζj+1T3 = 0.

このとき，L := L1 ∪L2 ∪L1
τ1 ∪ · · · ∪L1

τn−1 ∪L2
τn−1

は V 上の連結単純正規交叉因子
であり，τ の作用で安定である．

ϕ : V −→ Y0 を自然な射とし，Ci = ϕ∗(Li) (i = 1, 2)とすると，Ci は Y0 上の非特異
有理曲線であり，D := C1 ∪ C2 は Y0 上の単純正規交叉因子となる．
このとき，ϕは完全分解被覆 L −→ Dを引き起こすことから，α : H1(ΓD,Z) → πab

1 (Y )
は全射となる．今，Dの既約成分が非特異有理曲線であることに注意すると，Θ = πab

1 (Y )
である．したがって，Im(α) ' Z/n.
以上の計算と Theorem 7 より，単純正規交叉曲面 Y :=

(
Y0 ×k O

) ∪ (
Y0 ×k ∞

) ∪(
D×k P1

)
は任意の有限次拡大 F/kに対し，相互写像 ρY⊗kF が単射にならない曲面であ

ることがわかる．さらに，ρY⊗kF /n : CH0(Y ⊗k F )/n −→ πab
1 (Y ⊗k F )/nの核も Z/n

と同型になることがわかり，単射にならない．

Remark 9. より高次元の単純正規交叉多様体で相互写像が係数拡大しても単射になら
ないようなものは，幾何的に既約かつスムーズな射影多様体 X と上の例の単純正規交叉
曲面 Y とのファイバー積 X × Y を取ることによって得られる．
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Simple Cohomological Mackey Functorと

Mackey Functorの分解に関して

菅井　智 ∗

概要

Cohomological Mackey functorは Mackey functorにある条件を付け加えたものであるが,この報告では

cohomological Mackey functorが Mackey functorの Grothendieck groupにおける分解を与えることを示し

た.また, cohomological Mackey functorの Grothendieck groupにおける Z-基である simple cohomological

Mackey functorの分類を与えた.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

1 Mackey Functors

Mackey functorは有限群に関連する多くの代数的構造に共通する性質を取り出し,公理化したものである.

Mackey functorの基本的な性質はWebb [5]あるいは, Thevenaz [2], [3]に詳しい. Thevenaz [3]では Mackey

functorの同値な 3 つの定義を与えているが, ここではそのうちもっとも直感的な定義を採用する. 以下,

Rを可換環, R-modを R上有限生成な (左)R-moduleからなる圏, G を有限群とし, また, H ≤ G に対して

NG(H)/H := NH, S(G) := Gの部分群全体と定める.

Definition 1.1 R上の Mackeyf unctor Mとは写像

M :S(G)→ R-mod

で以下の条件を満たす R-準同型

tH
K : M(K)→ M(H) , rH

K : M(H)→ M(K) , cH
g = cg : M(H)→ M(gH)

を伴うものである（ただし, K ≤ H, g ∈ G）.

[条件]

(1) 任意の H ≤ G, h ∈ H に対して tH
H , rH

H , cH
h は M(H)上の恒等写像

(2) 任意の J ≤ K ≤ H ≤ Gに対して, rK
J rH

K = rH
J , tH

K tK
J = tH

J

(3) 任意の g, h ∈ Gに対して, cgch = cgh

(4) 任意の K ≤ H ≤ Gに対して r
gH
gHcg = cgrH

H , t
gH
gHcg = cgtH

H

(5) 任意の J, K ≤ H ≤ Gに対して rH
J tH

K =
∑

x∈[J\H/K] tJ
J∩xKcxrK

Jx∩K

Mackey functorの特別なクラスとして

任意の K ≤ H ≤ Gに対して, rH
K tH

K = [H : K]tK
K　　 (1)

∗ 北海道大学大学院理学院数学専攻
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を満たすものを cohomologicalMackey f unctor(以下 cohom M.F)と呼ぶ. Cohom M.Fに関しては, Yoshida [6]

の permutation moduleの圏による特徴づけが重要である.

Mackey functorは Mackey algebraと呼ばれる (R-多元) 環 µR(G) 上の加群とみなすことができ, Mackey

algebraの概念を導入することによって代数的な取り扱いが可能となる. Mackey algebraの定義のために次の

quiverを与える.群Gに対して頂点に S(G)の元を持ち,辺として各 K ≤ H ≤ Gに対して

H•
tKH−→ •K , K•

rK
H−−→ •H

と任意の x ∈ G, H ≤ Gに対して

H•
cH

x−−→ •xH

を持つ.この quiverに対する R上の path algebraを Λとする.

Definition 1.2 Gの R上の Mackey algebraµR(G)とは Λ/Jのことである.ここで Jとは, Definition1.1の条件

に

(6)任意の H ≤ G, h ∈ H に対して tH
H , rH

H , cH
h は頂点 H 上の長さ 0の辺である

を付け加えた条件による関係式によって生成される Λの両側イデアルである.

任意のMackey functorは R上有限生成な µR(G)-moduleとみなすことができる.実際, µR(G)-moduleM に対

して Mackey functorM は M(H) := tH
H M とすれば対応する Mackey functorを得ることが出来る.対象として

Mackey functor(µR(G)-module)をもち,射として µR(G)-準同型を持つ圏を MackR(G) と表す.これは, Mackey

functorからなる圏である.また cohom M.Fに関しても同様に Definition1.2の Jに条件 (1)による関係式を付

け加えたもの J′ を考え µco
R (G) := Λ/J′ と定め, R上有限生成な µco

R (G)-moduleの圏を coMackR(G)とすれば,

これは cohom M.Fからなる圏である.

次に写像, ↑GH, infNG(H)

NH
を導入する. まず K ≤ G と G-setG/K に対して G/K ↓GH によって G/K を自然に

H-setとみなしたものとし,一般の G-setに対しても同様に定める.また M ∈ MackR(G) は M(G/H) = M(H),

M(G/H tG/K) = M(G/H) ⊕ M(G/K)とすることによってG-setから R-modへの写像とみなすことができる.

Definition 1.3 (1) H ≤ Gと M ∈ MackR(H)が与えられたとき,各 K ≤ Gに対して

M ↑GH (K) := M(G/K ↓GH)(= ⊕
x∈[K\G/H]

M(H ∩ Kx))

と定め, tL
K , rL

K , cK
x などは M に付随するものから自然に定めることによって M ↑GH∈ MackR(G)を定義する

↑GH: MackR(H)→ MackR(G).

(2) H CGと M ∈ MackR(G/H)が与えられたとき,各 K ≤ Gに対して

infG
G/H M(K) :=

M(K/H) H ≤ K

0 else

と定め tL
K , rL

K , cK
x などは M に付随するものから自然に定めることによって infG

G/H M ∈ MackR(G) を定義

する
infG

G/H : MackR(G/H)→ MackR(G).

これらの構成は随伴性を中心に研究がなされてきた [1, 3, 4].
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2 Some Facts Related with Mackey Functors

M, N ∈ MackR(G) に対して N が M の (µR(G)-)submoduleであるとき N は M の sub f unctorと呼ぶ.

subfunctorを持たない Mackey functorを simple Mackey f unctor(以下 simple M.F)と呼ぶがその分類はすで

になされている [4]. Gの部分群 H と既約 RNH-moduleVの組を (H, V)とすると cohom M.Fはこの組と 1対

1に対応することが知られている

{(H, V)| H ≤ G, V : irr RNH-module} 1:1−−→ {simple Mackey f unctor}.

また,同様に cohom M.Fに対しても (µco
R (G)-)submoduleを持たない µco

R (G)-moduleを simple cohomological

Mackey f unctor(以下, simple cohom M.F)と呼ぶ.

Mackey algebraµR(G) に関しては Burnside ringとの関係が重要である. G-setの同値類を元としてもち,各

K, H ≤ Gに対しG/H, G/K の同値類 [G/H], [G/K] に対して

[G/H] + [G/K] := [G/H tG/K]

[G/H][G/K] := [G/H ×G/K]

と和,積を定めたものを B+(G)とする.このとき BR(G) := R⊗Z B+(G)は (R-多元)環をなしこれを (R上の G

に関する)Burnside ringと呼ぶ. Mackey algebraµR(G)には

[G/H] ∈ BR(G) 7−→
∑
K≤G

∑
x∈[K\G/H]

tK
K∪xHrK

K∪xH ∈ µR(G) (2)

によって BR(G)と同型な central subringが存在しており [3, 5],このことから Burnside ringのべき等元を用い

て µR(G)を分解することが可能である. Burnside ringのべき等元に関しては次の事実が知られている.

Proposition 2.1 [Dress]pを |G|を割る素数とし, Rを p以外の |G|の素数因子が可逆であるような Qの部分環
とする.このとき Burnside ringBR(G)の原始べき等元はGの p-perfect subgroupの共役類と 1対 1に対応し,

1 =
∑

J≤G up to con jugacy
J:p−per f ect

fJ

という原始べき等元分解をもつ.ここで fJ は p-perfect subgroupJ を含む共役類に対応する原始べき等元で

ある.

この事実は可換環 Rが Qの部分環ではなくても p以外の |G|の素数因子を可逆元として持つときには同様に
成立する. µR(G)においても fJ の (2)の埋め込みによる像をまた fJ ∈ µR(G)と表す.さらに M ∈ MackR(G)で

fJM = M が成立するような Mackey functorからなる MackR(G)の充満部分圏を MackR(G, J)と表す.

3 Results

以下では Rにおいて素数 pを除く |G|の全ての素数因子は可逆であるとする.

cohom M.Fの条件 (1)は [H : K] が Rにおいて可逆であるときには tH
K が全射であることを意味し cohom

M.Fにおいては p-subgroupにおける構造が重要であることがわかる.実際,組 (H, V)に対応する cohom M.F
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を SH, V で表すこととすれば, SH, V が cohomologicalである必要十分条件は H が p-subgroupであることであ

る [3]. cohom M.Fが cohomologicalであれば明らかに simple cohom M.Fであるが,次の定理はそれで全て列

挙されていることを示している.

Theorem 3.1 M ∈ coMackR(G) が simple cohom M.Fであるための必要十分条件は,ある p-subgroupH と既

約 RNH-moduleVに対して M = SH, V が成り立つことである.

これにより simple cohom M.Fの分類はなされたことになる.

上のようにMackey functorの構造を p-groupにおける構造までに狭める条件 (1)は大変強くMackey functor

としては特別なもののように思えるが,次の定理から（cohomologicalとは限らない）Mackey functorが cohom

M.Fによって構成される Mackey functorによって分解されることがわかる.

Theorem 3.2 J ≤ Gを p-perfect subgroupとして G0(MackR(G, J))を MackR(G)の Grothendieck groupとす

る.このとき

(i) G0(MackR(G, J)) = G0((inf N
N

MackR(NG(J),1)) ↑GN).

(ii) 任意の M ∈ MackR(NG(J),1)は cohomological.

これを証明するには infNG(J)

NJ
: MackR(NJ, 1)→ MackR(NG(J), J)と ↑GNG(J): MackR(NG(J), J) → MackR(G, J)

がそれぞれ圏同値を与え, MackR(NJ, 1)の simple Mackey functorが cohomologicalなものに限ることを示せ

ばよい.

上の定理から, cohom M.Fを調べることにより Mackey functorに関する多くの情報が得られる可能性があ

ることがわかる.極端な場合では, Rが |G|の全ての素数因子を可逆元として持つときには cohom M.Fは圏 RG

（1つの対象 ∗に RGと同型な End(∗)をもつ圏）と森田同値となるように cohom M.Fでは問題が簡単になる

ことがある.このように cohom M.Fに関する研究が有用であることが期待できる.
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[1] Olcay Coşkun. Mackey functors, induction from restriction functors and coinduction from transfer functors.

J. Algebra, Vol. 315, No. 1, pp. 224–248, 2007.

[2] Jacques Th́evenaz. Some remarks onG-functors and the Brauer morphism.J. Reine Angew. Math., Vol. 384,

pp. 24–56, 1988.

[3] Jacques Th́evenaz and Peter Webb. The structure of Mackey functors.Trans. Amer. Math. Soc., Vol. 347,

No. 6, pp. 1865–1961, 1995.

[4] Jacques Th́evenaz and Peter J. Webb. Simple Mackey functors. InProceedings of the Second International

Group Theory Conference (Bressanone, 1989), No. 23, pp. 299–319, 1990.

[5] Peter Webb. A guide to Mackey functors. InHandbook of algebra, Vol. 2, pp. 805–836. North-Holland,

Amsterdam, 2000.

[6] Tomoyuki Yoshida. OnG-functors. II. Hecke operators andG-functors.J. Math. Soc. Japan, Vol. 35, No. 1,

pp. 179–190, 1983.

－71－



Local well-posedness for the Kawahara equation

加藤 孝盛

名古屋大学大学院多元数理科学研究科

以下, 次のKawahara方程式の初期値問題の考える.




∂tu + α∂5
xu + β∂3

xu + ∂x(u)2 = 0 in [0, T ]× R,

u(0, x) = u0 ∈ Hs(R).
(1)

ここで α, β ∈ Rかつ α 6= 0. 変数変換より, α = −1かつ β = −1, 0 or − 1とできる. ま

た未知関数 uと初期値 u0は実数値あるいは複素数値関数とする. Kawahara方程式は, 浅い

層を伝わる水面波を記述するモデルである. 本原稿では, より低い正則性の初期値に対して

(1)の時間局所的適切性 (LWP)を導くことが目的である. ここで時間局所的適切性とは, 解

の存在, 一意性, 初期値に対する連続依存性が時間局所的に成立していることをいう. また,

これらの条件の少なくとも一つでも成立しないとき, 非適切であるという. 本原稿では, 主

な手法として Bourgainが [2]で導入した Fourier制限ノルム法 (逐次近似法)を用いる.

この問題に対する研究結果は多いが特に優れたものは, Chen-Li-Miao-Wu [3]が Taoの

[k,Z]-multiplier norm methodを用いることにより, s > −7/4で (1)の LWPを示した結果

である. しかし, この結果は最良ではないと思われる. 実際に実験してみる. まず逐次近似の

2次の項A2を次で定める.

A2(u0)(t) := −
∫ t

0
V (t− s)∂x(V (s)u0)2ds.

ここで V̂ (t) = exp(i(ξ5 + βξ3)t). 2次の項A2 を計算することにより, s ≥ −2において

‖A2(u0)(t)‖Hs ≤ C‖u0‖2
Hs (2)

が成立し, s < −2の場合には (2)が成立しないような初期値が存在することがわかる. これ

より, s ≥ −2で (1)の LWPを導くことが最良の結果であると予想できる. この予想の下,

我々は次のように [3]の結果を改善し, 最良の結果を導出することに成功した.

Theorem 1 s ≥ −2とする. このとき, Hsで (1)の LWPが成立する.

Br(Hs) := {u ∈ Hs ; ‖u‖Hs ≤ r}と定める. 次の結果により, s < −2における (1)の非

適切性が得られた.

Theorem 2 s < −2かつ r > 1とする. ある t0 > 0が存在して, 任意の t ∈ (0, t0]に対して

定まる flow map Br(Hs) 3 u0 7→ u(t) ∈ Hsが原点で不連続である.

Notation. 本原稿において, û, ũは Fourier変換で

û(ξ) :=
∫

eiξxu(x)dx, ũ(τ, ξ) :=
∫

e−iξx−iτtu(t, x)dtdx

を満たし, また χΩは, 領域 Ω上の特性関数と定める.
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以下, s ≥ −2でのLWPについて考察する. まず,任意の 0 < λ < 1/2に対して, uλ(t, x) :=

λ4u(λ5t, λx), uλ
0(x) := λ4u0(λx)と定める. このとき, uが (1)を満たせば uλは次の方程式

を満たす.




∂tuλ − ∂5
xuλ + βλ2∂3

xuλ + ∂x(uλ)2 = 0 in [0, λ−5T ]× R,

uλ(0, x) = uλ
0 ∈ Hs(R).

(3)

任意の s ≥ −2に対して ‖uλ
0‖Hs ≤ Cλ

3
2 ‖u0‖Hs が成立するため, λを十分小さくとることに

より、初期値が十分小さくできる. 以下, (1)をスケール変換した (3)の LWPについて考察

する.

任意の s ≥ −2かつ 0 < λ < 1/2 に対して, 次の ∂x(u)2に対する双線型評価を満たす関数

空間Xsを構成することができれば, Fourier制限ノルム法の基本的な理論から (3)の LWP

を証明できる.
∥∥ F−1

τ,ξ 〈τ − p(ξ)〉−1∂̃x(uv)
∥∥

Xs ≤ C‖u‖Xs‖v‖Xs , (4)
∥∥ 〈ξ〉s〈τ − p(ξ)〉−1∂̃x(uv)

∥∥
L2

ξL1
τ
≤ C‖u‖Xs‖v‖Xs . (5)

ここで p(ξ) := ξ5 + βλ2ξ3とした. (3)に対応する Bourgain空間Xs,bは次で与えられるこ

とを確認しておく.

Xs,b :=
{
u ∈ S ′(R2) ; ‖u‖Xs,b :=

∥∥〈ξ〉s〈τ − p(ξ)〉bũ∥∥
L2

τ,ξ
< ∞}

.

[3]では, b = 1/2 + ε, (0 < ε ¿ 1)とし, Bourgain空間Xs,bを用いることで, s > −7/4に

おいて次の双線型評価を導いた.
∥∥F−1

τ,ξ 〈τ − p(ξ)〉−1∂̃x(uv)
∥∥

Xs,b ≤ C‖u‖Xs,b‖v‖Xs,b . (6)

しかし, この反例を考察すると s < −37/20であるとき, どんな b ∈ Rに対しても (6)は成立

しない. つまり, Xs,bを利用する限り, s < −37/20において Fourier制限ノルム法を適用す

ることはできない. それはXs,bが非線型性を単なる線型の解の摂動としか捉えていない空

間だからである. この問題を回避するため, Bejenaru-Tao [1]が導入したXs,bノルムの重み

を非線型項の影響をより精密に反映したものに部分的に付けかえるという手法を応用する必

要がある. 双線型評価 (4)–(5)を満たす適当な関数空間を構成するため, 以下 (6)の反例を考

察する. まず, R2を次の 2つの領域に分割する.

P1 :=
{

(τ, ξ) ∈ R2 ; |τ − p(ξ)| ≤ 31
32
|ξ|5 +

7
8
βλ2|ξ|3 and |ξ| ≥ 1

}
,

P2 :=R2 \ P1.

以下, 簡単のため β = 0とする. またN À 1と定める.

Type A (high-high-low interaction)

解の高周波部分の相互作用から低周波部分が生成される場合を考える. まず,次のように ũ, ṽ

を置く.

ũ(τ, ξ) = χA1(τ, ξ), ṽ(τ, ξ) = χA2(τ, ξ)

－73－



LOCAL WELL-POSEDNESS FOR THE KAWAHARA EQUATION

ここで, A1, A2は次のように定めた.

A1 :=
{
(τ, ξ) ∈ R2 ; ξ ∈ [N −N−3/2, N + N−3/2],

5N4ξ − 4N5 − 1/2 ≤ τ ≤ 5N4ξ − 4N5 + 1/2
}
,

A2 :=
{
(τ, ξ) ∈ R2 ; (−τ,−ξ) ∈ A1

}
.

このとき, 次が従う.

ũ ∗ ṽ(τ, ξ) ≥ cN−3/2 χR1(τ, ξ).

ここで

R1 :=
{
(τ, ξ) ∈ R2 ; ξ ∈ [ N−3/2/2, 3 N−3/2/4 ], 5N4ξ − 1/2 ≤ τ ≤ 5N4ξ + 1/2

}
.

とした. これらを (6)に代入すると

N−3/2

〈N5/2〉1−b
N−3/2 N−3/4 ≤ C(N s N−3/4)2

が得られる. それゆえ任意の s ≥ −2に対して (6)が成立するためには b ≤ 3/10である必要

がある. R1 ⊂ P2であるため, P2では b ≤ 3/10ととる.

Type B (high-high-high interaction)

次に解の高周波部分の相互作用から高周波部分が生成される場合を考える.

ũ(τ, ξ) = χA1(τ, ξ), ṽ(τ, ξ) = χA2(τ, ξ)

と定めると, 次が成立する.

ũ ∗ ṽ(τ, ξ) ≥ cN−3/2χR2(τ, ξ).

ここで

R2 :=
{
(τ, ξ) ∈ R2 ; ξ ∈ [2N, 2N + N−3/2/2],

5N4ξ − 8N5 − 1/2 ≤ τ ≤ 5N4ξ − 8N5 + 1/2
}
.

とした. これらを (6)に代入すると, 次が得られる.

N s+1

〈N5〉1−b
N−3/2 N−3/4 ≤ C(N s N−3/4)2.

よって, s ≥ −2に対して (6)が成立するためには b ≤ 11/20である必要がある. また双対性

から (6)は次のように書き換えることができる.
∥∥∥ 〈ξ1〉−s

〈τ1 − p(ξ1)〉b×∫ |ξ| 〈ξ〉s 〈ξ − ξ1〉−s

〈τ − p(ξ)〉1−b〈(τ − τ1)− p(ξ − ξ1)〉b w̃(τ, ξ) w̃2(τ − τ1, ξ − ξ1)dξdτ
∥∥∥

L2
ξ1,τ1

. ‖w̃‖L2
ξ,τ
‖w̃2‖L2

ξ,τ
. (7)
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ここで

w̃(τ, ξ) := χA1(τ, ξ), w̃2(τ, ξ) := χA2(τ, ξ)

と置くと ∫
w̃(τ, ξ) w̃2(τ − τ1, ξ − ξ1)dτdξ ≥ cN−3/2χR2(τ1, ξ1)

が成立する. これらを (7)に代入すると, 次が得られる.

N−s+1

〈N5〉b N−3/2 N−3/4 ≤ C(N−3/4)2.

そのため, s ≥ −2に対して (7)が成立するためには b ≥ 9/20を満たす必要がある. このよ

うに, この領域では 9/20 ≤ b ≤ 11/20ととる必要がある. R2 ⊂ P1であることから, P1にお

いて bを 1/2の近くにとる.

以上の考察から、重み関数 wsを次で定める.

ws(τ, ξ) :=




〈ξ〉s〈τ − p(ξ)〉1/2+2ε in P1,

〈ξ〉s+1+15ε〈τ − p(ξ)〉3/10−ε in P2.

ここで, β = −1, 0 or 1であることに注意する. 簡単な計算をすることで wsは次を満たす

ことがわかる.

ws(τ, ξ) ∼ min
{〈ξ〉s〈τ − p(ξ)〉1/2+2ε, 〈ξ〉s+1+15ε〈τ − p(ξ)〉3/10−ε

}
.

ここで

Xs
w := {u ∈ S ′(R2) : ‖u‖Xs

w
:= ‖ws(τ, ξ)ũ‖L2

ξ,τ
< ∞}

と定めれば, Xs = Xs
w とすることにより, 双線型評価 (4)–(5)が得られる. 証明ではKenig-

Ponce-Vega [4]の手法を適用した. この結果から (3)の LWPを導出でき、u(t, x) :=

λ−4uλ(λ−5t, λ−1x)と変換することで (1)の LWPが得られる.

またTheorem 2は, 逐次近似の 2次の項A2の非有界性からBejenaru-Taoが [1]で非線型

項が u2である非線型 Schrödinger方程式の s < −1での非適切性を得るために導入した手法

を応用することで得られる. その証明の詳細は省略する.

References
1 [1] J. Bejenaru and T. Tao, Sharp well-posedness and ill-posedness results for a quadratic nonlinear

Schrödinger equation, J. Funct. Anal. 233 (2006) 228–259.

2 [2] J. Bourgain, Fourier restriction phenomena for certain lattice subset applications to nonlinear evolu-

tion equations, I, II, Geometric and functional Anal. 3 (1993) 107–156, 209–262.

3 [3] W. Chen, J. Li, C. Miao and J. Wu, Low regularity solution of two fifth-order KdV type equations, J.

D’Anal.Math., 107 (2009) 221–238.

4 [4] C. E. Kenig, G. Ponce, and L. Vega, A bilinear estimate with applications to the KdV equation, J.

Amer. Math. Soc, 9 (1996) no. 2, 573–603.

E-mail address, T. Kato: d08003r@math.nagoya-u.ac.jp

－75－



Estimating topological entropy of a two-dimensional cellular

automaton

Akane Kawaharada (Hokkaido University)

2010.2

1 Introduction

A cellular automaton is a discrete time dynamical
system whose configurations are determined by a lo-
cal rule acting on each single cell in synchronous. It
was introduced by von Neumann [8] and Ulam [7].
Cellular automata can generate rich and complex be-
haviors, so often used as a model for complex systems
in biology, physics, computer science and so on. On
the other hand, mathematical theory of cellular au-
tomata was developed after Hedlund [2] studied as
factors of shift dynamical systems.

In this paper we shall study topological entropy of
a two-dimensional almost equicontinuous cellular au-
tomaton. Here entoropy measures the complexity of
dynamical systems. In Section 2 we give some topo-
logical and measure-theoretical definitions. In section
3 we estimate entropy according to the relation of a
two-dimensional almost equicontinuous cellular au-
tomaton and a one-dimensional elementary cellular
automaton.

2 Preliminaries

A cellular automaton is a discrete time dynamical
system (X, F ) where X = {0, . . . , n − 1}Z

d

(n ≥ 1)
and F : X → X is a shift-commuting and continuous
map. A finite set {0, . . . , n − 1} is a state set and
X = {0, . . . , n − 1}Z

d

is a configuration space and
each element x ∈ X is called a configuration.

Definition 2.1. Let v1, . . . , vt ∈ Zd be finite pairwise
distinct vectors. A d-dimensional cellular automaton
(d ≥ 1) F : X → X with local rule f : {0, . . . , n −

1}t → {0, . . . , n − 1} is defined by

(Fx)(i1,...,id) = f(x(i1,...,id) + v1, . . . , x(i1,...,id) + vt).

We define a metric function d on X for x, y ∈ X,

d(x, y) = 2−α ,where α = min{max{|i1|, . . . , |id|} |
x(i1,...,id) �= y(i1,...,id)}.

Then (X, d) is a compact metric space which is per-
fect and totally disconnected. A point x ∈ X is a
periodic point with period n > 0, if Fnx = x where
Fn is the n times iteration of F . If Fx = x, x is
called a fixed point. So a periodic point with period
n is regarded as a fixed point of Fn. A point x ∈ X is
preperiodic with preperiod m > 0, if Fmx is periodic.
If preperiod m ≥ 0, the point is called a eventually
periodic point. We define some topological properties
of cellular automata.

Definition 2.2. (1) A point x ∈ X is an equicon-
tinuous point, if for all ε > 0, there exists δ such
that

d(x, y) < δ ⇒ d(Fnx, Fny) < ε for all n > 0.

A dynamical system (X, F ) is called equicontin-
uous, if every point of (X,F ) is equicontinuous.

(2) A dynamical system (X, F ) is called almost
equicontinuous, if the dynamical system is not
equicontinuous but there exists an equicontinu-
ous point.

(3) A dynamical system (X, F ) is called sensitive,
if there exists ε > 0 such that for all x ∈ X
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and δ > 0, there exists y with d(x, y) < δ and
d(Fnx, Fny) ≥ ε for some n ≥ 0. So there are
not any equicontinuous points in a sensitive dy-
namical system.

(4) A dynamical system (X, F ) is called positively
expansive, if there exists ε > 0 such that for all
x �= y ∈ X, d(F nx, Fny) ≥ ε for some n ≥ 0.

Definition 2.3. Let (Y,F , ν) be a probability space.
Let (X,B, μ) =

∏∞
−∞(Y,F , ν) and let σ : X → X

be the shift σ(xi) = xi+1. Then σ is an measure
preserving transformation and is called the Bernoulli
shift with state space (Y,F , ν).

In particular, for Y = {0, . . . , n− 1} the two sided
( 1

n , . . . , 1
n )-shift where ( 1

n , . . . , 1
n ) is a probability vec-

tor is called n-Bernoulli shift.

Definition 2.4. A measure preserving dynamical
system (X,B, μ, F ) is defined by a pair of a prob-
ability space (X,B, μ) and a B-measurable action T
on (X,B, μ) which leaves the measure μ invariant,
i.e., Fμ = μ.

Let α = {Ai | i ∈ I} be a finite or countable
collection of nonempty B-measurable subsets of X.
A partition of X α is defined by (1) Ai ∩ Aj = ∅
for i �= j and (2)

⋃
i∈I Ai = X. The common

refinement of partitions of X α, β is the partition
α ∨ β = {A ∩ B | A ∈ α,B ∈ β, μ(A ∩ B) > 0}.
An element of a partition is often represented by a
cylinder set. It is defined by

[a0, . . . , al]t+l
t = {x ∈ X | a0 = xt, . . . , al = xt+l}

where t ∈ N or Z, l ∈ N. Each cylinder set is closed
and open, and every closed and open set is a finite
union of cylinders.

Definition 2.5. (1) The metrical entropy of the
system (X,B, μ, F ) relative to the partition α is
defined by

h(α, F ) = lim
n→∞

1
n

H

(
n−1∨

k=0

F−kα

)
,

where H(α) = −
∑

A∈α

μ(A) log μ(A).

Figure 1: The space-time diagram of ϕ ◦ F with the
initial configuration consisting of a single 1 at the cen-
ter of the top row (a black cell) and its surrounding
0s (white cells).

(2) The entropy of the (X,B, μ, F ) is defined by
hF (μ) = sup

α∈P0

h(α, F ), where P0 denotes the set

of all finite partitions of (X,B).

Proposition 2.1 (Kolmogorov-Sinai theorem [9]). If
α is a μ-generator partition for (X,B, μ, F ), (i.e.,
α∞ = B mod μ) and if H(α) < ∞, hF (μ) = h(α, F ).

Definition 2.6. The topological entropy of F on a
topological dynamical system (X,F ) is defined by
htop(F ) = sup

μ∈M(F )

hF (μ) where M(F ) is the set of all

F -invariant Borel probability measures on X.

The equation is linked by the Variational Principle.

3 Results

The main purpose of this section is to prove that a
two-dimensional almost equicontinuous cellular au-
tomaton F on a subset of {0, 1}Z

2
is topologically

conjugate to a one-dimensional cellular automaton G
on {0, 1}Z and to estimate topological entropy of F
according to entropy of G.

Figure 1 is the space-time diagram of ϕ ◦F , where
ϕ is a map from {0, 1}Z

2
to {0, 1}Z. If a cell has 1

it is represented by a black dot, and if 0 by a white
dot. The top row is an initial configuration and here
we give the only center cell of the top row 1, and the
others 0s. Time goes toward the bottom so after each
step put the result just under the previous row. Then
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Figure 2: A configuration F 125x ∈ {0, 1}Z
2
, where

x ∈ X.

the pattern of ϕ ◦F and that of G are the same, i.e.,
the two cellular automata are the same. The detail
can be found in Theorem 3.1.

A two-dimensional cellular automaton is a kind
of a discrete time dynamical system on a three-
dimensional space Z2 × N. For F on a particular
configuration x ∈ X (that is defined below), if we cut
Z2 × N along a certain direction, the vertical section
is similar to that of G. Indeed the section is gen-
erated by two times iteration of G (see Proposition
3.1). For a two-dimensional cellular automaton map
F : {0, 1}Z

2 → {0, 1}Z
2
, defined by

(Fx)(i,j) = x(i,j) + x(i−1,j)x(i+1,j) + x(i,j−1)x(i,j+1)

mod 2.

This local rule means that the next state for a cell is
determined by the states of the von Neumann neigh-
borhood which is surrounding four cells and itself.
Define a one-dimensional cellular automaton map
with local transition rule 150, G : {0, 1}Z → {0, 1}Z,

(Gy)l = yl + yl−1 + yl+1 mod 2.

Let X be a subset of {0, 1}Z
2
,

X =
{

x

∣∣∣∣
x(i,j) = 1 if i + j = 0, 3
x(i,j) = 0 if i + j = −1,−2, 4, 5

}
.

For Y = {0, 1}Z we can define a homeomorphism
ϕ : X → Y as a conjugacy between (F,X) and
(G,Y ), for each l ∈ Z

yl = (ϕx)l =
{

x(l,1−l) if l = 2N − 1 (N ∈ Z)
x(l,2−l) if l = 2N (N ∈ Z).

Theorem 3.1. The systems (X,F ) and (Y,G) are
topologically conjugate.

X
F−−−−→ X

ϕ

⏐⏐�
⏐⏐�ϕ

Y −−−−→
G

Y

Proof. The map ϕ commutes with F and G, because
for x ∈ X

(ϕ ◦ F (x))l = (ϕ(Fx))l

=
{

(Fx)(l,1−l) if l = 2N − 1
(Fx)(l,2−l) if l = 2N

=
{

x(l,1−l) + x(l,2−l) + x(l+1,1−l)

x(l,2−l) + x(l−1,2−l) + x(l,1−l)

= yl + yl−1 + yl+1

= (Gy)l

= (G(ϕx))l

= (G ◦ ϕ(x))l.

In addition we can prove that ϕ is a continuous and
bijective map.

Next new subsets X1, X2 ⊂ {0, 1}Z
2

are defined by

X1 =
{

x

∣∣∣∣
x(i,j) = 1 if i + j = 0, 3
x(i,j) = 0 if i + j = 2, 4, 5,−1,−2

}
,

X2 =
{

x

∣∣∣∣
x(i,j) = 1 if i + j = 0, 3
x(i,j) = 0 if i + j = 1, 4, 5,−1,−2

}
.

Here we define a new map ϕk : Xk → Y for k = 1, 2,

yl = (ϕkx)l = x(l,k−l) for each l ∈ Z.

Proposition 3.1. The systems (Xk, F 2) and (Y,G)
are topologically conjugate for k = 1, 2.
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Next we discuss topological entropy of cellular au-
tomata which is a tool to estimate the complexity of
dynamical systems. When dimension 1, the entropy
is always finite. Expansiveness is a property only for
one-dimensional cellular automata by Shereshevsky
[6], and its entropy is nonzero finite by D’amico et
al.[1]. In any dimension greater than 1, topological
entropy of a linear cellular automaton is 0 (equicon-
tinuous) or infinity (sensitive) according to Morris
and Ward [5] and D’amico et al.[1]. Almost mul-
tidimensional cellular automata have 0 or infinity
entropy. For example, by Lakshtanov and Lang-
vagen [3] if there exists a space ship (a finite pattern,
which reappears after a certain number of time steps
in a different position), then the entropy is infinite.
But in 2008 the existence of a multidimensional cel-
lular automaton with finite entropy was proved by
Meyerovitch [4].

Proposition 3.2. htop(F ) = ∞.

Proof. We calculate topological entropy of the rule
150 map G explicitly. Let ({0, 1}Z,B, μ,G) be a mea-
sure preserving dynamical system where μ is uni-
form Bernoulli measure. We take a finite partition
α = {[00]10, [01]10, [10]10, [11]10} and investigate up to
(n − 1) step refinements by G,

n−1∨

k=0

G−kα = {[a−(n−1) · · · an]n−(n−1) | ai ∈ {0, 1}

for each i ∈ Z}.
As n → ∞,

∨∞
k=0 G−kα = B. Hence the partition

α is a μ-generator and H(α) < ∞, so we calculate
hG(μ) by Kolmogorov-Sinai Theorem,

hG(μ) = h(α,G) = lim
n→∞

1
n

H

(
n−1∨

k=0

G−kα

)

= lim
n→∞

1
n
{−22nμ([a−(n−1) · · · an]n−(n−1))

× log μ([a−(n−1) · · · an]n−(n−1))}

= lim
n→∞

1
n

(
−22n · 1

22n
log

1
22n

)
= 2 log 2.

The maps G and 4-Bernoulli shift are topologically
conjugate, and so topological entropy of them are the

same. Hence we obtain htop(G) = 2 log 2 > 0 and
G is subdynamics of F according to Theorem 3.1
and Proposition 3.1, which means that topological
entropy of F is infinite.
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多重L値の関係式とFuchs型方程式

九州大学大学院数理学府　今冨耕太郎

1 序論
mを正の整数とする．(荒川-金子型の)多重 L値とは，ki ≥ 1, ai ∈ Z/mZ (1 ≤
i ≤ n),ただし (k1, a1) ̸= (1, 0)に対して

L (k1, . . . , kn; a1, . . . , an) =
∑

m1>···>mn>0

φa1 (m1) · · ·φan (mn)

mk1
1 · · ·mkn

n

(1)

で定義される値のことである．ただし, φa (x) = ζax, (ζ = exp (2πi/m))である.こ
の多重 L値は (Euler-Zagier型の)多重ゼータ値

ζ (k1, . . . , kn) =
∑

m1>···>mn>0

1

mk1
1 · · ·mkn

n

(k1 ≥ 2)

の拡張に相当し，多重ゼータ値同様，一般複シャッフル関係式や導分関係式が成
り立つことが知られている ([AK])．さて多重ゼータ値の研究の手法の一つとして，
多重ゼータ値を係数にもつ母関数を考察するというものがある．例えば素性のよ
い多重ゼータ値の母関数として以下のものが知られている．

1 +
∞∑
n=1

(−1)nζ(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n 個

)x2n =
sin πx

πx
,

1 +
∞∑
n=1

ζ(3, 1, . . . , 3, 1︸ ︷︷ ︸
2n 個

)x4n =
cosh πx− cosπx

π2x2
.

また [OZ]では多重ゼータ値の母関数がGaussの超幾何関数を用いて表せるという
結果も知られている．しかし，多重L値に関する母関数は殆ど考察されていない．
本稿では (1)を特殊化した多重 L値

ζ (k1, . . . , kn) = ζ (k) =
∑

m1>···>mn>0

ζm1+···+mn

mk1
1 · · ·mkn

n

についての母関数が一般超幾何関数 pFq の１での特殊値で記述できることを述べ
る．ここで一般超幾何関数 pFqとは
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pFq

(
α1 · · · αp

β1 · · · βq

; t

)
=

∞∑
n=0

(α1)n · · · (αp)n
(β1)n · · · (βq)n

tn

n!
,

ただし，(a)n = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1) =
Γ(a+ n)

Γ(a)
である．

またこの多重 L値のある無限和がRiemannゼータ値

ζ(k) =
∞∑
n=1

1

nk

の線形結合を用いて表せることを示す．

2 主結果
多重 L値の母関数を構成する上で必要な記号および言葉を定義する．

定義 2.1. 任意の indexk = (k1, . . . , kn) (ki ∈ Z, ki > 0)に対して, kの重さ wt(k)

および kの深さ dep(k)をそれぞれ k = k1 + · · ·+ knおよび n(成分の個数)で定義
する．また,集合 I (k, n)を I(k, n) = {k : index|wt(k) = k, dep(k) = n}, そして集
合 I0 (k, n)を I0(k, n) = {k : index|wt(k) = k, dep(k) = n, k1 ≥ 2}, と定める.

定義 2.2. 正整数 kおよび nに対し，多重 L値の有限和G0 (k, n)を

G0 (k, n) =
∑

k∈I0(k,n)

ζ (k)

で定義する．

G0 (k, n)を係数にもつ母関数

Φ0 (x, y) =
∑

k≥2,n≥1
k≥n+1

G0 (k, n)x
k−nyn

に対して次の結果が得られた. 一般のmに対して得られているが，簡単のために
ここではm = 2の場合のみ記す．
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定理 2.3 ([I]). m = 2のとき

Φ0 (x, y) =
xy

x− 1
4F3

(
1−x−y

2
2−x+y

2
1
2

1
2−x
2

3−x
2

3
2

; 1

)

− xy(x+ y − 1)

2(x− 1)(x− 2)
4F3

(
2−x+y

2
3−x−y

2
1 1

3−x
2

4−x
2

2
; 1

)
.

系 2.4. m = 2のとき

Φ0 (x, 1) =
∑

k≥2,n≥1
k≥n+1

G0 (k, n) x
k−n =

∑
l≥1

C (l)xl.

ここで, C (l)は

C(l) =


−ζ(l − 1)

2l−1
− ζ(l − 3)

2l−3
− · · · − ζ(2)

22
− 1 (l:奇数),

−ζ(l − 1)

2l−1
− ζ(l − 3)

2l−3
− · · · − ζ(3)

23
− log 2 (l:偶数)

である.

例 2.5. 系 2.4において l = 1の場合の係数を比較すると次が得られる．

ζ(2) + ζ(2, 1) + ζ(2, 1, 1) + · · · = −1.

3 定理の証明の概要
簡単のためm = 2としておく．t = 1における極限値が ζ (k)であるような関数
Lk (t)を考える.すなわち

Lk (t) =
∑

m1>···>mn>0

ζm1+···+mn

mk1
1 · · ·mkn

n

tm1

と定義する．そして有限和G0 (k, n; t)を

G0 (k, n; t) =
∑

k∈I0(k,n)

Lk (t)

と定義する．またG0 (k, n; t)を係数にもつ母関数を

Φ0 (x, y; t) =
∑

k≥2,n≥1
k≥n+1

G0 (k, n; t) x
k−nyn

で定める．
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補題 3.1. 　Φ0 (x, y; t)は次の微分方程式を満たす．

t2 (t− 1) (t+ 1)
d3Φ0

dt3
+ t (t− 1) (t+ 2 (1− x) (1 + t))

d2Φ0

dt2

+
((
x2 − 2x+ 1− y2

)
t2 + (x− 1) t+ x (1− x)

) dΦ0

dt
= xy ((x+ y) t− x) .

この微分方程式のべき級数解は一意的に定まり，

Φ0 (x, y; t) =
xy

x− 1
4F3

(
1−x−y

2
2−x+y

2
1
2

1
2−x
2

3−x
2

3
2

; t2

)

− xy(x+ y − 1)

2(x− 1)(x− 2)
4F3

(
2−x+y

2
3−x−y

2
1 1

3−x
2

4−x
2

2
; t2

)

と表せる．この表示式において極限 t → 1をとると定理を得る． �
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重み付きK3曲面の族について

2010年 2月 16日 (火) 真瀬真樹子 (首都大学東京 大学院 理工学研究科 数理情報科学専攻)
小林正典先生 (首都大学東京) との共同研究

概要

重み付き射影空間の反標準因子の特異点解消として得られる K3曲面の族を考える. この族は 95個あることが知

られているが, 実はその中に, Picard 格子が等長同型であるような族がいくつかある. 本講演ではそのような族のす

べてに対して, 単項式による重み付き射影空間の双有理変換が構成できることを報告する.

1 Introduction

自明な標準束を持ち, H1(OX) = 0である非特異コンパクト連結 2次元複素多様体 X を K3曲面という. X は単連

結な複素シンプレクティック多様体であって, H2,0(X) = H0(X, Ω2
X) の周期写像の像によって同型が定まる. また,

Picard群 PicX は H2(X, Z)に自然に埋め込まれて格子の構造を持つため, しばしば Picard格子と称される.
重み付き射影空間の超曲面の族のうち, 族の general memberの極小曲面が K3曲面であるものを重み付きK3曲面
の族という. 重み付き K3曲面の族は 95個に分類されている [3][5][6]. これらの 95個の族に対しては, 各族の generic
member の Picard 格子が計算されている [2]. すると, Picard 格子が等長同型であるような族が幾つかあることがわ
かった. K3曲面に対して, 部分格子である Picard格子の等長同型が整数係数 2次コホモロジー群の有効な Hodge等
長同型に延長できるかどうか, したがって K3曲面が同型であるかはわからない. 今回, generic memberの Picard格
子が等長同型である全ての族に対して, 重み付き射影空間の単項式双有理変換により “十分一般な”部分族を同一視する
ことができた.
射影空間 P 2 と P 1 × P 1 はブローアップとブローダウンによって双有理同値である. P 2,P 1 × P 1 それぞれの反標

準完備線型系は次元が異なるので同型にはならないが, 部分線型系は同型になる (下図参照). この曲線におけるアイ
ディアを曲面の場合に考える.

共通な部分族

図 1 P 2 の 2点 P, Qを通る非特異 3次曲線 — 楕円曲線全体を網羅している — と P 1 × P 1 の 1点 Rを通り 2

直線と 1度ずつ交わる非特異 4次曲線 — (S : T ), (U : V )それぞれに関しては 2次 — が互いに移り合う.
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2 Set-up

重み a = (a0, a1, a2, a3)は gcd
j 6=i

(aj) = 1 (i = 0, 1, 2, 3), a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ a3 としても一般性は失われない.

例えば重み付きK3曲面の族 P (3, 6, 7, 8) ⊃ (24)に対して, 以下のような多面体が定まる:

重み付き射影空間の

反標準因子を定める多面体            が原点に移る . 

∆(a) 有理多面体 Newton polytope

とは異なる . 

これを重み a = (a0, a1, a2, a3)に一般化して次のような多面体を定義する.

定義 2.1
M(a) :=

n
(m0, m1, m2, m3) ∈ Z4

˛̨
˛
X

aimi = 0
o

,

∆(a) := {(m0,m1,m2,m3) ∈ M(a)⊗R |mi ≥ −1 (i = 0, . . . , 3)}.

一般に有界な有理凸多面体 ∆に対して, 射影トーリック多様体 P ∆ := Proj⊕∞k=0C[k∆ ∩M ] が定まる. 特に重み
a = (a0, a1, a2, a3)に対して, 射影トーリック多様体は元の重み付き射影空間 P ∆(a) = P (a)である.

定義 2.2 内点に原点を含む有界な n次元整凸多面体∆が反射的 (reflexive)であるとは, ∆の極双対

∆◦ := {y ∈ (Rn)∗ |全ての x ∈ ∆に対し 〈x, y〉 ≥ −1} がまた整凸多面体であることをいう.

3 次元のとき, ∆ が反射的であることは, P ∆ の既約反標準因子として極小曲面が K3 曲面となるものが存在する
ことと同値である [1]. このとき定まる generic member の Picard 格子を Λ(∆) と記す. 特に, 95 個のリストの重み
a = (a0, a1, a2, a3)に対しては Λ(a) := Λ(∆(a))と記す.

3 Result

多項式 F で定まる零点集合を ZF と記す. トーラスを T := (C∗)3 とおき, 部分集合 ZF を ZF ∩ T = ZF とする.

定理 3.1 95個のリストから族の generic memberが等長同型な Picard格子を持つ重み a, bをとる. 群同型M(a) '
Z3 ' M(b)を固定する. このとき, 有理凸多面体 ∆(a),∆(b)に共通な反射的凸部分多面体∆が存在して, 次をみたす.

(1) Va := {F ∈ H0(−KP (a)) | Newton(F ) ⊂ ∆}, Vb := {G ∈ H0(−KP (b)) | Newton(G) ⊂ ∆} のそれぞれの
Zariski開部分集合 Da, Db が存在して, 反標準束の切断で定まるK3曲面の族の同型が得られる:

Xa
'−→ Xb

pa ↓ © ↓ pb

Da
'−→ Db.

(2) 等長同型が存在する: Λ(a) ' Λ(∆) ' Λ(b).

注意 1 定理 3.1が成り立つ重みのペアは, 一組を除き, 少なくともひとつの重みが “双対重み系”を持つ.

注意 2 双有理変換が単項式写像であるため, 絶対値写像により得られるK3曲面のアメーバは同型である.

証明の要点

(1) 実際の計算により単項式双有理変換 ϕa : P ∆ 99K P (a), ϕb : P ∆ 99K P (b)は表 1のように定まることが確かめ
られる. H0(−KP ∆)の部分集合 D0 を D0 := {H ∈ H0(−KP ∆) | (H = 0)が有理 2重点しか持たない一般の元 } と
定め, 任意の元 H ∈ D0 を取る. H の ϕ∗a, ϕ∗b による像をそれぞれ Ha,Hb とおく. 群同型M(a) ' Z3 ' M(b)の固定
により, P (a),P ∆,P (b)は T を共通に含むので ZHa = ZH = ZHb

と見なせる. 一方, ZHa , ZH , ZHb
それぞれの極小

曲面 ẐHa , ẐH , ẐHb
はK3曲面として同型である.
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(2) Picard 格子は整数係数 2次コホモロジー群に原始的に埋め込まれているので, rk Λ(a) = rk Λ(∆) = rk Λ(b)なら
ば主張が示せる. ところで, rk Λ(∆)は多面体 ∆の格子点の情報から求めることができる [4]. 表 1のような ∆に対し,
Λ(a), Λ(∆), Λ(b)の階数が等しいことを直接確かめることができる. 故に Λ(a) ' Λ(∆) ' Λ(b).

No. Families the vertices of ∆ Picard lattice

13 P (1, 3, 8, 12) ⊃ (24) Z2,W 24, W 3X7,WX5Y, Y 3, X4Z E6 ⊥ U

72 P (1, 2, 5, 7) ⊃ (15) WZ2,W 15, WX7, X5Y, Y 3, X4Z (8)

50 P (1, 4, 10, 15) ⊃ (30) Z2,W 30, W 2X7, X5Y, Y 3 E7 ⊥ U

82 P (1, 3, 7, 11) ⊃ (22) Z2,W 22, WX7, X5Y, WY 3 (9)

9 P (1, 4, 5, 10) ⊃ (20) W 20, X5, Z2, Y 2Z,WXY 3,W 5Y 3 T2,5,5

71 P (1, 3, 4, 7) ⊃ (15) W 15, X5,WZ2, Y 2Z,XY 3,W 3Y 3 (10)

14 P (1, 6, 14, 21) ⊃ (42) Z2, Y 3, X7,W 42 E8 ⊥ U

28 P (1, 3, 7, 10) ⊃ (21) WZ2, Y 3, X7,W 21 (10)
45 P (1, 4, 9, 14) ⊃ (28) Z2,WY 3, X7,W 28

51 P (1, 5, 12, 18) ⊃ (36) Z2, Y 3,WX7,W 36

38 P (1, 6, 8, 15) ⊃ (30) Z2,W 30, X5, XY 3, W 6Y 3 E8 ⊥ A1 ⊥ U

77 P (1, 5, 7, 13) ⊃ (26) Z2,W 26, WX5, XY 3, WY 3 (11)

20 P (1, 6, 8, 9) ⊃ (24) W 6Z2,W 24, X4, XZ2, Y 3 E8 ⊥ A2 ⊥ U

59 P (1, 5, 7, 8) ⊃ (21) W 5Z2,W 21,WX4, XZ2, Y 3 (12)

26 P (2, 4, 5, 9) ⊃ (20) WZ2,W 10, X5, Y 4 D8 ⊥ D4 ⊥ U

34 P (2, 6, 7, 15) ⊃ (30) Z2,W 15, X5,WY 4 (14)

26 P (2, 4, 5, 9) ⊃ (20) WZ2,W 5Y 2, Y 4, X5,W 8X D8 ⊥ D4 ⊥ U

34 P (2, 6, 7, 15) ⊃ (30) Z2,W 8Y 2,WY 4, X5,W 12X (14)
76 P (2, 5, 6, 13) ⊃ (26) Z2,W 5X2, X4Y, WY 4,W 13

27 P (2, 3, 8, 11) ⊃ (24) WZ2,W 12, X8, Y 3 E8 ⊥ D4 ⊥ U

49 P (2, 5, 14, 21) ⊃ (42) Z2,W 21, WX8, Y 3 (14)

16 P (3, 6, 7, 8) ⊃ (24) Z3,W 3Y Z, W 6X, X4,WY 3 E8 ⊥ (A2)3 ⊥ U

54 P (3, 5, 6, 7) ⊃ (21) Z3,W 3XZ, W 7,WY 3, X3Y (16)

43 P (3, 4, 11, 18) ⊃ (36) Z2,W 12, X9,WY 3 E8 ⊥ E6 ⊥ U

48 P (3, 5, 16, 24) ⊃ (48) Z2,W 16, WX9, Y 3 (16)

43 P (3, 4, 11, 18) ⊃ (36) Z2,W 6Z,W 8X3, X9,WY 3,W 7XY E8 ⊥ E6 ⊥ U

48 P (3, 5, 16, 24) ⊃ (48) Z2,W 8Z,W 11X3,WX9, Y 3,W 9XY (16)
88 P (2, 5, 9, 11) ⊃ (27) XZ2,W 8Z, W 11X3,WX5, Y 3,W 9Y

68 P (3, 4, 10, 13) ⊃ (30) XZ2, X5Y, W 2X6, Y 3,W 10 E8 ⊥ E7 ⊥ U

83 P (4, 5, 18, 27) ⊃ (54) Z2,W 9Y, W 11X2, Y 3,WX10 (17)
92 P (3, 5, 11, 19) ⊃ (38) Z2,W 9Y, W 11X,XY 3,WX7

30 P (5, 7, 8, 20) ⊃ (40) Z2,W 4Z,WX5,W 5XY, Y 5 E8 ⊥ T2,5,5

86 P (4, 5, 7, 9) ⊃ (25) Y Z2, W 4Z, X5, W 5X, WY 3 (18)

46 P (5, 6, 22, 33) ⊃ (66) Z2,W 12X,X11, Y 3 E2
8 ⊥ U

65 P (3, 5, 11, 14) ⊃ (33) XZ2,W 11,WX6, Y 3 (18)
80 P (4, 5, 13, 22) ⊃ (44) Z2,W 11, WX8, XY 3

56 P (5, 6, 8, 11) ⊃ (30) Y Z2, W 6, X5, XY 3 E2
8 ⊥ A1 ⊥ U

73 P (7, 8, 10, 25) ⊃ (50) Z2,W 6X,X5Y, Y 5 (19)

表 1: 族と単項式写像
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4 Some examples

例 3.1 P (2, 3, 8, 11) ⊃ (24), P (2, 5, 14, 21) ⊃ (42) 例 3.2 P (3, 6, 7, 8) ⊃ (24), P (3, 5, 6, 7) ⊃ (21)

2 つの族の完備線型束に対応する Newton 多面体が同型である. “双対重み系”を持たない組. 共通部分多面体は 6面体.

例 3.3 P (1, 6, 14, 21) ⊃ (42) P (1, 3, 7, 10) ⊃ (21) P (1, 4, 9, 14) ⊃ (28) P (1, 5, 12, 18) ⊃ (36)

∆(1, 6, 14, 21)自身が整で, ∆として他の有理凸多面体に共通に含まれる 4つ組.
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On relation of slip-rate to the solution of problems
with the general slip boundary condition for motion

of inhomogeneous viscous fluids
Naoto Nakano1

Department of Mathematics, Keio University

3-14-1 Hiyoshi, Kohoku-ku, Yokohama 223-8522, Japan

In this talk an initial-boundary value problem for motion of an inhomogeneous contin-

uum with generalized Navier’s slip boundary conditions is considered. The problem

is given as follows.

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

D�

Dt
= 0, ∇ · v = 0, �

Dv

Dt
= ∇ · T + �b in QT (= Ω × (0, T )),

T = −p I + 2ν(�)D(v) − β

(
∇� ⊗∇� − 1

3
|∇�|2 I

)
in QT ,

(�,v)|t=0= (�0,v0) in Ω,

Kv + (1 − K)ΠTn = 0, v · n = 0 on GT (= Γ × (0, T )),

(1)

where Ω(⊂ R3) is a fixed domain of the continuum with the boundary Γ, � = �(X, t)

the density of the continuum, v = (v1(X, t), v2(X, t), v3(X, t))T the velocity vec-

tor field, D
Dt

= ∂
∂t

+ (v · ∇) the Lagrangian derivative, T the Cauchy stress ten-

sor, p = −1
3
tr T the pressure, ν(�) the viscosity, D(v) = 1

2
(∇v + [∇v]T), b =

(b1(X, t), b2(X, t), b3(X, t))T the external body forces, n the unit outward normal

vector to Γ and Πf = f − (f · n)n the projection onto the tangent plane. The

constitutive equations for T (1)4 is derived by Málek and Rajagopal [1].

β > 0 is a material modulus which express the magnitude of the influence of

material inhomogeneity on the motion. If β = 0, then the governing equations

immediately become the inhomogeneous incompressible Navier-Stokes equations. If

β is large, then the effect of the inhomogeneity on the stress might not be neglected,

and the flow is very solid-like.

K = K(X, t), 0 ≤ K ≤ 1 is a slip coefficient. The boundary conditions (1)6

assigned for v are called the generalized Navier’s slip conditions. When K ≡ 1, (1)6

becomes the adherence (no-slip) condition, namely v = 0 on Γ. If K < 1, then

the material slips on the boundary. When K ≡ 0, the boundary conditions become

ΠTn = 0, v ·n = 0 on Γ; representing the perfect-slip case. Interestingly, the general

1E-mail:nakano.naoto@gmail.com
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slip condition (1)6 formally connects the no-slip case to the perfect-slip case through

K. Thus, naturally we expect the solutions of the system may have the relation with

respect to K.

The problem formulated above in Eulerian coordinates X can be written in La-

grangian coordinate x. Let u and q be the velocity and the pressure expressed as

functions of the Lagrangian coordinates. The relation between Eulerian and La-

grangian coordinates can be written in the form

x = y +

∫ t

0

u(y, s)ds ≡ Xu(y, t), u(y, s) ≡ v(Xu(y, t), t).

From (1)1 it is easy to derive

∂�u

∂t
(x, t) = 0

for �u(x, t) := �(Xu(x, t), t). Here, (2) has a solution

�u(x, t) = �u(x, 0) = �(Xu(x, 0), 0) = �(x, 0) = �0(x).

This implies the density at each point in the Lagrangian coordinate space does not

vary in time. Moreover, using the Jacobian determinant of the transform Xu, we

have ∇xF (x) = ∇uFu(y, t) for Fu(y, t) = F (Xu(y, t)), ∇u = (JXu)−T∇y where JXu

is the Jacobi matrix of the transformation Xu. Then problem (1) takes the form

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∇u · u = 0, �0
∂u

∂ t
= ∇u · Tu + �0bu in QT ,

u|t=0= v0 in Ω,

Kuu + (1 − Ku)ΠuTunu = 0, u · nu = 0 on GT .

(2)

Here,

Tu = −q I + 2ν(�0)Du(u) − β
(
∇u�0 ⊗∇u�0 − 1

3
|∇u�0|2 I

)
,

Du(w) = 1
2
(∇uw + [∇uw]T), bu(x, t) = b(Xu(x, t), t),

nu(x, t) = n(Xu(x, t)), Ku(x, t) = K(Xu(x, t), t), Πuf = f − (f · nu)nu,

ΠuTunu = 2ν(�0)ΠuDu(u)nu − βΠu(∇u�0 ⊗∇u�0)nu.

It should be remarked that by the use of Lagrangian discription we can reduce

the number of unknown functions by one.

We obtained the theorem on time-local existence of a solution of problem (2) in

Sobolev-Slobodetskĭı spaces [2]:
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Time-local Existence Let Ω be a bounded domain, l ∈ (1/2, 1), Γ ∈ W
7/2+l
2 ,

T > 0, ν ∈ C2(R̄+), inf ν > 0, �0 ∈ W 2+l
2 (Ω), �0(y) ≥ R0 > 0, b ∈ W

l.l/2
2 (QT )

and v0 ∈ W 1+l
2 (Ω). Assume that b(X, t) has continuous derivatives with respect to

X and b, ∇Xb satisfy the Lipschitz condition in x and the Hölder condition with

exponent 1/2 in t, that K(X, t) has continuous derivatives up to order 3 with respect

to X, and Dα
XK (|α| ≤ 3) satisfy the Lipschitz condition in x and t. In addition

suppose the following conditions for K such as

(Condition K)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

(i) K(X, t) ≥ 0, sup
(X,t)∈GT

K(X, t) < 1,

or

(ii) K(X, t) ≡ k constant, 0 ≤ k ≤ 1.

The appropriate compatibility conditions are also satisfied. Then problem (2) has a

unique solution (u,∇q) ∈ W
2+l,1+l/2
2 (QT ′) × W

l,l/2
2 (QT ′) on a finite interval (0, T ′)

for some T ′ (0 < T ′ ≤ T ). In the case (ii) T ′ can be taken uniformly in k.

Moreover, we proved the following results on the limit with respect to k and β,

respectively.

Theorem 1 Let Ω, l, Γ, T , T ′, ν, b, v0, �0, β be the same as above “Time-

local Existence”. Consider the case (ii) of Condition K, i.e., K(x, t) ≡ k, and

let (u(k),∇q(k)) be the solution of problem (2) with k. Then, the sequence of the

solutions {(u(k),∇q(k))}0<k<1 satisfies

(u(k),∇q(k)) −→
{

(u(1),∇q(1)) as k → 1 (no-slip case),

(u(0),∇q(0)) as k → 0 (perfect-slip case)

in W
2+l,1+l/2
2 (QT ′) × W

l,l/2
2 (QT ′).

This result implies the generalized slip condition connects the no-slip condition to

the perfect-slip condition in constant coefficient cases.

Moreover, the bodies under consideration in this study are so-called fluid-like

bodies, and β is related to their inhomogeneity. We can assure the relation between

inhomogeneous incompressible fluid-like bodies and inhomogeneous incompressible

Navier-Stokes fluids through β by the following result.

Theorem 2 Let Ω, l, Γ, T , T ′, ν, b, v0, �0, K be the same as above “Time-local

Existence”, and let (u(β),∇q(β)) be the solution of problem (2) with β. Then, the
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sequence of the solutions {(u(β),∇q(β))}β>0 converges to (u(0),∇q(0)) as β → 0 in

W
2+l,1+l/2
2 (QT ′) × W

l,l/2
2 (QT ′).

Finally, we introduce the function spaces used in this talk. Let Ω be a domain in

Rn and r(/∈ Z) is a non-negative number. By W r
2 (Ω) we denote the space of functions

equipped with the standard norm

‖u‖2
W r

2 (Ω) =
∑

|α|<r

‖Dαu‖2
L2(Ω) + ‖u‖2

Ẇ r
2 (Ω)

, (3)

where

‖u‖2
Ẇ r

2 (Ω)
=

∑

|α|=[r]

∫

Ω

∫

Ω

|Dαu(x) − Dαu(y)|2
|x − y|n+2{r} dxdy.

W r
2 (Ω) is called the Sobolev-Slobodetskĭı space. Here [r] is the integral part and

{r} the fractional part of r, respectively. ‖f‖L2(Ω) = (
∫

Ω
|f(x)|2dx)1/2 is the norm in

L2(Ω), Dαf = ∂|α|f/∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n is the generalized derivative of the function f

in the distribution sense of order |α| = α1 +α2 + . . .+αn, and α = (α1, α2, . . . , αn) ∈
Zn

+ being a multi-index.

The anisotropic Sobolev-Slobodetskĭı spaces W
r,r/2
2 (QT ) in the cylindrical domain

QT = Ω × (0, T ) are defined by L2(0, T ; W r
2 (Ω)) ∩ L2(Ω; W

r/2
2 (0, T )), whose norm is

introduced by the formula

‖u‖2

W
r,r/2
2 (QT )

=

∫ T

0

‖u‖2
W r

2 (Ω)dt +

∫

Ω

‖u‖2

W
r/2
2 (0,T )

dx

≡ ‖u‖2
W r,0

2 (QT )
+ ‖u‖2

W
0,r/2
2 (QT )

,

where W r,0
2 (QT ) = L2(0, T ; W r

2 (Ω)) and W
0,r/2
2 (QT ) = L2(Ω; W

r/2
2 (0, T )). Similarly,

the norm in W
r/2
2 (0, T ) (for nonintegral r/2) is defined by

‖u‖2

W
r/2
2 (0,T )

=

[r/2]∑

j=0

∥∥∥∥
dju

d tj

∥∥∥∥
2

L2(0,T )

+

∫ T

0

dt

∫ t

0

∣∣∣∣
d[r/2]u(t)

d t[r/2]
− d[r/2]u(t − τ)

d t[r/2]

∣∣∣∣
2

dτ

τ 1+2{r/2} .
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Some Elliptic Fibrations Arising from
Free Rigid Body Dynamics

多羅間 大輔1

(京都大学大学院情報学研究科数理工学専攻)

1 序
本講演は，成木勇夫先生（立命館大学）との共同研究のご紹介である．
３次元自由剛体の運動は角運動量ベクトル p ∈ R3に関する Euler方程式

dp

dt
= p × (A−1p)

によって記述される．×はR3の通常の外積を表し，慣性テンソルAは正値 3×3対
称行列である．この力学系は，ふたつの第一積分H(p) =

1

2
pTA−1p，L(p) =

1

2
pTp

をもつ．解曲線は，H，Lの等位面の共通部分の連結成分に一致する．つまり，３
次元自由剛体の力学系の研究は，適切な座標 p = (p1, p2, p3)により，

{
J1p

2
1 + J2p

2
2 + J3p

2
3 = 2h

p2
1 + p2

2 + p2
3 = 2l

と表される曲線（実楕円曲線）の研究へと翻訳される．A−1 = diag(J1, J2, J3)で
ある．力学系の分岐現象に着目すれば，この (J1, J2, J3)でパラメタ付けられた楕
円曲線の族について考察することは自然である．
また，可積分系の理論の視点に立てば，Euler方程式に同値なLax方程式（Man-

akov方程式）から定まるスペクトル曲線と呼ばれる平面３次曲線が重要な考察対
象になる．これも上と同じパラメタをもつ楕円曲線の族を与えている．
したがって，同じパラメタを持つ２つの楕円曲線の族を得たことになる．われ
われはこれらの楕円ファイバー空間を複素代数幾何学の観点から考察する．以下
では変数はすべて複素数とする．
なお，以下に述べるWeierstraß標準形をはじめ，楕円ファイバー空間の一般論
について，詳しくは [Kaw, M, Nak1, Nak2]等を参照されたい．

1dsktrm@amp.i.kyoto-u.ac.jp
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2 素朴楕円ファイバー空間
Euler方程式の積分曲線に着目すれば，次の方程式が自然に得られる：

{
ax2 + by2 + cz2 + dw2 = 0

x2 + y2 + z2 + w2 = 0
(1)

ただし，((a : b : c : d), (x : y : z : w)) ∈ P3(C)×P3(C)である．これについて，次
はよく知られた事実である．

Theorem 1. パラメタ a, b, c, dがすべて異なるとき，方程式 (1)は楕円曲線を
定める．さらに，この楕円曲線は複素射影直線 P1(C)の４点 a, b, c, dで分岐し
した２重被覆として与えられる．

また，方程式 (1)が複素射影空間の直積 P3(C) × P3(C)内に定める滑らかな４
次元代数多様体を F とかく．(a : b : c : d)成分への射影により F は自然に P3(C)

を底空間とする楕円ファイバー空間の構造を持つが，２次元の特異ファイバーを
持ち平坦ではない．F → P3(C)を素朴楕円ファイバー空間と呼ぶ．
４次元代数多様体 F は，P3(C)の斉次座標 x, y, z, wの符号変化を考えること
で，群 {±1}2の自然な作用を受ける．この作用は各正則ファイバー上で自由なの
で，F の商多様体Qも P3(C)上の楕円ファイバー空間の構造を持つ．

3 Weierstraß 標準形
次のような P3(C)上の P2(C)-束を考える．

P (OP3(C)(2) ⊕OP3(C)(3) ⊕OP3(C)) → P3(C).

g2 ∈ H0(P3(C),OP3(C)(4)), g3 ∈ H0(P3(C),OP3(C)(6))を次式で定める：

g2 =
4

3
{(a − b)(c − d) + ω(a − c)(b − d)}{

(a − b)(c − d) + ω2(a − c)(b − d)
}

,

g3 =
4

27
{(a − b)(c − d) + (a − c)(b − d)} {−2(a − b)(c − d) + (a − c)(b − d)}

× {(a − b)(c − d) − 2(a − c)(b − d)} ,

Δ =
16

s6
(a − b)2(a − c)2(a − d)2(b − c)2(b − d)2(c − d)2,

J =
{(a − b)2(c − d)2 + (a − c)2(b − d)2 + (a − d)2(b − c)2}3

54(a − b)2(a − c)2(a − d)2(b − c)2(b − d)2(c − d)2
,

そこで，P (OP3(C)(2) ⊕OP3(C)(3) ⊕OP3(C))の斉次ファイバー座標 (X : Y : Z)を
用いて，方程式 Y 2Z = 4X3 − g2XZ2 − g3Z

3で定まる超曲面をW とかくと自然
に P3(C)上の楕円ファイバー空間が定まる．これをWeierstraß標準形の楕円ファ
イバー空間と呼ぶ．次が成り立つ．
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Theorem 2. 商多様体QはWeierstraß標準形W に双有理同値であり，正則ファ
イバーのなす Zariski開集合上では双正則同型である．

W は平坦な楕円ファイバー空間であるが全空間が特異点を持つ．われわれは，
W の特異点解消を行い，さらに底空間 P3(C)を別の多様体 B̂へと改変して，W

に双有理同値な楕円ファイバー空間 Ŵ で，次の条件を満たすものを構成した．

(A) Ŵ は平坦かつ滑らかな楕円ファイバー空間である．

(B) Ŵ の特異ファイバーはすべて小平 [Kod]による楕円曲面の特異ファイバー
の分類に含まれている型のものである．

ただし，B̂は，まず P3(C)を点 (1 : 1 : 1 : 1)でブローアップし，続いて４直線
a = b = c，b = c = d，c = d = a，d = a = bの固有変換を中心としてブローアッ
プして得られる．例外集合をCとかく．
次が，本講演の主定理である．

Theorem 3. 楕円ファイバー空間Fから Ŵへの 4 : 1有理型写像 f : F −· · · → Ŵ

が構成でき，f は各正則ファイバーの 4 : 1の同種写像を誘導する．

楕円ファイバー空間 Ŵ → B̂の特異ファイバーは次のようになる．

• ６平面 a = b, a = c, a = d, b = c, b = d, c = dの固有変換の一般の点では，
ファイバーは I2型（[Kod]の記号）である．

I2

• ３直線 a = b, c = d; a = c, b = d; a = d, b = cの固有変換上の点では，
ファイバーは I4型である．

������������

I4

• 例外集合C上の一般の点では，ファイバーは I∗
0 型である．

I∗
0

• 例外集合Cと６平面 a = b, a = c, a = d, b = c, b = d, c = dの固有変換の
交点では，ファイバーは I∗

1 型である．
I∗
1

�
�

�� ���
�

最後に，われわれの構成した楕円ファイバー空間W とスペクトル曲線の族と
して得られる楕円ファイバー空間とが（双有理同値の意味で）同一視できること
についてもご説明する．
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多重L値の間のいくつかの関係式について∗

田中 立志（九州大学）

1 序

r を正の整数とし, µr を 1 の r 乗根全体の集合とする. インデックス k = (k1, . . . , kl) ∈ Zl
>0 と

s = (s1, . . . , sl) ∈ µl
r（ただし, (k1, s1) ̸= (1, 1)）に対して,

L(k; s) = L(k1, . . . , kl; s1, . . . , sl) =
∑

m1>···>ml>0

sm1−m2
1 · · · sml−1−ml

l−1 sml
l

mk1
1 · · ·mkl

l

で定義される複素数のことを多重L値（multiple L-value, MLV）という. 条件 (k1, s1) ̸= (1, 1)に
よりこの級数は収束する. r = 1のときは（Euler-Zagier型の）多重ゼータ値（MZV）, l = 1のと
きはDirichlet L値, とくに r = l = 1のときはRiemannゼータ値とも呼ばれている.

MZVの研究は, ZagierによりMZVが生成するQ-ベクトル空間の次元予想 ([18], 1994)が提唱さ
れて以降, 多くの数学者や物理学者らによってなされてきた.（次元予想については昨年度の第 5回数
学総合若手研究集会のテクニカルレポート [13]にて詳述した.）とりわけGoncharov[5]や寺杣 [17]に
よれば, Zagierの次元予想は少なくともMZVが生成するQ-ベクトル空間の次元の上限を与えている.
それはすなわちMZVの間には多くのQ上の線形関係式が成り立つことを意味している. そのことを
受けて, 関係式を具体的に与える研究も, すべての文献をここに挙げることが不可能なほど今では多
く存在している.（代表的なものとして, アソシエータ関係式 [4], 一般複シャッフル関係式 [8], 川島の
関係式 [10]などがある. 余談であるが, 次元の上限は代数的に示されているのに対し, 具体的な関係式
を与える手法のほとんどが何かしら解析的な側面を持っていることが最近少し不思議に思えてきた.）
一方, MLVの研究はMZVほどは進展していない. MLVが生成する Q-ベクトル空間の次元予想

が明示的には知られていないことにその理由のひとつがあるように思う. しかし, 以下に述べるよう
に, Deligne-Goncharov[3], Racinet[12]らによりMLVが生成するQ-ベクトル空間の次元のとある上
限は知られている.

定理 1 (Deligne-Goncharov). 任意の整数 k ≥ 2と任意の整数 r > 0に対し,

dimQ
∑

k1+···+kl=k,
k1,...,kl≥1,
s1,...,sl∈µr,
(k1,s1)̸=(1,1)

Q · L(k; s) ≤ dk[r].

ただし, 数列 {dk[r]}k≥0は母関数

∑
k≥0

dk[r]t
k =



1

1− t2 − t3
r = 1,

1

1− t− t2
r = 2,

1

1− (φ(r)2 + ν)t+ (ν − 1)t2
r ≥ 3

で与えられる. ここに, νは rを割る有理素数の個数, φは Eulerの φ関数である.

∗2010/2/16, 於：MCYR6（北海道大学）
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DeligneとGoncharovによるこの定理はMLVの間にも多くのQ上の線形関係式が成り立ってい
ることを意味している. MLVの間の線形関係式の記述に関する研究はそれほど多くはなされていな
いようであるが, たとえば荒川-金子 [1]やGoncharov[6]などでなされている. 本稿では, 近年川島学
氏との共同研究 [11]で新たに得た一般導分関係式, および筆者の最近の結果 [14]として巡回和公式と
呼び得る関係式族も発見し証明できたので, それらについて主に代数的視点から解説する.

2 MLVの代数的定式化

以下ではMLVの具体的な関係式について代数的に議論する. まずはじめに, 荒川-金子 [1]により導入
された, MLVの代数的定式化について述べる.（[11]も参照されたい.）

r + 1変数非可換多項式環Ar = Q⟨x, ys|s ∈ µr⟩の部分環A1
r ,A0

r を

Ar ⊃ A1
r := Q+

∑
s∈µr

Arys ⊃ A0
r := Q+

∑
s∈µr

xArys +
∑

s,t∈µr,t̸=1

ytArys

とおく. zk,s = xk−1ys (k ≥ 1, s ∈ µr)とし, Q-線形写像 L : A0
r → Cを L(1) = 1および

L(zk1,s1 · · · zkl,sl) = L(k1, . . . , kl; s1, . . . , sl)

で定める. MLVの関係式を記述するということは kerLの元を書き下すということにほかならない.
A1

r 上の積 ∗ : A1
r ×A1

r → A1
r を, Q-双線形性および次の 2条件により定める.

(i) 任意の w ∈ A1
r に対して, 1 ∗ w = w ∗ 1 = w,

(ii) 任意の k, l ≥ 1と任意の語 w,w′ ∈ A1
r に対して,

zk,sw ∗ zl,tw′ = zk,s(w ∗ zl,tw′) + zl,t(zk,sw ∗ w′) + zk+l,st(w ∗ w′).

この積 ∗は調和積と呼ばれ, A1
r 上で結合的かつ可換な積である. MLVの級数表示からくる ‘調和積公

式’は, 写像 Lが ∗-準同型である, と言い換えられる.

3 ある関係式族

川島-田中 [11]では, ある ‘Newton級数’の解析的な議論を用いてMLVのある関係式族を証明した.
本節ではその関係式族を紹介する.
写像 I, Ms (s ∈ µr)および Lw (w ∈ Ar)はAr上のQ-線形写像で,

I(zk1,s1 · · · zkl,slx
m) = zk1,s1zk2,s1s2 · · · zkl,s1···slx

m,

Ms(zk1,s1 · · · zkl,slx
m) = zk1,ss1zk2,s2 · · · zkl,slx

m,

Lw(w
′) = ww′ (w′ ∈ Ar)

（mは正の整数）で定義する. Ar 上の自己同型 ξを ξ(x) = x + y1, ξ(ys) = δ(s)ys − y1で定義する.
δ(s) = 0 (s ̸= 0, 1), δ(0) = δ(1) = 1とする. また, A1

r,+ =
∑

s∈µr
Arysとする. χs = Lx+δ(s)ysξIMs

とおく. このとき, 以下が成立する.

定理 2 ([11]). χs(A1
r,+ ∗ A1

1,+) ⊂ kerL.

このMLVの関係式族を用いて第 5節に述べる一般導分関係式を証明することができる.

4 導分関係式

次節で本稿の主題のひとつである導分関係式の一般化について述べるために, ここでは荒川-金子 [1]
により証明されたMLVの導分関係式について紹介する.
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∂が非可換多項式環Ar上の導分であるとは, ∂が H上のQ-線形写像であって, ライプニッツ則

∂(ww′) = ∂(w)w′ + w∂(w′) (w,w′ ∈ Ar)

を満たすもののことをいう. Ar上の導分は, Arの生成元 xと ys (s ∈ µr)の像を与えれば一意的に定
まる. 今, n ≥ 1に対し, Ar上の導分 ∂nを

∂n(x) = x(x+ y1)
n−1y1, ∂n(ys) = −x(x+ y1)

n−1ys + ys(x+ y1)
n−1y1 − ys(x+ y1)

n−1ys

で定義する. このとき, MLVの導分関係式は次で与えられる.

定理 3 (荒川-金子). 任意の n ≥ 1に対して, ∂n(A0
r) ⊂ kerL.

5 一般導分関係式

MZVの場合に導分 ∂nの一般化をConnes-Moscovici[2]のホップ代数を参考に金子が [9]で定義し, そ
れがMZVの新たな関係式族（一般導分関係式と呼んでいる）を与えていることが予想された. その
予想は [15]にて証明された. 本節では, MLVの場合にも同様に, 前節で定義した導分 ∂nの拡張が定式
化でき, かつそれがMLVの新たな関係式族を与えていることについて概説する.（詳細は [11]参照.）

n ≥ 1, c ∈ Qに対して, Q-線形写像 ∂
(c)
n : Ar → Arを

∂(c)
n =

1

(n− 1)!
ad(θ(c))n−1(∂1)

で定義する. ここに, θ(c) : Ar → Arは

θ(c)(x) =
1

2
(xz + zx), θ(c)(ys) =

1

2
(ysz + zys),

および
θ(c)(ww′) = θ(c)(w)w′ + wθ(c)(w′) + cH(w)∂1(w

′)

（ただし z = x+ y1）で定義されるQ-線形写像である. Hはいわゆるオイラー作用素で, 語w ∈ Arに
対してH(w) = deg(w)wで定義されるQ-線形写像（実はAr上の導分）である. adは, 交換子として
定義されるリー括弧積である: ad(θ)(∂) = [θ, ∂] = θ∂ − ∂θ.

c = 0のとき, ∂
(0)
n = ∂nであることが確かめられる. n = 1なら, 任意の c ∈ Qに対して ∂

(c)
1 = ∂1

である. c ̸= 0かつ n ̸= 1であれば, ∂
(c)
n はもはやAr上の導分ではないが, 次が示せる.

命題 4. (1) （可換性）任意の n, m ≥ 1, 任意の c, c′ ∈ Qに対して, [∂
(c)
n , ∂

(c′)
m ] = 0.

(2) 任意の n ≥ 1, 任意の c ∈ Qに対して, ∂
(c)
n (A0

r) ⊂ A0
r.

さらに, 以下の命題も成り立つ. w ∈ A1
r に対し, HwをHw(w

′) = w ∗ w′なるQ-線形写像とする.

命題 5. 任意の n ≥ 1, 任意の c ∈ Q に対して, ある w = w(n, c) ∈ A1
1,+ が存在して, A1

r 上で

∂
(c)
n χs = χsHwが成り立つ. 言い換えれば, 可換図式

A1
r

Hw−−−−→ A1
r

χs

y yχs

A0
r −−−−→

∂
(c)
n

A0
r

が成立する.

命題 5を用いると, 次のMLVの一般導分関係式が証明される.

定理 6 ([11]). 任意の n ≥ 1と任意の c ∈ Qに対して, ∂
(c)
n (A0

r) ⊂ kerL.

証明. 命題 5より, ある w ∈ A1
1,+が存在してA1

r 上で ∂
(c)
n χs = χsHw が成り立つ. χs(A1

r,+) = A0
r,+

であるから,
∂(c)
n (A0

r,+) = ∂(c)
n χs(A1

r,+) = χsHw(A1
r,+) ⊂ χs(A1

r,+ ∗ A1
1,+).

定理 2より, これは kerLに含まれる.
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6 巡回和公式

Hoffman-大野 [7]にて証明されたMZVの巡回和公式は, 田中-若林 [16]の中で ‘ポアソン代数’を参考
に代数的に定式化された. 実はこれをMLVへ拡張することができることが最近明らかになったので,
本節でそれを紹介する.（詳細は [14]参照.）

nを正の整数とする. ArのA⊗(n+1)
r への作用 ⋄を

a ⋄ (w1 ⊗ · · · ⊗ wn+1) = w1 ⊗ · · · ⊗ wn ⊗ awn+1,

(w1 ⊗ · · · ⊗ wn+1) ⋄ b = w1b⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wn+1

(a, b, w1, . . . , wn+1 ∈ Ar)で定義する. Q-線形写像 Cn : Ar → A⊗(n+1)
r を

Cn(x) = x⊗ (x+ y1)
⊗(n−1) ⊗ y1,

Cn(ys) = −x⊗ (x+ y1)
⊗(n−1) ⊗ ys + ys ⊗ (x+ y1)

⊗(n−1) ⊗ y1 − ys ⊗ (x+ y1)
⊗(n−1) ⊗ ys

および
Cn(ww′) = Cn(w) ⋄ w′ + w ⋄ Cn(w′) (w,w′ ∈ Ar)

で定義する. Mn : A⊗(n+1)
r → Ar をMn(w1 ⊗ · · · ⊗ wn+1) = w1 · · ·wn+1とし, ρn = MnCnとする.

また, Ǎ1
r を, 語 1と zk1,s1 · · · zkl,sl（ただし, ある番号 qに対し kq > 1）で生成されるA1

r の部分代数
とする. このとき, 次を得る.

定理 7. 任意の整数 n ≥ 1に対し, ρn(Ǎ1
r) ⊂ kerL.

証明は Hoffman-大野 [7]と同様, ある級数の部分分数展開による. 定理 7において n = r = 1の場合
がHoffman-大野によるMZVの巡回和公式である.
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アーベル曲面上の層のモジュライとフーリエ向井変換

柳田　伸太郎*1

神戸大学　理学研究科　数学専攻

1 はじめに

今回の講演は吉岡康太先生との共同研究 [YY]に基づきます. 研究の発端は, 向井茂先生が 1980年前後に考察し

た, アーベル曲面上の安定層のモジュライに関するある予想 [M80]にあります. それは, 半等質層とフーリエ向

井変換を用いて, 安定層のモジュライ空間の構造が算術的な条件の下で決定できるというものです.

半等質層というのはアーベル曲面上の半安定層であり, その分類, 構成方法やコホモロジーが [M78]で調べら

れました. これを基に一般の安定層を構成する事を考えます. その際, semi-homogeneous presentationという概

念が重要になります. 我々の主定理は, 曲面のピカール数が 1の時, この種の分解の存在が安定層のチャーン指

標のみを用いて判定できるというものです. 更に, 上で触れた向井先生の予想も肯定的に解決できます.

また安定層のフーリエ変換の記述において, 算術群や整数係数 2次形式が重要な役割を果たします. これから,

安定層のモジュライと点のヒルベルトスキームとの間の双有理変換を明示的に構成する事もできます.

2 準備

2.1 向井格子

本稿に現れるスキーム, 代数多様体は全て複素数体上のものとします.

X はアーベル曲面, NS(X )をその Néron-Severi群とします. X の向井格子とは偶数次コホモロジー群の部分

群 Hev(X ,Z)alg := H0(X ,Z)⊕ NS(X )⊕ H4(X ,Z) と向井ペアリング

⟨(x0, x1, x2), (y0, y1, y2)⟩ :=
∫
X

(x1 ∪ y1 − x0 ∪ y2 − x2 ∪ y0), xi , yi ∈ H2i (X ,Z)

の組 (Hev(X ,Z)alg, ⟨·, ·⟩)の事です.

X 上の連接層のなすアーベル圏を Coh(X )で, その有界導来圏を D(X )で表す事にします. E• ∈ D(X )の向

井ベクトルをその Chern指標で v(E•) := ch(E•) = (rk(E•), c1(E
•),χ(E•)) ∈ Hev(X ,Z)alg と定義します.

2.2 安定層のモジュライ

定義 2.1 (Gieseker-丸山). (X ,H)を非特異射影多様体 X とその上の豊富な因子類 H の組とする. X 上の torsion

free 層 E に対し pE (n) := χ(E (nH))/ rk(E ) と置く. E が H に関して安定 (resp. 半安定) とは, 任意の部分層

0 ̸= F ( E に対し pF (n) < pE (n) (resp. pF (n) ≤ pE (n)) が n ≫ 0で成立する事をいう.

MH
X (r , ξ, a) := {E | H に関して安定で (rk(E ), c1(E ), c2(E )) = (r , ξ, a)} は準射影的スキームの構造をもち, 半

安定層の S-同値類を付け加える事で射影的スキームMH
X (r , ξ, a)ss にコンパクト化されます.

X がアーベル曲面の時, 上の (r , ξ, a)の替わりに向井ベクトル v を用いる方がよい場合があります. そこで以

下では位相不変量が v で特徴づけられる安定層のモジュライ空間をMH
X (v)と書く事にします.

2.3 フーリエ向井変換

定義 2.2. X と Y を非特異射影多様体とする. それらの積多様体の導来圏の対象 E• ∈ D(X × Y )について,

*1 yanagida@math.kobe-u.ac.jp, 日本学術振興会特別研究員 (DC1)
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ΦE•

X→Y : D(X ) → D(Y ) x 7→ RpY∗(E
• L
⊗ p∗X (x)),

で積分関手 ΦE•

X→Y を定義する. ここで pX : X × Y → X と pY : X × Y → Y は射影. もし ΦE•

X→Y が圏同値を

与えるなら, それをフーリエ向井変換と呼ぶ. 本稿では FMTと略記する. E• を積分核と呼ぶ.

アーベル曲面上の FMTは Orlovの仕事により分類されていて, その積分核は半等質層の普遍族になります.

2.4 半等質層

X をアーベル曲面とします. x ∈ X に対応する X 上の平行移動を Tx で表わします. X の dual varietyを X̂ と

書きます. また Pで X の Poincaré束を表わします. これは X × X̂ 上の直線束でした.

定義 2.3. E ∈ Coh(X )に対し S(E ) := {(x , x̂) ∈ X × X̂ | T ∗
x (E )⊗P|X×x̂

∼= E} は X × X̂ の部分アーベル多様

体であり, dim S(E ) ≤ 2である (証明は [M78, Proposition 3.3]). dim S(E ) = 2となる E を半等質層と呼ぶ.

半等質ベクトル束 E は Tx ⊗ E ∼= M ⊗ X , M ∈ Pic0(X )となるものです. “半等質”という言葉はこれに由来

します. 半等質層の分類については [M78] と [Y09, § 4]をご覧ください. 更に半等質層のコホモロジーや FMT

の下での半等質層の振る舞いも決定できます. 詳しくは [M78], [YY, Fact 2.12,Proposition 2.14]をご覧下さい.

3 Semi-homogeneous presentation

定義 3.1. アーベル曲面 X 上の連接層 E ∈ Coh(X )の semi-homogeneous presentationとは短完全列

0 → E → E1 → E2 → 0 又は 0 → E1 → E2 → E → 0

であって次の条件を満たすものの事である: v(E1) = ℓ1v1, v(E2) = ℓ2v2 によって正整数 ℓ1, ℓ2 と原始的向井ベ

クトル v1, v2 を定めた時, (ℓ1 − 1)(ℓ2 − 1) = 0, ⟨v1, v2⟩ = −1かつ ⟨v2
1 ⟩ = ⟨v2

2 ⟩ = 0.

上の各表示を kernel presentation及び cokernel presentationと呼ぶ.

条件から E1, E2 は半等質層で, これが名前の由来です. この様な層の分解があると, フーリエ向井変換の下で

の振る舞いが統制できます [YY, Proposition 3.2]. すると, 安定層 E がいつ semi-homogeneous presentation を

持つかが問題になります. rankNS(X ) = 1の場合は, 向井ベクトルのみで存在条件が書き下せます.

定義 3.2. 向井ベクトル v に対し, 自然数 ℓ1, ℓ2 と正の原始的向井ベクトル v1, v2 であって

v = ±(ℓ2v2 − ℓ1v1), (3.1)

(ℓ1 − 1)(ℓ2 − 1) = 0, ⟨v2
1 ⟩ = ⟨v2

2 ⟩ = 0, ⟨v1, v2⟩ = −1, µ(v1) < µ(v2)

を満たすものを考える. (3.1)を numerical equation, 解 (v1, v2, ℓ1, ℓ2)を v の numerical solutionと呼ぶ.

次の結果が今回の研究の主結果です.

定理 3.3 ([YY, Theorem 3.6]). NS(X ) = ZH と仮定し, v を ⟨v2⟩ > 0なる向井ベクトルとする.

1. もし v に 2つ以上 numerical solutionが存在すれば, MH
X (v)の一般の元は kernel presentationと cokernel

presentationを持つ. どちらの presentationも一意に決まる.

2. もし v の numerical solution が 1 つのみ存在すれば, MH
X (v) の一般の元は kernel presentation 又は

cokernel presentationのどちらかを持つ. その presentationは一意に決まる.

定理の証明には, numerical solution (v1, v2, ℓ1, ℓ2)に対し半等質層 E1, E2 であって v(Ei ) = ℓivi (i = 1, 2)な

るものからなる複体 E1 → E2 (この 2項以外はゼロ層) のモジュライ空間M+(v1, v2, ℓ1, ℓ2)を構成する必要が

あります. このモジュライについては [YY, § 4]をご覧下さい.
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4 semi-homogeneous presentationの応用 : 向井のある予想について

定理 3.3を応用して次の定理が示せます. これは [M80, 予想 1, 予想 1′]を精密に述べたものです.

定理 4.1. X を NS(X ) = ZH なるアーベル曲面とし, v を向井ベクトルで ℓ := ⟨v2⟩/2が正のものとする. v の

numerical solutionが少なくとも 1つ存在すると仮定する.

1. v の numerical solution(v1, v2, ℓ1, ℓ2)のうち rk(vi )が最小のものを考える. ここで i ∈ {1, 2}は ℓi = ℓと

なるものの方とする. この時, 一般の [E1
f−→ E2] ∈ M+(v1, v2, ℓ1, ℓ2) は単射もしくは全射.

2. 1の状況の下で, f の余核もしくは核は安定層である.

3. MH
X (v)の一般の元は 1で考えた (v1, v2, ℓ1, ℓ2) に対応する semi-homogeneous presentationを持つ.

5 コホモロジー的フーリエ向井変換の行列表示

アーベル曲面間の FMT Φ : D(X ) → D(Y )から向井格子の同型 ΦH : Hev(X ,Z)alg → Hev(Y ,Z)alg が引き起こ
されます ΦH を今後コホモロジー的 FMT と呼びます. これを明示的に書き下してみましょう.

以下 NS(X ) = ZH と仮定し, n := (H2)/2とします. Hev(X ,Z)alg は次の加群 Sym2(Z, n)と同型です:

ιX : Hev(X ,Z)alg
∼−→ Sym2(Z, n) :=

{[
x y

√
n

y
√
n z

] ∣∣∣∣∣ x , y , z ∈ Z

}
, (r , dH, a) 7→

[
r d

√
n

d
√
n a

]
.

Sym2(Z, n)上の双線型形式 B を

B(X ,X ′) := 2yy ′ − (xz ′ + zx ′), X =

[
x y
y z

]
, X ′ =

[
x ′ y ′

y ′ z ′

]
∈ Sym2(Z, n).

で定義します. すると ⟨v , v ′⟩ = B(ιX (v), ιX (v
′))であり, ιX は格子の同型を与えます.

FM(X ) := {Y : 代数多様体 | D(X ) ≃ D(Y )}/ ∼とします. FM(X )の任意の元 Y も rankNS(Y ) = 1を満た

し, NS(Y )の ample generatorを Ĥ と書くと (Ĥ2) = 2n となります. そこで FMT Φ: D(Y ) → D(Z ) に対し

θ(Φ) := ιZ ◦ ΦH ◦ ι−1
Y と定義できます. Z ∈ FM(X )に対し

E(Z ) :=
∪

Y∈FM(X )

{ΦE [2k]
Y→Z ∈ Eq(D(Y ),D(Z )) | E ∈ Coh(Y × Z ), k ∈ Z}

と置きます. ιY , ιZ 及び ΦH は格子の isometryなので θ(Φ) ∈ O(B)です.

定理 5.1.

G :=

{[
x y
z w

]
∈ SL(2,R)

∣∣∣∣∣ x2, y2, z2,w2,
xy√
n
,
zw√
n
∈ Z

}

で群 G を定める. 各 Z ∈ FM(X )に対して次の全単射が存在する: θ(E(Z )) ∼= G/{±1}.

6 モジュライの双有理写像

最後に安定層のモジュライと点のヒルベルトスキームとの対応を見ます. [Y09]で一般のアーベル曲面 X につい

て双有理写像MH
X (v) · · · → X × Hilb⟨v

2⟩/2(X ) が存在する事が証明されていますが, ここでは主偏極アーベル曲

面の場合にこの写像を明示化したいと思います.

向井ベクトル v = (r , dH, a) に付随した 2次形式を
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Qv (x , y) :=−(rx2 + 2xy + ay2) = −
[
x y

] [r d
d a

] [
x
y

]
.

と定義します. 等方的向井ベクトル w は整数 p, q でもって w = (p2, pqH, q2)と書けます. この時 v と w の向

井ペアリングは用意した 2次形式を用いて ⟨w , v⟩ = Qv (q,−p) と書き直せます.

X が主偏極なら FM(X ) = {X}であることが知られています. そして先の算術群 G は SL(2,Z)になります.

すると古典的な 2次不定方程式の理論が役立ちます.

定理 6.1. X を主偏極アーベル曲面だとする. v = (r , dH, a)を向井ベクトルであって次を満たすものとする.

ℓ := ⟨v2⟩/2は正であって平方数ではない. また判別式が ℓである 2次形式の類数は 1である. (6.1)

この時双有理写像MH
X (v) · · · → X × Hilbℓ(X ) は以下の様に記述できる.

1. 不定方程式 2p1q1d − p21a − q21r = ϵ (ϵ = ±1) の解のうち |p1| が最小のものを取り, それから向井

ベクトル v1 = (p21 , p1q1H, q21) を作る. この時, 行列 γ := ±

[
q1 ϵ(dq1 − ap1)

−p1 ϵ(dp1 − rq1)

]
∈ PSL(2,Z) は

tγQvγ = −ϵ

[
1 0

0 −ℓ

]
. をみたす.

2. v2 := (p22 , p2q2H, q22)と置く. 但し q2 = −ϵ(dq1 − ap1)及び p2 = ϵ(dp1 − rq1). この時MH
X (v)の一般の

元は numerical solution (v1, v2, ℓ, 1)もしくは (v2, v1, 1, ℓ)に対応する semi-homogeneous presentationを

持つ. 更に θ(Φ) = γ なる FMTΦ := ΦE
X→X もしくはそれと dualizing functorとの合成 DX ◦ Φが双有理

写像MH
X (v) · · · → X × Hilbℓ(X )を与える.

最後に次元が 4以上 20以下 (i.e. 1 ≤ ℓ ≤ 9) のモジュライの双有理同値類について述べます. 定理 6.1から ℓ

を判別式とする 2次形式が重要だと分かります. 以下に 2次形式の同値類を挙げます ([YY, pp. 49]).

ℓ Qv ℓ Qv

1 2xy , x2 − y2 6 x2 − 6y2

2 x2 − 2y2 7 x2 − 7y2

3 x2 − 3y2 8 x2 − 8y2

4 x2 − 4y2 9 2x2 + 2xy − 4y2, x2 − 9y2

5 2x2 + 2xy − 2y2, x2 − 5y2 10 3x2 + 2xy − 3y2, x2 − 10y2

命題 6.2 ([YY, Proposition 8.12]). 1. ℓ = 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8ならMH
X (v)は X × Hilbℓ(X )と双有理同値.

2. ℓ = 5ならMH
X (v)はMH

X (2,H,−2)もしくは X × Hilbℓ(X ) と双有理同値.

3. ℓ = 9ならMH
X (v)はMH

X (2,H,−4)か X × Hilbℓ(X )と双有理同値.

注意 6.3. ℓ = 10の時はMH
X (3,H,−3)と X × Hilb10(X )が双有理同値か否か分かっていません.
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ある退化放物型方程式の解の正則性評価について

水野将司 (東北大学大学院理学研究科 D3・日本学術振興会特別研究員 DC)

1. 序

次の退化放物型方程式を考える.

(dP)

{
∂tu − Δuα = div f(t, x), t > 0 , x ∈ Rn

u(0, x) = u0(x) ≥ 0.

ここで, α > 1は定数であり, f = f(t, x)は与えられた (0,∞) × Rn上のRn値関数とする.
Δuα = div(αuα−1∇u)となることから, u = 0のとき, 拡散係数 αuα−1が消える方程式と
なっている. このように,拡散係数が消えることのある方程式は一般に退化した方程式と
呼ぶ. なお,熱方程式に対応する α = 1とした (dP)では,拡散係数は消えない,すなわち退
化しないことに注意しておく.
外力 f は xuや u∇(−Δ + 1)−1uを想定している. ここで, (−Δ + 1)−1uは uのBesselポ

テンシャル,すなわち (−Δ + 1)−1u = F−1[(|ξ|2 + 1)−1Fu]で与えるものとする (Fuは u

の Fourier変換, F−1uは uの逆 Fourier変換を表す). xuは f ≡ 0に対する方程式 (dP)(この
方程式は porous medium方程式と呼ばれる)の解の前方自己相似変換がみたす方程式にあ
らわれる (cf. Giga-Kohn [8], Carrillo-Toscani [4]). uの係数は非有界であるばかりでなく,
可積分性すらもたないことに注意しておく. また, u∇(−Δ + 1)−1uはKeller-Segel方程式
系にあらわれる非線形項である. (−Δ + 1)−1uは非局所項なため, (dP)に対して比較原理
が一般には成立しないことに注意しておく.

σ = n(α − 1) + 2 , A > 0とおくと, Barenblatt解

U (t, x) := (1 + σt)−
n
σ

(
A − α − 1

2α

|x|2
(1 + σt)

2
σ

) 1
α−1

+

が超関数の意味で porous medim方程式をみたすことが知られている (cf. Vázquez [13]). こ
こで (f)+ = max{0, f}である. Barenblatt解の台の境界は滑らかでないため, (dP)の解も
一般には滑らかにならないことがわかる. そこで, (dP)の弱解を定義する.

定義 1 (弱解, cf. Ladyženskaja-Solonnikov-Ural’ceva [9, pp.419]). u0 ∈ L1(Rn) ∩ Lα(Rn)か
つ, u0 ≥ 0 , f ∈ L1((0,∞)×Rn)とする. uが (dP)の弱解であるとは, T > 0が存在して,次
をみたすときをいう.

i) 殆んどすべての (t, x) ∈ (0, T ) × Rnに対して u(t, x) ≥ 0,
ii) u ∈ L∞(0, T ; L1(Rn) ∩ Lα(Rn))かつ∇uα ∈ L2((0, T ) × Rn),

iii) uは (dP)を超関数の意味でみたす.

初期値 u0と外力 f に適当な条件をつければ,弱解の存在が示せる (cf. Ôtani [12]). 我々
の問題は, (dP)の弱解がどのような条件のもとに,時空間一様なHölder連続になるかであ
る. ここで, Hölder連続性の定義を次で与える.
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定義 2 (Hölder連続性). 0 < σ ≤ 1に対して, u(t, x)がσ次のHölder連続であるとは, C > 0

が存在して
|u(t, x) − u(s, y)| ≤ C(|t − s|σ

2 + |x − y|σ)

が任意の (t, x), (s, y) ∈ (0,∞) × Rnに対して成り立つことをいう.

Hölder連続性は微分可能性の拡張であることに注意しておく. 実際, uが 1次のHölder連
続のとき (このとき, uは空間変数について Lipschitz連続であるという), uはRn上殆んど
至るところ空間変数に関して微分可能となる (Rademacherの定理, cf. Evans-Gariepy [6]).
(dP)の弱解は一般に微分可能にすらならないことがBarenblatt解からわかる. そこで, (dP)
の弱解がもつ正則性をHölder連続性の立場から調べることが我々の問題である.
この問題の応用として, 具体的に n ≥ 3 , α = 2 − 2

n
, f = xu − u∇(−Δ + 1)−1uとし

た (dP)の弱解の時空間一様なHölder連続性が退化 Keller-Segel方程式系の解の漸近安定
性とその収束の速さに関係があることを言及しておく (cf. Ogawa [11]).

2. 主定理

f ≡ 0に対する (dP),すなわち porous medium方程式の弱解のHölder連続性はCaffarelli-
Friedman [3]によってはじめて証明された. 彼らの証明は, Aronson-Benilan評価 [1]

Δuα−1 ≥ −C(n, α)

t
, ∂tu ≥ −C(n, α)

t
u

と比較定理を本質的に用いている. しかし, f 	≡ 0に対する (dP)の弱解に対して, Aronson-
Benilan評価と同等の評価が得られるかは,一般にはわからない. また,外力 f の典型例と
して非局所的非線形項があるように, (dP)に対して,比較定理は一般には成立しない. それ
ゆえ, Caffarelli-Friedmanの手法を (dP)に適用するのは難しいと思われる.
他方, DiBenedetto-Friedman [5], Wiegner [14]は, p > 2に対して, p-Laplace発展方程式

(p-L)

{
∂tv − div(|∇v|p−2∇v) = 0, t > 0 , x ∈ Rn,

v(0, x) = v0(x)

の弱解 vの勾配がHölder連続になることを示した (より一般の p-Laplace発展方程式につ
いてはMisawa [10]). 彼らの証明には,比較原理を用いていないことに注意しておく.

n = 1のとき, u = |∇v|2とおくと, uはある porous medium方程式の解となる. そのた
め,彼らの手法は (dP)に対しても適用できると推測できる. 実際, DiBenedetto-Friedmanは
porous medium方程式の解の Hölder連続性を示した. 彼らは f 	≡ 0に対する (dP)の解の
Hölder連続性も考察しており, p > nに対し, f ∈ L∞(0,∞ ; Lp(Rn))であれば,解がHölder
連続になると主張しているが,証明は与えられていないようである. 我々は,彼らの証明を
拡張し,より広い関数空間に属する外力に対して, (dP)の解のHölder連続性を示すととも
に,解のHölder評価を得た.
主定理を述べるために, Lp空間より広い関数空間である,弱 Lp空間を導入する.

定義 3 (弱Lp空間). Ω ⊂ Rnを領域とする. p > 2に対し, f ∈ Lp
w(Ω)であるとは, f ∈ L2

loc(Ω)

かつ
‖f‖2

Lp
w(Ω) := sup

K⊂Ω ; compact

1

|K|1− 2
p

∫

K

|f |2 dx < ∞

であるときをいう.
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Hölderの不等式より Lp(Ω) ⊂ Lp
w(Ω)となるが, さらに Lp(Ω) � Lp

w(Ω)となる. 実際
|x|−n

p /∈ Lp(Rn)だが |x|−n
p ∈ Lp

w(Rn)となる.

注意 4. 弱 Lp空間は分布関数 μ|f |(λ); = |{x ∈ Ω : |f(x)| > λ}|を用いて
Lp

w(Ω) = {f ∈ L1
loc(Ω) : sup

λ>0
λμ|f |(λ)

1
p < ∞}

で定義できることが知られている. p > 2のとき,我々の定義と分布関数を用いた定義は同
値となる. 実際, c0 > 0が存在して,

c0‖f‖Lp
w(Ω) ≤ sup

λ>0
λμ|f |(λ)

1
p ≤ ‖f‖Lp

w(Ω)

が成り立つ (cf. Benilan-Brezis-Crandall [2, Appendix]).

弱 Lp空間を用いて,記号
Ap := sup

a∈Rn, r≤1
‖f‖L∞(0,∞ : Lp

w(Br(a)))

を導入する. ここで, Br(a)は,中心 a,半径 rの開球である. このとき,次の定理が得られた.

定理 5. uを有界で非負な (dP)の弱解とする. 外力fについて,あるp > nに対して, Ap < ∞
を仮定する. このとき, n, α, pにのみ依存する定数C, σ > 0が存在して,

(1) |u(t, x) − u(s, y)| ≤ C(‖u‖L∞((0,∞)×Rn) + Ap)(‖u‖
σ
2
(1− 1

α
)

L∞((0,∞)×Rn)|t − s|σ
2 + |x − y|σ)

が (t, x) , (s, y) ∈ (0,∞) × Rnに対して成り立つ.

仮定Ap < ∞は,外力 f が局所一様に弱Lpであると言いかえることができる. 全空間で
の一様なHölder評価を求めるためには,外力に一様な可積分性の評価が必要となる. なお,
定理の証明と同様にして, f ∈ L∞(0,∞ ; Lp

w,loc(R
n))であれば, (dP)の解の局所 Hölder連

続性が示せる. ここで
Lp

w,loc(R
n) := {f ∈ L1

loc(R
n) : 任意のコンパクト集合Kに対し f ∈ Lp

w(K)}
である.

注意 6. 熱方程式である, α = 1のとき, (1)はよく知られた熱方程式の解に対する Hölder
評価となっている. そのため,評価式 (1)は熱方程式の解に対するHölder評価の拡張と考
えることができる.

注意 7. 外力 f の可積分性について考える. 簡単のため, f ∈ L∞(0,∞ : Lp
w(Rn))とする.

今,時間微分を無視することにより
−Δuα ∼= div f

とみなす. さらに形式的に両辺を積分すると
−∇uα ∼= f

となる. f ∈ Lp
wかつ, p > nから, uαはDirichletの増大条件,すなわち,ある σ > 0が存在

して,任意の x0 ∈ Rnと r > 0に対して∫

Br(x0)

|∇uα| dx ≤ Crn−1+σ
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をみたす (cf. Giaquinta[7, pp.64]). 従って uαはHölder連続となる. 定理 5の証明での外力
f の処理は,以上の形式的議論の正当化に対応している.
形式的議論の立場からみると, p > nに対して, f がMorrey空間Mpに属する,すなわち

∫

Br(x0)

|f | dx ≤ Crn(1− 1
p
), x0 ∈ Rn, r > 0

をみたしていれば, uαがHölder連続になると推測できる. 実際に,熱方程式である α = 1

のときは, ∇u ∈ Mpとなり,解 uが Hölder連続になることが知られている. しかし,非線
形である α > 1の場合に, uαがHölder連続になるか否かは未解決である. さらに, f ∈ Mp

とすることは, ∇uα の Lp評価を導出することに対応している. しかし,熱方程式の場合と
は異なり, f ∈ Lpであったとしても, ∇uαの Lp評価は p = 2を除いては知られていない
(少なくとも Barenblatt解が存在することから, p  nに対しては, f ∈ Lpであったとして
も∇uα 	∈ Lpであることがわかる).
定理で得られるHölder次数 σについて, σ ≤ 1− n

p
が得られる. ここで, 1− n

p
は,形式的

議論によって得られるHölder連続性の次数と一致する. この σ > 0の最良定数を求める問
題は, n ≥ 2に対しては, f ≡ 0であっても未解決である.
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Abstract

Recently, game theory, a mathematical construct, has become essential to be understanding of

complex social and biological phenomena. This article introduces game theory from an interdisci-

plinary perspective and investigates noncooperative game theory and evolutionary game theory. Basic

elements concerning game theory are revised and open problems, important for the understanding of

complex phenomena, are discussed.

1 Introduction

The basic elements of game theory1) have been constructed by the mathematicians, J.von Neumann,
J.F.Nash and so on. But this theory is a static framework in its original form. If we extend this theory to
a dynamic framework, we confront several mathematical problems, for example, the interpretation of a
mixed strategy. In infinitely repeated games, if we interpret a mixed strategy as probability distribution,
we can not easily find that there exists the infinite probability distribution’s product. So we treat a mixed
strategy as a random variable. (Aumann [1])

This paper formulates game theory in probability theory and introduces our research. This research
presents open problems which are important to understand such complex phenomena.

2 Noncooperative Game Theory

First, we formulate the game.

2.1. Definition. A strategic game is

(2.1) G =
(
N, {Si}i∈N , {fi}i∈N

)
.

where (i) N = {1, 2, · · · , n} is the set of players, (ii) Si is the set of strategies/actions available to
player i. All the players’ strategies are expressed by ~s = s1, · · · , sn. The strategy si is called a pure
strategy. (iii) fi is a measurable function from the product set ~S = S1 × · · · × Sn to a real number and
this is represented by a player i’s utility function. ——

This game is played as follows. Each player knows the details of the game. All the players 1, · · · , n
choose their strategy simultaneously and independently. After the game, the player i obtains a payoff
fi(~s).

2.2. Assumption. ∀i, Si is a separable complete metric space. 2) ——

2.3. Assumption. ∀i, fi : ~s → R is a bounded continuous function. ——

2.4. Assumption. The player’s purpose maximizes the own utility. ——

2.5. Assumption. Common knowledge: All the players know the own utility function and another
players’ utility function. ——

2.6. Definition. A mixed extension is

1)Game theory is a general mathematical tool for examining the players’ interaction in nature and society.
2)This assumption is necessary for a mixed strategy, the strategy is chosen randomly.
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(2.2) G∗ =
(
N, {Qi}i∈N , {Fi}i∈N

)
.

where (i) N = {1, 2, · · · , n} is the set of players, (ii) Qi is all the probability distributions on Si. qi is a
random variable and it is called a mixed strategy.3) We assume that the random vector is ~q = q1, · · · , qn.
(iii) Fi is a real valued function on the product set ~Q = Q1 × · · · × Qn. This is defined as follows:

(2.3) Fi(~q) =

∫

~Q

fi(~s)dµ(~s),

where µ is the ~q’s distribution. Fi(~q) is an expected payoff function of player i. The set of expected

payoff functions is ~F = F1, · · · , Fn. ——

2.7. Assumption. The random variable qi, i = 1, · · · , n is independent. ——

2.8. Remark. q1, · · · , qn is independent (2.7. Assumption.) and each qk’s distribution is µk ∈ Qk. (2.3)
is redefined as follows:

(2.3’) Fi(~q) =

∫

~Q

fi(~s)dµ(s1) · · ·µn(sn).

Here, Q̄ is all the probability measures on ~S and ~µ1, ~µ2 are the distribution on the set of mixed strategy
~q1, ~q2. Under ~µ1, ~µ2 ∈ Q̄, we can transform as follows:

~µα = α~µ1 + (1 − α)~µ2, 0 ≤ α ≤ 1.

We can define the new probability measure ~µα ∈ Q̄. We can understand that Q̄ is a convex set. ~Q is the
closed set in Q̄. ——

2.9. Definition. A feasible set U on G∗ =
(
N, {Qi}i∈N , {Fi}i∈N

)
is defined as follows:

U =
{

~F (~q)
∣∣ ~q ∈ ~Q

}
. ——

2.10. Remark. The feasible set U is a compact set on the separable complete metric space for the
continuity of the expected payoff function ~F . ——

2.11. Definition. A best response of the player i’s strategy qi ∈ Qi for another n−1 players’ strategy
sets q−i = (q1, · · · , qi−1, qi+1, · · · , qn) is

(2.4) Fi(qi, q−i) = max
ri∈Qi

Fi(ri, q−i).

The whole best response for player i is Bi(q−i) for the strategy set q−i. ——

2.12. Definition. A Nash equilibrium of a strategic game n-person game G∗ is a profile ~q∗ =
(q∗1 , · · · , q∗n) with the property that for every player i(= 1, · · · , n) we have the best response for another
player’s strategy set q∗−i. ——

2.13. Remark. The mapping is a point to set mapping from the product set Q1 × · · · ×Qi−1 ×Qi+1 ×
· · · × Qn to set Qj . It is called a best response correspondence for player i. ——

B(q) = B1(q−1) × · · · × Bn(q−n) for the strategy set ~q.

2.14. Theorem. The mixed strategy set ~q∗ = (q∗1 , · · · , q∗n) on G∗ is a Nash equilibrium if and only if

(2.5) ~q∗ ∈ B(q∗). ——

2.15. Theorem. The strategic game G∗ has a Nash equilibrium. ——

3)Formally, measureable space (Ω, Si) (where Ω is a space, Si is a σ-additive class in the subset of Ω), qi is a random
variable, if Si is the domain.
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2.16. Theorem. (Kakutani’s fixed point theorem4)) Let S be a nonempty, compact convex subset of
the separable complete metrix space and let F (·) : S → S be a set-valued mapping for which

(i) for all x ∈ S the set F (x) is a nonempty set and convex on S.
(ii) for all sequences

{
xν

}∞

ν=1
and

{
yν

}∞

ν=1
such that

yν ∈ F (xν), ν = 1, 2, · · · , xν → xO,yν → yO (ν → ∞), we have yO ∈ F (xO).

Then there exists x∗ ∈ F (·) such that x∗ ∈ F (x∗). ——

2.17. Remark. We assume a finite set of the pure strategy. If the set of the pure strategy is infinite
and the feasible set is compact, the strategic game G∗ has a Nash equilibrium. —–

3 Evolutionary Game Theory

In this section, we take up evolutionary game theory. There are two situations in evolutionary game
theory. First, each player chooses a strategy randomly like as in the above situations. Second, a large
number of players is assumed to search at random for a game, and when they meet, the terms of game
are started. This situation is considered in mathematical biology.

First, we define an equilibrium concept in evolutionary game theory.

3.1. Definition. qi ∈ Qi is an evolutionarily stable strategy (ESS) if for every strategy qj 6= qi,
there exists some ǭq ∈ (0, 1) such that the following inequality holds for all ε ∈ (0, ǭq)

(3.1) F
[
qi, εqj + (1 − ε)qi

]
> F

[
qj , εqj + (1 − ε)qi

]
. ——

3.2. Proposition. (Bishop and Cannings [2]) qi ∈ Qi is an evolutionarily stable strategy if and only if
it meets these first-order and second-order best-replies:

(3.2) F (qj , qi) ≤ F (qi, qi), ∀qj ,

(3.3) F (qj , qi) = F (qi, qi) ⇒ F (qj , qj) < F (qi, qj), ∀qj 6= qi. ——

(3.2) is a Nash equilibrium condition, (3.3) is an asymptotically stable condition.
Thus, ESS expresses the stable state in the system. Next, we formulate the dynamical process. We

assume as follows:

3.3. Definition. Let π : ~q → R. Then the system

(3.4) ~̇q = π(~q),

is a selection dynamics if it satisfies, for all qi ∈ Qi

(3.5) (i) π is Lipschitz continuous.

(3.6) (ii)
n∑

i=1

πi(~q) = 0.

(3.7) (iii) ∀qi ∈ Qi, qi = 0 ⇒ π(~q) ≥ 0. ——

3.4. Definition. π yields a regular selection dynamic if (3.5)−(3.7) holds; then the following limits
exist and are finite:

(3.8)
π

0
≡ lim

qi→0

π

qi

. ——

3.5. Definition. πi is monotonic if, for i, i′ ∈ N

4)In the original paper, Kakutani [3], examines this theorem on R
l. In this paper, we examine this property on the more

general, separable complete metric space.
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(3.9) F (qi, q−i) ≥ F (qi′ , q−i′) ⇒
πi(~q)

qi

≥ πi′(~q′)

qi′
. ——

This property shows that a higher payoff is a higher increment in this selection dynamics.

3.6. Definition. If the selection dynamics is monotonic, we can derive the following equation. The
selection dynamics π is a replicator equation5), if

(3.10)
πi(~q)

qi

= F (qi, q−i) −
n∑

i=k

qkF (qk, q−k). ——

3.7. Theorem. (Picard-Lindelöf theorem) If X ⊂ Rk is open and the vector field ϕ : X → Rk Lipschitz
continuous, then the system (3.4) has a unique solution ξ(·, xO) : T → X through every state xO ∈ X .
Moreover ξ(t, xO) is continuous in t ∈ T and xO ∈ X . ——

This theorem implies that the existence of the (local) solution and uniqueness in the replicator equation.

3.8. Example. A replicator equation in two strategies, symmetric two person6) game is as follows:

(3.11) ẋ = x(1 − x)
{
ax − b(1 − x)

}
,

where x is the probability of choosing strategy 1 for each player.

1@ 2 Strategy 1 Strategy 2
Strategy 1 a,a 0,0
Strategy 2 0,0 b,b

Payoff matrix 1 (Symmetric two person game)

The Nash equilibrium in this game depends on the signs of the payoff: a, b. ——

4 Open Problems and Concluding Remarks

This article formulates noncooperative game theory and evolutionary game theory rigorously. There is
a lot of research for explaining complex social and biological phenomena with game theory however,
these are applied game theory and do not explain theoretical mathematics at all. We can understand
open problems of game theory through the research in this paper. For example, i) infinite strategy
spaces, ii) without common knowledge (2.5. Assumption.), iii) extend a replicator equation, as a partial
differential equation or stochastic differential equation. iv) statistical mechanics, many games are played
simultaneously, and so on.
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SPHERICAL CR STRUCTURES ON BRIESKORN
MANIFOLDS

OMOLOLA ODEBIYI

Introduction

Brieskorn manifold M(p, q, r) is a smooth, compact 3-dimensional
manifold obtained by the intersection

S5 ∩ {(z1, z2, z3) ∈ C3 | zp
1 + zq

2 + zr
3 = 0}.

where p, q, r are integers ≥ 2. This is a typical 3-dimensional Seifert
manifold.

Gromov-Lawson-Thurston[3] showed the existence of conformally flat
structure on M(p, q, r).This result was also shown independently by
Kapovich[5] and Kuiper[6]. In this talk we are interested in the case
of spherical CR structure. We showed that every M(p, q, r) admits
spherical CR structure.

Using Milnor’s classification of M(p, q, r) we proved

Theorem A. M(p, q, r) admits a Spherical CR structure which has the
”form” Γ\S3 −L(Γ), where the holonomy group Γ ⊂ PU(2, 1) satisfies
that:

• L(Γ) = ∅ ⇐⇒ κ > 0
• L(Γ) = {∞} ⇔ κ = 0
• L(Γ) = S1 ⇔ κ < 0

By comparing the result of Goldman-Kapovich- Leeb[2] with Mil-
nor’s [7],we also show that:

Theorem B. When p = q = r for p, q, r > 3, the difference | τ(ρ)/2 |=
e(M(p, q, r))− χ(Σ) is m2 − 4m such that | τ |= 2m2 − 8m is an even
integer with g ≥ 2 satisfying

2− 2g ≤ τ ≤ 2g − 2.

Date: December 22, 2009.
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1. Preliminaries

1.1. Spherical CR structure.

Definition 1. Spherical CR manifold is a smooth manifold M2n+1

modelled on S2n+1 whose coordinate changes lie in PU(n + 1, 1).

The group PU(n + 1, 1) is called the unitary Lorentz group which
is the group of isometries of the complex hyperbolic space Hn+1

C . It
acts on Hn+1

C as complex isometry and extends as Cauchy-Riemann
transformation on the boundary sphere S2n+1.

Therefore, the pair (PU(n + 1, 1), S2n+1) is called spherical Cauchy-
Riemann geometry.

Definition 2. Suppose a manifold M2n+1 admits a spherical CR struc-
ture there exist a developing pair

(ρ, dev) : (Π1(M) = Π, M̃)−→(PU(n + 1, 1), S2n+1).

such that dev ◦γ = ρ(γ) ◦ dev (∀γ ∈ Π). Where ρ is holonomy homo-
morphism and dev is the developing map.

Proposition 1. Suppose M admits a transitive CR group then the
developing map is a covering onto its image which is a homogeneous
domain.

Let Γ be a subgroup of PU(n + 1, 1). If we consider the boundary
S2n+1 of Hn+1

C and the action of Γ on S2n+1, there is a limit set L(Γ)
for which Γ acts properly discontinuously on the domain S2n+1−L(Γ).

Definition 3. Let Γ be a subgroup of PU(n + 1, 1). The limit set
L(Γ) is defined to be the set of cluster points of the orbits Γ · p in
S2n+1(p ∈ Hn+1

C ).

Γ.p ∩ S2n+1.

1.2. Milnor’s classification of M(p, q, r). Let G be a simply con-
nected 3-dimensional Lie group and Π a discrete subgroup of G. Milnor
has shown that M(p, q, r) is diffeomorphic to Π\G. According to the
rational number κ = p−1 + q−1 + r−1 − 1, G is as follows:

(1) κ > 0, G = SU(2) and Π is a finite subgroup.
(2) κ = 0, G = N , the Heisenberg Lie group and Π is a discrete

uniform subgroup.

(3) κ < 0, G = ˜SL(2,R), the universal covering of PSL(2,R) and
Π is a cocompact subgroup.

By using the above classification we showed that M(p, q, r) admits a
spherical CR structure in Theorem A . This Spherical CR-structure
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on M(p, q, r) is homogeneous so that dev is a diffeomorphism for κ >
0, κ = 0 and an infinite cyclic covering map for κ < 0.

2. Non homogeneous spherical CR structure

When κ < 0, we would like to show that there exist a spherical CR
structure on M(p, q, r) such that the image of developing map is not
homogeneous. Comparing with Theorem A, when κ < 0, if the devel-
oping image is non homogeneous and L(Γ) is not a geometric circle but
still connected then L(Γ) might be a non rectifiable curve(Topological
circle).

We state the results of Goldman-Kapovich-leeb[2] and Milnor [7]
below

Theorem 1. For every genus g ≥ 2 and every even integer τ satisfying

2− 2g ≤ τ ≤ 2g − 2

there exists a convex-cocompact discrete and faithful representation ρ :
π1(Σ) = π→PU(2, 1), (ρ(π) = Γ)with τ(ρ) = τ . Furthermore, the
complex hyperbolic surface M = H2

C/Γ is diffeomorphic to the total
space of an oriented R2-bundle ξ over Σ with the Euler number

e(ξ) = χ(Σ)+ | τ(ρ)/2 |
Corollary 1. The manifold S3 − L(Γ)/Γ is diffeomorphic to the total
space of an S1- bundle over the surface Σ which has the same Euler
number as the R2 fibration of M = H2

C/Γ.

Theorem 2. If the least common multiples of (p, q),(p, r) and of (q, r)
are all equal

m = l.c.m(p, q) = l.c.m(p, r) = l.c.m(q, r),

then the Brieskorn manifold M(p, q, r) fibers as a smooth circle bundle
with chern number −pqr/m2 over a Riemann surface of Euler charac-
tersitic pqr(p−1 + q−1 + r−1 − 1)/m .

From the above results we see that we have two S1 bundles. Two
S1 bundles are equivalent if and only if their Euler numbers are equal.
Hence we would like to show that e(M(p, q, r)) = e(S3−L(Γ)/Γ) if we
take same Σ. We prove the following lemma

Lemma 1. When κ < 0, M(p, q, r) is a nontrivial circle bundle over an
oriented closed surface. By the result of Goldman-kapovich-Leeb there
is a faithful representation of π1(Σ) = Γ into PU(2, 1) whose limit set
L(Γ) is a topological (non-rectifiable) circle. Moreover S3 − L(Γ)/Γ is
a nontrivial circle bundle over Σ and is diffeomorphic to M(p, q, r) .
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The proof of Theorem B becomes clear after proving the above
lemma.
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半導体中の電子流を記述する
Quantum Hydrodynamic モデルの緩和極限と古典極限

重田 尚孝（東京工業大学 情報理工学研究科）
西畑 伸也（東京工業大学 情報理工学研究科）

１ イントロダクション
　半導体デバイスの極微小化やダブル・ゲート等の新しいMOS構造の開発に伴
い，半導体中の電子流の解析には量子効果が無視出来なくなっている．本講演で
は，量子効果を考慮した半導体のモデルである quantum hydrodynamic (QHD)モ
デル (1)と quantum drift diffusion (QDD)モデル (5)の解析を行う．具体的結果
としては

• スケール・プランク定数 εを 0とする極限（古典極限）により，QDDモデ
ルの解が drift-diffusion (DD)モデル (6)の解に収束すること

• 緩和時間 τを 0とする極限（緩和極限）により，QHDモデルの解がquantum

drift-diffusion (QDD)モデル (5)の解に収束すること

を示す．QHDモデルは次の系で与えられる．

ρt + jx = 0, (1a)

τjt +

{
τ
j2

ρ
+ p(ρ)

}

x

− ε2ρ

(
(
√

ρ)xx√
ρ

)

x

= ρφx − j, (1b)

φxx = ρ − D. (1c)

ここで，ρ, j, φは，それぞれ電子密度，電流密度，電位を表す未知関数である．
p(ρ) = Kρ（Kは正定数）は圧力を表す関数，D(x) ∈ H1(0, 1)は半導体の不純物
（正イオン）の分布を表す正の既知関数である．τ と εはともに正定数であり，そ
れぞれ緩和時間とスケール・プランク定数を表す．(1b)の左辺第３項が量子効果
を表す項である．
半導体デバイスは微小なため，有界領域 Ω := (0, 1)上で方程式系 (1)の初期値

境界値問題を考察する．

j(0, x) = j0(x), (2a)

ρ(0, x) = ρ0(x), (2b)

ρ(t, 0) = ρl > 0, ρ(t, 1) = ρr > 0, φ(t, 0) = 0, φ(t, 1) = φr ≥ 0, (2c)

(
√

ρ)xx(t, 0) = (
√

ρ)xx(t, 1) = 0. (2d)

ここで，ρl, ρr, φrは与えられた定数である．初期値に対しては両立条件

ρ0(0) = ρl, ρ0(1) = ρr, (
√

ρ0)xx(0) = (
√

ρ0)xx(1) = 0, j0x(0) = j0x(1) = 0 (3)
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を仮定し，密度の正値性と亜音速条件

inf
x∈Ω

ρ > 0, inf
x∈Ω

(K − τj2/ρ2) > 0 (4)

を満たすQHDの古典解を構成する．
一方，方程式系 (1)で形式的に τ = 0とすると，QDDモデル (5)が得られる．

ρt + jx = 0, (5a)

φxx = ρ − D, (5b)

j := −Kρx + ε2ρ

(
(
√

ρ)xx√
ρ

)

x

+ ρφx. (5c)

QDDモデル (5)に対する初期値及び境界値は，(2b)-(2d)で与える．

２　QDDモデルの古典極限について
　さらに，方程式系 (5)で形式的に τ = 0とすると，DDモデル (6)が得られる．

ρt + jx = 0, (6a)

φxx = ρ − D, (6b)

j := −Kρx + ρφx. (6c)

DDモデル (6)に対する初期値及び境界値は，(2b), (2c)で与える．DDモデルの
時間大域解の一意的存在と定常解の漸近安定性は西畑-鈴木 [3]により証明されて
いる．この結果は，DDモデルが放物-楕円型連立系であることから，大きな初期摂
動に対して成立している．QDDモデルとDDモデルの関係を考慮すると，ε � 1

のとき大きな初期値に対するQDDモデルの時間大域解が一意的に存在し，解は
定常解に漸近収束することが予想される．この予想は次の定理で肯定的に解決さ
れる．

定理 1 ([1])初期値 ρ0 ∈ H2(Ω)は密度の正値性と両立条件 ρ(0) = ρl, ρ(1) = ρrを
満たすとする．このとき，ある正定数 δ0が存在して，|ρl − ρr|+ |φr|+ ε ≤ δ0なら
ば，密度の正値性を満たす (2b)-(2d), (5)の時間大域解 (ρ− ρ̃, φ− φ̃) ∈ X(0,∞)×
C([0,∞); H4(Ω))が，一意的に存在する．ここで，(ρ̃, φ̃)はQDDの定常解とする．
さらに，解は指数関数的に定常解に収束し，評価式

‖(ρ − ρ̃)(t)‖1 + ‖(φ − φ̃)(t)‖3 + ‖(ε∂2
x{ρ − ρ̃}, ε∂4

x{φ − φ̃})(t)‖ ≤ Ce−αt

が成立する．ここで，C,αは t, εに依らない正定数である．

さらに ε → 0のとき，QDDの解がDDの解に収束することを示し，古典極限
を数学的に正当化することができた．
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定理 2 ([1]) 定理 1と同じ仮定をする．(ρε, φε)を定理 1で構成された QDDの
解，(ρ0, φ0)を西畑-鈴木 [3]で構成された DDの解とする．このとき，φε − φ0 ∈
C([0,∞); H4(Ω))であり，さらに εと tに依らない正定数C, βが存在して，

‖(ρε − ρ0)(t)‖1 + ‖(φε − φ0)(t)‖3 + ‖(ε∂2
x{ρε − ρ0}, ε∂4

x{φε − φ0})(t)‖ ≤ Cεβ

が成立する．

３　QHDモデルの緩和極限について
　定理 1で，QDDモデルは大きな初期値に対して時間大域解が存在し，漸近挙動
が定常解で与えられることを示した．一方，QHDモデルでは，定常解 (ρ̃, j̃, φ̃)の
十分近傍の初期値に対してのみ，時間大域解が構成され，定常解の漸近安定性が
証明されていた ([2])．従って，両モデルの関係を考慮すると，緩和時間 τ を十分
小さくとるならば，大きな初期値に対してQHDモデルの時間大域解が存在する
ことが予想される．実際，次の定理が成立する．

定理 3 初期値 (ρ0, j0)∈H4(Ω)×H3(Ω) は (3)と (4)を満たすとする．このとき，
ある正定数 δ1が存在して，|ρl − ρr| + φr + ε + τ ≤ δ1 ならば，(4)を満たす (1),

(2)の時間大域解 (ρ − ρ̃, j − j̃, φ − φ̃)∈X4(0,∞)× X3(0,∞)×X4(0,∞) が一意的
に存在し，指数関数的な速さで定常解に収束する：

‖(ρ − ρ̃)(t)‖2 + ‖(j − j̃)(t)‖1 + ‖(φ − φ̃)(t)‖4　
+ ‖(ε∂3

x{ρ − ρ̃}, ε2∂4
x{ρ − ρ̃},√τ∂2

x{j − j̃},√τε∂3
x{j − j̃})(t)‖ ≤ Ce−ᾱt.

ここで，C, ᾱは t, εと τ には依らない正定数である．

さらに，τ → 0のとき，QHDモデルの時間大域解がQDDモデルの大域解に収
束することを示した．

定理 4 定理 3と同じ仮定の下，(ρτ , jτ , φτ )を定理 3で構成されたQHDモデルの
解，(ρ0, j0, φ0)をQDDモデルの解とする．このとき，t，εと τ には依らない正定
数C，β̄が存在して，次の評価が任意の時刻 t ∈ (0,∞)で成立する．

‖(ρτ − ρ0)(t)‖2
1 + ‖(φτ − φ0)(t)‖2

3 ≤ Cτ β̄,

‖(jτ − j0)(t)‖2 ≤ ‖(jτ − j0)(0)‖2e−t/τ + Cτ β̄, (7)

‖(∂2
x{ρτ − ρ0}, ε∂3

x{ρτ − ρ0}, ε2∂4
x{ρτ − ρ0}, ∂x{jτ − j0})(t)‖2 ≤ Cτ β̄(t−1 + 1).

注意１ QDDモデルの初期値は密度 ρ0(x)のみで，初期時刻での電流値 j0(0, x)

は方程式 (5c)より定まる．一方，QHDモデルの初期時刻での電流値 jτ (0, x)は初
期値 j0(x)で与えられる為，一般的には両モデルの初期電流の差から初期層が生
じる．不等式 (7)の右辺第一項は，t → ∞または τ → 0で初期層が指数関数的に
減衰することを意味している．
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注意２ 本稿で紹介した全ての定理（定理 1から定理 4）は，緩和時間 τやスケー
ル・プランク定数 εが十分小さいならば，任意に大きな初期値に対して成立して
いる．

記号 非負の整数 k ≥ 0に対して，Hk(Ω)は L2(Ω)の意味で k階の Sobolev空間
を表し，そのノルムを ‖·‖kと書く．H0 = L2であり，このノルムは ‖·‖ := ‖·‖0と
する．また非負の整数 k, l ≥ 0に対して，Ck([0,∞); H l(Ω))はH l(Ω)に値をとり，
[0,∞)上において k階連続微分可能な関数空間を表す．Hk(0,∞; H l(Ω))はH l(Ω)

に値をとり，[0,∞)上 k − 1階連続微分可能で，k階までの導関数が L2可積分な
関数空間を表す．最後に関数空間Xi(0,∞)とX([0,∞))を，

Xi(0,∞) :=

[i/2]⋂

k=0

Ck([0,∞); H i−2k(Ω))，

X(0,∞) := C([0,∞); H2(Ω)) ∩ L2(0,∞; H4(Ω)) ∩ H1(0,∞; L2(Ω))

と定める．ここで [x]は xを超えない最大の整数を表す．
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f(x) .

(c) s : Bf → {1, · · · , m} s◦f =
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,

{x ∈ Bf : s(x) ≥ j}
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Somos sequences and determinant identities for theta functions

内田　幸寛

京都大学大学院理学研究科

1 はじめに

k を 4以上の自然数とする．複素数列 {sn}n∈Z が漸化式

snsn−k =

bk/2c∑
i=1

αisn−isn−k+i

を満たすとき，{sn}を Somos k数列 (Somos k sequence)という．ただし，bk/2cは k/2の切り捨てであ

る．特に，初期値が s0 = s1 = · · · = sk−1 = 1であり，係数 αi がすべて 1であるとき，{sn}を Somos (k)

数列 (Somos (k) sequence)という．Somos数列は，1980年代にMichael Somosによって，楕円テータ関

数の研究の中で考察された．また，楕円曲線の等分多項式から生じる elliptic divisibility sequenceは Somos

4数列の特別な場合である．

定義から，Somos (k)数列が有理数列であることは明らかである．実際には，k = 4, 5, 6, 7のとき，sn は

常に整数であることが証明されている．証明は，直接的なものの他に，Fomin, Zelevinsky [3]によるクラス

ター代数を使うものがある．これに対し，k = 8のときは整数でない項を含んでいることが確かめられる．実

際，s17 は整数でない．

k = 4, 5のとき，Somos k数列は楕円曲線とその上の点から構成されることが知られている．この関係は多

くの人々によって知られていたが，Hone [4]は次のようなWeierstrassの σ 関数による表示を得た．

定理 1.1. 一般の Somos 4数列 {sn}n∈Z は

sn = ABnσ(u+ nv)

σ(v)n2

と表せる．ただし，σ 関数は楕円曲線
y2 = 4x3 − g2x− g3

に対応し，A, B, u, v, g2, g3 は数列 sn から定まる複素数である．

本講演では，まず古典的なテータ関数の関係式から Somos 数列の漸化式が得られることを示す．次に，

Somos (6)数列という特定の Somos数列に対し，定理 1.1と同様の表示が得られることを示し，その応用と

して，Somos (6)数列の漸近的振る舞いを考察する．

以下で使われる記号を定義する．複素数を成分とする n次正方行列全体をMn(C)で表す．2n次交代行列

Aに対し，Aの Pfaffianを pf Aで表す．このとき，(pf A)2 = detAである．正整数 g に対し，g 次 Siegel
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上半空間 Hg を
Hg = {τ ∈ Mg(C)

∣∣ tτ = τ, Im τ は正定値 }

で定義する．複素数 z に対し，e(z) = exp(2π
√
−1z) と定義する．

2 テータ関数の行列式恒等式と Somos数列

まず，テータ関数の定義を復習する．

定義 2.1. a, b ∈ Rg, z ∈ Cg, τ ∈ Hg とする．指標付きテータ関数を

ϑ

[
a
b

]
(z, τ) =

∑
n∈Zg

e

(
1

2
t
(n+ a)τ(n+ a) +

t
(n+ a)(z + b)

)
で定義する．

以降で用いられるのは指標が半整数の場合，すなわち，a, b ∈ (1/2)Zg の場合である．このとき，指標つき

テータ関数は z について偶関数または奇関数になる．

1884年，Casparyと Frobeniusは独立に次の公式を証明した (cf. [1, p. 473, Ex. v])．

定理 2.2. n > 2g を整数とする．a, b ∈ (1/2)Zg, τ ∈ Hg, w1, w2, . . . , wn, z1, z2, . . . , zn ∈ Cg とする．こ

のとき，

det

(
ϑ

[
a
b

]
(wi + zj , τ) ϑ

[
a
b

]
(wi − zj , τ)

)
1≤i,j≤n

= 0.

この公式の系として，本質的にはWeierstrassによって証明された次の公式が得られる．

系 2.3. τ ∈ Hg, a, b ∈ (1/2)Zg とする．ϑ[ ab ](z, τ)が z について奇関数であるとする．n > 2g を偶数とし，

z1, z2, . . . , zn ∈ Cg とする．このとき，

pf

(
ϑ

[
a
b

]
(zi + zj , τ) ϑ

[
a
b

]
(zi − zj , τ)

)
1≤i,j≤n

= 0.

この公式を使うことで次の定理が証明できる．

定理 2.4. τ ∈ Hg, a, b ∈ (1/2)Zg とする．ϑ[ ab ](z, τ)が z について奇関数であるとする．数列 {sn}n∈Z を

sn = ABnCn2

ϑ

[
a
b

]
(u+ nv, τ) (1)

で定義する．ここで，A,B,C は 0でない複素数であり，u, v ∈ Cg である．このとき，数列 {sn}は漸化式

2g∑
i=0

αisn+isn−i = 0

を満たす．ただし，係数 αi は次のようにして定まる．

W =

(
ϑ

[
a
b

] (
(i+ j)v, τ

)
ϑ

[
a
b

] (
(i− j)v, τ

))
0≤i,j≤2g

とおき，Wk をW から第 k 行と第 k 列を取り除いて得られる 2g 次交代行列とする．このとき，

αk =
(−1)k pfWk

C2k2 .
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注意 2.5. 定理 2.4において，α2g 6= 0のとき，{sn}は Somos 2g+1 数列である．g = 1のときは定理 1.1か

らこのことの逆が成り立つ．しかし，g ≥ 2のときは成り立たない．実際，後で述べるように，Somos (8)数

列は (1)の形に書けない．また，後で述べる Somos (6)数列の場合は，g = 2, α4 = 0となっている．

定理 2.2を用いることで，Somos数列に関する次の恒等式を得る．

定理 2.6. {sn}n∈Z を (1) で定義される数列とする．r > 2g を整数として，m1,m2, . . . ,mr, n1, n2, . . . , nr

を整数とする．このとき，
det

(
smi+njsmi−nj

)
1≤i,j≤r

= 0. (2)

注意 2.7. g = 1, r = 3のとき，{sn}は Somos 4数列であり，定理 2.6はMa [5]によって証明されている．

注意 2.8. 定理 2.6を，ある Somos数列が (1)の形に表されないことを証明するために使うことができる．例

えば，g = 2, r = 5のとき，Somos (8)数列は定理 2.6の関係式を満たさない．したがって，2次元のテータ

関数で (1)の形に表すことはできない．

3 Somos (6)数列と超楕円曲線の有理点

Somos [6] は 1993 年，Somos (6) 数列 {sn}n∈Z について，テータ級数による次の明示公式を得た．関数

f(x, y)を

f(x, y) = c1c
xy
2

∑
k1,k2∈Z

(−1)k2c
k2
1

3 c
k2
2

4 ck1k2
5 cos(c6k1x+ c7k2y)

で定義したとき，
sn = f(n− 2.5, n− 2.5).

ただし，c1, c2, . . . , c7 は近似的に得られる実定数である．

2000年，van Wamelenはこのテータ級数に対応する種数 2の曲線の定義方程式を計算し，次の結果を得た．

y2 = 8x5 + 213x4 + 366x3 − 773x2 + 394x− 63.

超楕円 σ 関数の理論を用いるために，変数変換して得られる方程式

y2 = x5 + 218x4 + 3790x3 − 39400x2 + 112425x− 102650

で定まる曲線を C とし，その無限遠点を∞とする．
定理を述べるために，超楕円 σ 関数について述べる．詳細は [8]およびその中で挙げられている文献を参照

していただきたい．J を C の Jacobi多様体とする．このとき群同型 Pic0(C)
∼−→ J が存在する．また，周期

行列 ω′, ω′′ ∈ M2(C)があって，Λ = ω′Z2 + ω′′Z2 が C2 の格子となり，解析的同型 J(C) ∼= C2/Λが存在す

る．さらに，周期行列 η′, η′′ ∈ M2(C)があって，ω′, ω′′, η′, η′′ は一般化 Legendre関係式と呼ばれる関係式を

満たす．超楕円 σ 関数 σ : C2 → Cを

σ(u) = c exp

(
1

2
tuη′ω′−1u

)
ϑ

[
δ′′

δ′

]
(ω−1u, ω′−1ω′′)

で定義する．ただし，cは定数，δ′′ =
t
(1/2, 1/2), δ′ =

t
(1, 1/2)である．このとき σ(u)は奇関数である．

Somos (6)数列のテータ級数による表示を超楕円 σ 関数で書き直すことで，次の定理を得る．
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定理 3.1. P,Q ∈ J(Q)を同型 Pic0(C)
∼−→ J によって次のように対応する点とする．

(35− 4
√
65, 41280− 5120

√
65) + (35 + 4

√
65, 41280 + 5120

√
65)− 2∞ 7→ P,

(−81− 8
√
109, 72832 + 6976

√
109) + (−81 + 8

√
109, 72832− 6976

√
109)− 2∞ 7→ Q.

J(C)と C2/Λを同一視したときに，u mod Λ = P , v mod Λ = Qとなる u, v ∈ C2 を取る．数列 {sn}n∈Z を

sn = ABnCn2 σ(u+ nv)

σ(v)n2

で定義する．ただし，

A =
1

σ(u)
, B =

16
√
5σ(u+ v)

σ(u)σ(v)
, C =

1

16
√
5

である．このとき，{sn}は Somos (6)数列である．すなわち，

s0 = s1 = · · · = s5 = 1,

sn+3sn−3 = sn+2sn−2 + sn+1sn−1 + s2n.

Somosによる表示には近似的なパラメータが入っているが，定理 3.1に現れる定数はすべて厳密に定まった

値であることに注意する．定理 2.6と定理 3.1によって，Somos (6)数列は r ≥ 5に対して (2)を満たすこと

がわかる．

定理 3.1を用いることで，Somos (6)数列の大きさの漸近的な振る舞いが分かる．

定理 3.2. 定理 3.1と同じ記号を用いる．v′, v′′ を v = ω′v′ + ω′′v′′ を満たす R2 の元とする．このとき，

lim
n→∞

1

n2
log |sn| = − log(16

√
5)− log

∣∣∣∣exp(−1

2
tv(η′v′ + η′′v′′)

)
σ(v)

∣∣∣∣
= 0.080774 . . .

右辺の − log
∣∣exp(−(1/2)tv(η′v′ + η′′v′′)

)
σ(v)

∣∣ は Archimedes 素点における点 Q の標準局所高さである

ことを注意しておく (cf. [7])．定理 3.2の証明には，Faltings [2]による Abel多様体上の Diophantus近似の

結果を用いる．したがって，ある代数体K があって，J 上の点 P , QがK 有理点であることが証明に必要で

ある．
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境界底タングルの普遍 sl2不変量について

鈴木　咲衣
京都大学数理解析研究所

1 概要
底タングルとは立方体 [0, 1]3の中のタングルで，境界が底に一列に並び，一つの紐の２

つの境界が隣り合っているようなもののことをいう．ただし，閉じた成分は含まない．任
意の絡み目のイソトピー類は底タングルの境界を閉じることにより得られる．

R3内の任意の結び目Kは，R3に埋め込まれたコンパクトで向き付けられた曲面の境界と
なる．そのような曲面をK のザイフェルト曲面と呼ぶ．絡み目 L = L1 ∪ · · · ∪Ln は，各
成分 Liが互いに交わりを持たないザイフェルト曲面を張るときに境界絡み目と呼ばれる．

１成分底タングル T を [0, 1]3の底の直線で閉じた結び目K を考える．K は [0, 1]3に埋め
込まれたコンパクトで向き付けられた曲面を張る．そのような曲面を底タングル T のザ
イフェルト曲面と呼ぶ．底タングル T = T1 ∪ · · · ∪ Tn は，各成分 Tiが互いに交わりを持
たないザイフェルト曲面を張るときに境界絡み目と呼ばれる．
任意のリボンHopf代数 U とその有限次元表現を与えるごとに，絡み目の不変量を構成
することが出来る [5]．普遍不変量とは，リボンHopf代数 U から定義され，先の不変量に
対して普遍性を持つような，タングルと絡み目の不変量である [3, 4]．リー環 sl2 の量子
展開環 Uh(sl2)は完備化されたリボンQ[[h]]-Hopf代数である．リボン Hopf代数 Uh(sl2)
から得られる普遍不変量を普遍 sl2不変量と呼ぶ．この講演では，境界底タングルの普遍
sl2 不変量の代数的性質を紹介する．
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図 1: 基本図．向きは任意．

2 底タングルの普遍 sl2不変量と色つきJones多項式
hを不定元とした形式的冪級数環をQ[[h]]と書く．量子展開環 Uh(sl2)とは，トポロジ

カルにH,E,F で生成され，関係式

HE − EH = 2E, HF − FH = −2F, EF − FE =
K − K−1

q1/2 − q−1/2
,

で定義される h進完備 Q[[h]]-代数である．ただし，

q = exp h, K = qH/2 = exp
hH

2

と置いた．Uh(sl2)の完備化された n重テンソル積を Uh(sl2)⊗̂nと書く．上で定義された
代数 Uh(sl2)は，(完備化された)リボンホップ代数構造を持つ（cf. [2]）．

[i]q =
qi − 1
q − 1

, [n]q! = [n]q[n − 1]q · · · [1]q, i ∈ Z, n ≥ 0,

e = q−1/2(q − 1)E, F̃ (i) =
F iKi

[i]q!
, i ≥ 1,

D = q
1
4 H⊗H = exp

(h

4
H ⊗ H

)
,

とおくと，普遍 R-行列は，

R = D

( ∑

n≥0

q
1
2 n(n−1)F̃ (n)K−n ⊗ en

)
∈ Uh(sl2)⊗̂2， (1)

R−1 = D−1

( ∑

n≥0

(−1)nF̃ (n) ⊗ K−nen

)
∈ Uh(sl2)⊗̂2 (2)

で与えられる．
底タングル T = T1 ∪ · · · ∪ Tnに対して，T の普遍 sl2不変量 JT ∈ Uh(sl2)⊗̂nを以下で
定める．まず T の図式 P を一つ選び，その交点の集合を C(P )とおく．ただし P は基本
図（図 1参照）を縦と横につなげて得られる絡み目図式とする．射

s : C(P ) → {0, 1, 2, . . .}

を図式P のステイトと呼ぶ．図式P のステイトの集合をS(P )と書く．各ステイト s ∈ S(P )
に対して，Uh(sl2)⊗̂nの元 J(P, s)を以下で定める．まず図式 P の各基本図 に対して，図
2 のようにラベルを張る．（図 2 にない基本図にはラベルを張らない．）ここで “S′” は，紐
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図 2: 基本図へのラベルの置き方．ただし R±1 = D±1
∑

n≥0 R±
n とおいた．

の向きが下向きのとき idに，上向きのとき Sにおき換える．J(P, s) ∈ Uh(sl2)⊗̂nのテン
ソル積の i成分を，Ti 成分に置かれたラベルの積で定義する．ここで，ラベルは紐を逆
向きにたどりながら読み，読んだ順に左から右へ書く，という方法で積をとる．すると，
J(P, s)のステイト和

JT =
∑

s∈S(P )

J(P, s)

は T の図式の取り方によらない値となり，底タングルの不変量を定める (cf. [4])．
次に普遍 sl2 不変量と色つき Jones多項式の関係を述べる．

ρi : Uh(sl2) → End(Wi), i = 1, . . . , n

を Uh(sl2)の有限次元表現とする．Wi に付随する射 trWi
q : Uh(sl2) → Q[[h]]，

trWi
q (x) = tr(ρi(K−1x)), x ∈ Uh(sl2)

を量子トレースと呼ぶ．Uh(sl2)に付随したReshetikhinとTuraevの不変量（色つき Jones
多項式）は，ローラン多項式環 Z[q1/4, q−1/4]に値をもつ．絡み目 L = L1 ∪ · · · ∪Lnが底
タングル T = T1 ∪ · · · ∪ Tnを閉じて得られるとする．各 LiにWiを対応させて得られる
Lの色つき Jones多項式を JL;W1,...,Wn と書く．このとき

JL;W1,...,Wn = (trW1
q ⊗ · · · ⊗ trWn

q )(JT ).

が成り立つ．

3 主定理とその応用
K±2, e, F̃ (i), i ≥ 1で生成される Uh(sl2)の Z[q, q−1]-部分代数を Uev

q とする．Uev
q の，

フィルトレーション Fk(Uev
q ) = Uev

q ekUev
q , k ≥ 0を用いた完備化を Ũev

q とする．すなわち

Ũev
q = Image

(
lim←−

k

Uev
q /Fk(Uev

q ) → Uh(sl2)
)
.

同様に，(Uev
q )⊗n の，フィルトレーション

Fk((Uev
q )⊗n) =

n∑

i=1

(Uev
q )⊗i−1 ⊗Fk(Uev

q ) ⊗ (Uev
q )⊗n−i, k ≥ 0
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を用いた完備化を (Ũev
q )⊗̃n とする．フレーミング 0 の n 成分底タングルの普遍 sl2 不

変量は (Ũev
q )⊗̃n に含まれることが知られている（cf. [2]）．K±2, e, (q − 1)FK で生成

される Uh(sl2) の Z[q, q−1]-部分代数を Ūev
q とする．(Ūev

q )⊗n の，フィルトレーション
Fk((Ūev

q )⊗n) = Fk((Uev
q )⊗n) ∩ (Ūev

q )⊗n, k ≥ 0を用いた完備化を (Ūev
q )˜⊗̃n とする．

定理 1. T をフレーミング 0の n成分境界底タングルとする．このとき JT ∈ (Ūev
q )˜⊗̃n

が成り立つ．

次に主定理の応用を紹介する．Q(q1/2)-加群

SpanQ(q1/2){Vl | l ≥ 1}, Vl : l次元既約表現

にテンソル積で積を定めた環をRとする．l ≥ 0に対して，

Pl =
l−1∏

i=0

(V2 − qi+ 1
2 − q−i− 1

2 ) ∈ R

とおく．先の部分代数 (Ūev
q )˜⊗̃n から量子トレース trPl1

q ⊗ · · · ⊗ trPln
q を取ることにより

次の定理が得られる．

定理 2. T をフレーミング 0の n成分境界底タングルとする．このとき次が成り立つ．

JL;Pl1 ,...,Pln
∈ {2lj + 1}!

{1} Il1 · · · Îlj · · · Iln ,

ただし

{l} = ql/2 − q−l/2, {l}! = {l}{l − 1} · · · {1},
Il =〈{l − k}!{k}!{l}! | k = 0, . . . , l〉ideal in Z[q1/2,q−1/2].
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球上における非線形シュレディンガー方程式
の定在波の安定性について

菊池 弘明 (北海道大学大学院理学研究院)∗

1 Introduction

次の方程式について考える:

{
i∂tu + Δu + |u|p−1u = 0, (t, x) ∈ R × B1,

u = 0, (t, x) ∈ R × ∂B1.
(1)

ここで, B1 = {x ∈ RN | |x| < 1}, N ≥ 1, 1 < p < 2∗−1であり, 2∗ ∈ R+はN = 1

または 2のときは, 2∗ = ∞, N ≥ 3ならば, 2∗ = 2N/(N − 2)とする. 方程式 (1)

はN = 2, p = 3のとき, 光ファイバー中のレーザービームの伝播を記述するモデ
ル方程式になっている.

以下では, 方程式 (1)のエネルギー空間H1
0 (B1)での局所適切性が成立するもの

として話を進める. つまり, 次を仮定する:

Assumption 1. 任意の u0 ∈ H1
0 (B1)に対して, ある T = T (‖u0‖H1) > 0と

u|t=0 = u0 となる方程式 (1)の解 u ∈ C([0, T ), H1
0 (B1))が存在して, 次の 2つの保

存則を満たす:

EB(u(t)) = E(u0), ‖u(t)‖L2(B1) = ‖u0‖L2(B1),

ここで, EB ∈ C2(H1
0 (B1), R)は

EB(u) =
1

2
‖∇u‖2

L2(B1) −
1

p + 1
‖u‖p+1

Lp+1(B1)

と定義する.

Remark 2. N = 1, 2かつ p ∈ (1, 3]のときは, Ogawa-Ozawa [6]により, 上の仮
定が成立することが証明されている.

∗この講演は福泉麗佳氏 (東北大学大学院情報科学研究科) との共同研究に基づく.
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この講演では, 方程式 (1)の定在波の安定性について考える. ここで, 定在波と
は, u(t, x) = eiωtQω(x), ω ∈ Rという形をした方程式 (1)の解である. このとき,

Qω �= 0は次を満たす:
{

−ΔQ + ωQ − |Q|p−1Q = 0, x ∈ B1,

Q = 0, x ∈ ∂B1.
(2)

このとき, Sω ∈ C2(H1
0 (B1), R)を

Sω(u) = EB(u) +
ω

2
‖u‖2

L2(B1) =
1

2
‖∇u‖2

L2(B1) +
ω

2
‖u‖2

L2(B1) −
1

p + 1
‖u‖p+1

Lp+1(B1)

とおくと, u ∈ H1
0 (B1)が方程式 (2) の解であることと Sωの臨界点であることは

同値になることに注意する. 方程式 (2)の解は無限個存在することが知られてい
るが, ここでは基底状態のみ着目する. 基底状態とは, 方程式 (2)の非自明解のな
かで, Sωの値を最小にする解のことである. このとき, ω > −λ1ならば, 基底状態
は一意的に存在し, さらに球対称で, 動径方向に関して単調減少であることが知
られている. ここで, λ1は−Δ in B1 の第 1固有値である. (球対称性については,

Gidas, Ni and Nirenberg [3], 一意性については, Zhang [7], Kwong and Li [5]を
参照されたい).

Definition 3. Qω を (2)の基底状態とする. このとき, eiωtQω が安定であると
は, 任意の ε > 0に対して, ある δ > 0 が存在して, ‖u0 − Qω‖H1 < δ ならば,

supt>0 infθ∈R ‖u(t) − eiθQω‖H1 < ε となることである. ここで, u(t)は u|t=0 = u0

とする方程式 (1)の解である. 安定でないとき不安定であるという.

主定理を述べる前に過去の結果を紹介する. 領域を全空間にした方程式,つまり,

i∂tu + Δu + |u|p−1u = 0, (t, x) ∈ R × RN (3)

については, 定在波 eiωtRωは, すべての ω > 0 に対して, 1 < p < 1 + 4/N ならば
安定であり, 1 + 4/N ≤ p < 2∗ − 1ならば不安定となることが知られている (例え
ば, Cazenave [1]等を参照されたい). ここで, Rωは方程式 (3)の基底状態である.

方程式 (1)については, Fibichi and Merle [2]が数値計算を用いて, p = 1+4/Nの
ときは, 方程式 (3)とは異なり, 定在波 eiωtQω は安定となることを予想している.

今回は p = 1 + 4/N を含む以下の結果を得た:

Theorem 4. 　 N ≥ 1, Qωを (2)の基底状態とする. すると, 次が成り立つ:

(i) 1 < p < 2∗ − 1とする. ある ε0 > 0が存在して, ω ∈ (−λ1,−λ1 + ε)ならば,

定在波 eiωtQωは安定である,

(ii) 1 < p ≤ 1 + 4/N とする. ある ω1 > 0 が存在して, ω ∈ (ω1,∞)ならば, 定
在波 eiωtQωは安定である,

(iii) 1 + 4/N < p < 2∗ − 1とする. ある ω2 > 0が存在して, ω ∈ (ω2,∞)ならば,

定在波 eiωtQωは不安定である.
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さらに, N = 1に限れば次のことが得られる:

Theorem 5. N = 1, Qω を (2)の基底状態とする. 1 < p ≤ 1 + 4/N のとき,

ω > −λ1ならば, 定在波 eiωtQωは安定である.

2 p = 1 + 4/Nでの全空間と単位球の違い
このセクションでは, 何が原因して, p = 1 + 4/N のときで, 領域が全空間と単
位球で安定性の結果が異なるのかを述べる. その答えを最初に言うと, それは基
底状態のエネルギーの値が異なることである. まず, p = 1 + 4/Nのときの全空間
の場合について簡単に振り返る. ERN ∈ C2(H1

0 (B1), R)を

ERN (u) =
1

2
‖∇u‖2

L2(RN ) −
1

p + 1
‖u‖p+1

Lp+1(RN )

と定義すると,汎関数ERN は方程式 (3)の保存量であることが分かる. そして, Rω

を (3)の基底状態とすると,簡単な計算により, p = 1+4/Nのときは, ERN (Rω) = 0

となることが従う. 各 s > 1に対して, us ∈ C([0, T ), H1(RN))を us|t=0 = sRωを
満たす (3)の解とすると, usは存在する限り, 次の virial 等式

d2

dt2

∫
|x|2|us(t)|2dx = 16ERN (us(t))

を満たし, 上の等式とエネルギーERN は保存量であるから,

d2

dt2

∫
|x|2|us(t)|2dx = 16ERN (sRω)

= 16s2

(
1

2
‖∇Rω‖2

L2(RN ) −
sp−1

p + 1
‖Rω‖p+1

Lp+1(RN )

)

< 0.

仮に解 usが時間大域的に存在するとする. すると, 上の式から十分時間が経つ
と,

∫ |x|2|us(t)|2dx < 0となるので矛盾である. よって, 解 usは有限時間で爆発
する. また, 明らかに sRω → Rω in H1(RN) as s → 1となるので, これから定在
波 eiωtRωは不安定であることが分かる. このように, エネルギーの値が 0だと容
易に不安定性が示せる.

次に単位球の場合について考える. この場合も基底状態のエネルギーは計算
出来,

EB(Qω) =
1

2
|∂rQω(1)|2 (4)

である. このことから, エネルギーの値は正であるため, 全空間のときに不安定性
を示すのに用いた議論をすることは出来なく, 逆に次の安定性の十分条件を確か
めることが出来る.
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Proposition 6. Qω ∈ H1
0 (B1)を方程式 (2)の基底状態とする. すると, ∂ω‖Qω‖2

L2 >

0ならば, 定在波 eiωtQωは安定となる.

S ′
ω(Qω) = 0に注意すると,

ω∂ω‖Qω‖2
L2 = −2

∫
(−ΔQω − Qp

ω)∂ωQωdx = −2∂ωEB(Qω)

となる. EB(Qω) = |∂rQω(1)|2/2であるから, ∂ωEB(Qω) = ∂rQω(1)∂rωQω(1)が従
う. そして, Qω(r)は rに関して狭義単調減少であるから, ∂rQω(1) < 0となるこ
とに注意すると, ∂ω‖Qω‖2

L2 の符号を調べるには, ∂rωQω(1)の符号を調べればよい
ことが分かる. ∂ωQωは

−Δv + ωv − pQp−1
ω v = −Qω

を満たす. このとき, ∂ωQω を rescaleして, 振動数ωに関して極限をとることで全
空間RN の基底状態Rωに帰着させること出来, ∂rωQω(1)の符号を解析すること
が可能となる. N = 1のときは, ∂rωQω(1) の符号を調べるには, ∂ωQω の零点を
調べれば十分であることが分かるため, 定理 5 を得ることが出来る.
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Strong consistency for Bayesian estimator with
approximations∗

A. Kohatsu-Higa†, N. Vayatis‡, Kazuhiro Yasuda§

Abstract. We consider the asymptotic behavior of a Bayesian parameter estimation method
under discrete stationary observations. We suppose that the transition density of the data is un-
known, and therefore we approximate it using a kernel density estimation method applied to the
Monte Carlo simulations of approximations of the theoretical random variables generating the
observations. In this article, we estimate the error between the theoretical estimator, which as-
sumes the knowledge of the transition density and its approximation which uses the simulation.
We prove the strong consistency of the approximated estimator and find the order of the error.

1 Settings

Let∆ > 0 be a time interval of observations.

(i). (Observation process).Let {Yi∆}i=0,1,...,N be a sequence ofN+1-observations of a Markov
chain having transition densitypθ0(y,z) and known invariant measureµθ0. SetYi := Yi∆.

(ii). (Evaluation process). Denote byXy(θ) a random variable defined such that its law is
given bypθ(y, ·).

(iii). (Approximated process). Denote byXy
(m)(θ) the simulation of the evaluationXy(θ). m

is the parameter that determines the quality of the approximation. Denote by ˜pN
θ
(y,z) =

p̃m(N)
θ

(y,z) the transition density for the processXy
(m)(θ).

(iv). (Approximated transition density). Let K : R→ R be a kernel which satisfies
∫

K(x)dx=
1 andK(x) > 0 for all x. Denote by ˆpN

θ
(y,z;ω̂) the kernel density estimate of ˜pN

θ
(y,z) based

on n simulated (independent and identically distributed) copies ofXy
(m)(θ) and denoted by

Xy,(k)
(m) (θ, ·), k = 1, ...,n; for h > 0,

p̂N
θ (y,z;ω̂) := p̂N

θ (y,z;ω̂; m(N), h(N), n(N)) :=
1

n(N)h(N)

n
∑

k=1

K

















Xy,(k)
(m(N))(θ, ω̂) − z

h(N)

















.

(v). For givenm, we introduce the “average” transition density over all trajectories with respect
to the kernelK;

p̄N
θ (y,z) := p̄N

θ (y,z;m(N), h(N)) := Ê
[

p̂N
θ (y,z;·)

]

= Ê

















1
h(N)

K

















Xy,(1)
(m(N))(θ, ·) − z

h(N)

































.

∗This paper is an abbreviated version of Kohatsu-Higa et al. [1].
†Osaka university and JST. The present research has been supported by research grants of the Japanese govern-

ment.
‡ENS de Cachan.
§Hosei university. e-mail: kyasuda@hosei.ac.jp
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Our purpose is to estimate the posterior expectation of a functionf ∈ C1(Θ) given the data;

EN[ f ] := Eθ[ f |Y0, ...,YN] =
IN( f )
IN(1)

:=

∫

Θ
f (θ)qθ(YN

0 )π(θ)dθ
∫

Θ
qθ(YN

0 )π(θ)dθ
,

whereqθ(YN
0 ) = qθ(Y0, ...,YN) = µθ(Y0)

∏N
j=1 pθ(Yj−1,Yj) is the joint density of (Y0,Y1, ...,YN)

and letΘ := [θ l , θu] (−∞ < θl < θu < +∞) be the parameter set. We assume thatθ0 ∈ (θl , θu).
We propose to estimate this quantity on the basis of simulated instances of the process;

Ên
N,m[ f ] :=

În
N,m( f )

În
N,m(1)

:=

∫

Θ
f (θ)q̂N

θ
(YN

0 )π(θ)dθ
∫

Θ
q̂N
θ
(YN

0 )π(θ)dθ
,

whereq̂N
θ
(YN

0 ) := µθ(Y0)
∏N

j=1 p̂N
θ
(Yj−1,Yj).

2 Main Theorem

We will give main assumptions.

Assumption 2.1 We assume the following

(1). (Observation process){Yi}i=0,1,...,N is anα-mixing process withαn = O(n−5) and has an
invariant measureµθ0(y).

(2). (Identifiability) Assume that there exists a positive function c1 such that
∫

|pθ(y,z)− pθ0(y,z)|dz≥ c1(y)|θ− θ0|,

and C1(θ0) :=
∫

c1(y)2µθ0(y)dy∈ (0,+∞).

And also assume that there exists a positive function c2 such that

inf
N

∫

∣

∣

∣p̄N
θ (y,z)− p̄N

θ0
(y,z)

∣

∣

∣ dz≥ c2(y)|θ− θ0|,

and C2(θ0) :=
∫

c2(y)2µθ0(y)dy∈ (0,+∞).

(3). (Parameter tuning)

(a). We assume the following boundedness;

sup
N

sup
θ∈Θ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
√

N

N−1
∑

i=0

(

∂

∂θ
ln p̂N

θ (Yi ,Yi+1, ω̂) − ∂
∂θ

ln p̄N
θ (Yi ,Yi+1)

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< +∞ a.s.

(b). Assume that for each y,z ∈ R, there exists a factor CN1 (y,z)and c1(y,z)such that
∣

∣

∣pθ0(y,z)− p̄N
θ0

(y,z)
∣

∣

∣ ≤ CN
1 (y,z)a1(N),

wheresupN CN
1 (y,z)< +∞ and a1(N)→ 0 as N→ ∞, and

CN
1 (y,z)a1(N)

√
N < c1(y,z),

where c1 satisfies the following;

sup
N

sup
θ∈Θ

" ∣

∣

∣

∣

∣

∂

∂θ
ln p̄N

θ (y,z)
∣

∣

∣

∣

∣

c1(y,z)µθ0(y)dydz< +∞.
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(c). There exist some function gN : R2 → R and constant a2(N), which depends on N,
such that for all y,z ∈ R

sup
θ∈Θ

∣

∣

∣

∣

∣

∂

∂θ
ln p̄N

θ (y,z)− ∂
∂θ

ln pθ(y,z)
∣

∣

∣

∣

∣

≤ |gN(y,z)|a2(N),

wheresupN Eθ0[|gN(Y0,Y1)|4] < +∞ and a2(N)→ 0 as N→ ∞.

Theorem 2.2 Under Assumption 2.1 and certain assumptions, there exists some positive ran-
dom variableΞ such thatΞ < +∞ a.s. and

∣

∣

∣EN[ f ] − Ên
N,m[ f ]

∣

∣

∣ ≤ Ξ
√

N
a.s.

And also, we have

|EN[ f ] − f (θ0)| ≤
Ξ1√

N
a.s., and

∣

∣

∣Ên
N,m[ f ] − f (θ0)

∣

∣

∣ ≤ Ξ2√
N

a.s.,

whereΞ1 is some positive random variable withΞ1 < +∞ a.s.andΞ2 is some positive random
variable withΞ2 < +∞ a.s.

Remark 2.3 From Assumption 2.1 (iii), we have a parameter tunning result which relates the
number of data N, the number of time-steps used in the approximation process m, the number
of the Monte-Carlo simulations n and the bandwidth size of the kernel density estimation h.

3 Outline of Proof

First we introduce some notation. Letp,q : R2 → R+ be strictly positive functions of two
variables. Then let

H(p,q) :=
"

(

ln p(y,z)
)

q(y,z)µθ0(y)dydz,

ZN(θ) :=
1
√

N

N−1
∑

i=0

{

ln pθ(Yi ,Yi+1) − H(pθ, pθ0)
}

,

ε(θ) := H(pθ, pθ0) − H(pθ0, pθ0),

βN(θ) := ZN(θ) − ZN(θ0).

And also we set;

Z̄N(θ) :=
1
√

N

N−1
∑

i=0

(

ln p̂N
θ (Yi ,Yi+1) − H

(

p̄N
θ , p̄

N
θ0

))

,

ε̄N(θ) := H
(

p̄N
θ , p̄

N
θ0

)

− H
(

p̄N
θ0
, p̄N
θ0

)

,

β̄N(θ) := Z̄N(θ) − Z̄N(θ0).

SetΘ0 := Θ \ {θ0}. The following proposition states the properties that are needed to achieve
the proof of Theorem 2.2
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Proposition 3.1 Under Assumption 2.1 and certain assumptions,

(i). There exist some strictly negative constant c1, c2 such that

c1 ≤ inf
θ∈Θ0

ε(θ)
(θ − θ0)2

≤ sup
θ∈Θ0

ε(θ)
(θ − θ0)2

≤ c2 < 0.

(ii). There exist some random variable d1, d2 such that

d1 ≤ inf
N

inf
θ∈Θ0

βN(θ)
θ − θ0

≤ sup
N

sup
θ∈Θ0

βN(θ)
θ − θ0

≤ d2 a.s.

(iii). There exist some strictly negative constant c3, c4 such that

c3 ≤ inf
N

inf
θ∈Θ0

ε̄N(θ)
(θ − θ0)2

≤ sup
N

sup
θ∈Θ0

ε̄N(θ)
(θ − θ0)2

≤ c4 < 0.

(iv). There exist some random variable d3, d4 such that

d3 ≤ inf
N

inf
θ∈Θ0

β̄N(θ)
θ − θ0

≤ sup
N

sup
θ∈Θ0

β̄N(θ)
θ − θ0

≤ d4 a.s.

You can find the proof of this proposition in Kohatsu-Higa et al. [1]. We give the outline of the
proof of Theorem 2.2 using the results of Proposition 3.1.
Idea of the Proof of Theorem 2.2.We decompose the approximation error as follows;

EN[ f ] − Ên
N,m[ f ] =

(

IN( f ) − f (θ0)IN(1)
IN(1)

)

−














În
N,m( f ) − f (θ0)În

N,m(1)

În
N,m(1)















.

The goal is then to prove that there exists some random variableC1 andC2 such that

∣

∣

∣

∣

∣

IN( f ) − f (θ0)IN(1)
IN(1)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C1√
N

a.s., and

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

În
N,m( f ) − f (θ0)În

N,m(1)

În
N,m(1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C2√
N

a.s.

Indeed, we can writeIN( f ) and În
N,m( f ) as follows;

IN( f ) = eNH(pθ0 ,pθ0)+
√

NZN(θ0)

∫

Θ0

f (θ)eNε(θ)+
√

NβN(θ)µθ(Y0)π(θ)dθ,

In
N,m( f ) = eNH(p̄N

θ0
,p̄N
θ0

)+
√

NZ̄N(θ0)
∫

Θ0

f (θ)eNε̄(θ)+
√

Nβ̄N(θ)µθ(Y0)π(θ)dθ.

Then by using the Laplace method and Proposition 3.1, we have our conclusion. In fact, asN

goes to infinity the leading term in the quotientsIN( f )
IN(1) and

În
N,m( f )

În
N,m(1)

are determined byε(θ) andε̄(θ)

due to Proposition 3.1. Their behavior is similar to Gaussian integrals where the variance tends
to zero and therefore the integrals will tend to the value in their “mean” which in this case isθ0
as it follows from Proposition 3.1. Details can be found in Kohatsu-Higa et al. [1].�
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The Deuring-Shafarevich formula for a p-rank of

Jacobi variety

塩見大輔 (名古屋大学)

素数 pを一つ固定し, Fqを q = pe個からなる有限体, Fqをその代数的閉包とす
る. 有限体 Fq上の一変数代数関数体Kに対し, JKをK · Fqの Fq 上のヤコビ多様
体（=次数 0の因子類群)とする. 任意の素数 lに対して, JK(l)を JK の l-torsion

group とする. アーベル多様体の理論から, JK(l)の群構造に関して次の結果が成
り立つ.

JK(l) ≃
{ ⊕2gK

i=1 Ql/Zl l 6= pのとき,⊕λK

i=1 Qp/Zp l = pのとき.
(1)

ここで, gK は K の種数であり, λK はK の Hasse-Witt不変量と呼ばれる量であ
る. 一般的に, 種数とHasse-Witt不変量の間には, 0 ≤ λK ≤ gK という関係が成
り立つ. 特に, λK = 0のとき, Kを super-singularと呼び, λK = gK のとき, K を
ordinaryと呼ぶ.

代数関数体の種数に関して, Riemman-Hurwitzの公式と呼ばれる古くから知ら
れている次の関係式がある.

Theorem 1. (Riemman-Hurwitzの公式) 体 LをKの geometricな有限次分離拡
大とするとき,

2gL − 2 = [L : K](2gK − 2) + degL DL/K . (2)

ただし, DL/K は L/Kの differentである.

特に, L/Kを素数 l次巡回拡大 (l 6= p)とすれば, DL/Kを具体的に計算すること
ができて,

2gL − 2 = l(2gK − 2) +
∑

P:prime

(e
P
− 1) degL P. (3)

ただし, e
P
は素点 P の L/K における分岐指数である. 等式 (1)から, Riemman-

Hurwitzの公式はヤコビ多様体の l-rank (l 6= p)に関する関係式とみなすことがで
きる.

次に, ヤコビ多様体の p-rankについて述べる. この場合, Riemman-Hurwitzの
公式に比べると適用できる範囲が限られるが, 次の定理が知られている.
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Theorem 2. (Deuring-Shafarevich の公式) 体 Lを K の次数 pの geometric な
cyclic-拡大とするとき,

λL − 1 = p(λK − 1) +
∑

P:prime

(e
P
− 1) degL P. (4)

等式 (3)と比較すると, Riemman-Hurwitzの公式と酷似していることが分かる.

等式 (4)を繰り返し用いることで Galois p-拡大まで拡張することはできるが,一般
に non-p-拡大や non-Galois-拡大に関しては反例が知られている.

Deuring-Shafarevichの公式は, Deuring [De] によって L/K が分岐するケース
で証明された (ただし, この論文にはいくつかの誤りがある). 不分岐のケースに
は, 1954年に Shafarevich [Sha] が証明を与えている. 最終的には, Subrao [Su] が
Artin-Scherier 曲線を調べることで, 分岐するケースも含めて完全な証明を与えて
いる. 現在までに, Deuring-Shafarevichの公式に関して, いくつかの別証明が知ら
れている.

本論文では, 合同ゼータ関数の零点の modulo pでの関係式を用いた Deuring-

Shafarevichの公式の別証明について述べる.

1 合同ゼータ関数
まず, 証明の準備として, 合同ゼータ関数の基本的性質について説明をする. 合

同ゼータ関数の詳細については [Ro]を参考のこと.

有限体 Fq上の一変数代数関数体Kに対し, その合同ゼータ関数を

ζ(s, K) =
∏

P:prime

(
1 − 1

NPs

)
−1

(5)

と定義する. ただし, NPは Pの剰余類体の元の個数とする. このとき, 上のオイ
ラー積はRe(s) > 1で広義一様絶対収束し, その領域で正則関数となる. 合同ゼー
タ関数 ζ(s, K)は, 整数係数多項式ZK(X)によって,

ζ(s, K) =
ZK(q−s)

(1 − q1−s)(1 − q−s)
(6)

と表される. オイラーの積表示からZK(0) = 1となるので, ZK(X)は次のように
因数分解できる.

ZK(X) =

2gK∏

i=1

(1 − πi,KX). (7)

ただし, 各 πi,Kは代数的整数である. 等式 (5), (6), (7)を合わせると,

∏

P:prime

(
1 − 1

NPs

)
−1

=

∏2gK

i=1 (1 − πi,Kq−s)

(1 − q1−s)(1 − q−s)
(8)
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を得る. この両辺に log微分を施し, q−sのベキ級数の各係数を比較することで次
の公式を得る.

qN + 1 −
2gK∑

i=1

(πi,K)N =
∑

P :prime

degK P | N

degK P, for all N ∈ N. (9)

上の等式は, 代数関数体の次数の和という代数的な量と,合同ゼータ関数の零点の
ベキ乗和という解析的な量とを結びつける重要な公式で,関数体版の素数定理の証
明にも使われる.

次に, Hasse-Witt不変量と合同ゼータ関数の根との関係について述べる. まず,

ordpを p-進付値とし,

gcd(dK , p) = 1, ordp((πi,K)dK − 1) > 0 (for all πi,K with ordp(πi,K) = 0) (10)

を満たすように dK ∈ Nを一つ固定する. Hasse-Witt不変量は, 等式 (6)によって
定まる整数係数多項式ZK(X)を用いて,

λK = deg (ZK(X) mod p) (11)

と表すことができる. この事実と dKの決め方から, dK | mを満たす自然数mに対
して,

2gK∑

i=1

(πi,K)mps−→λK (s → ∞) (12)

が成り立つ. ただし, 上の式の極限は ordpから定まる p-進距離によるものである.

2 Deuring-Shafarevichの公式の証明
このセクションでは, Deuring-Shafarevichの公式の証明について述べる. 体 L

をKの次数 pの geometric な cyclic-拡大とする. また, 証明を簡略化するために,

L/Kを不分岐拡大と仮定する. このとき, LとKの素点の間には, 次の合同式が成
り立つ.

Lemma 2.1. 自然数m, s ( gcd(m, p) = 1 )に対して,

∑

P in L

degL P|mps

degL P ≡ p ×
∑

P in K

degK P |mps

degK P mod ps. (13)

上の合同式は, Kの素点 P に対して,
∑

P | P degL P = p× degK P という事実を
用いることで示される. また, 合同式はmod psで等しいことから, sが大きくなる
ほど, p-進的に右辺と左辺が近づくことが分かる.
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上の Lemma を用いて, Deuring-Shafarevich の公式を証明する. 自然数 mを
dK | m, dL | m, gcd(m, p) = 1を満たすようにとる. 上の Lemmaと等式 (9)

を用いると, 自然数 sに対して,

qmps

+ 1 −
2gL∑

i=1

(πi,L)mps ≡ p × (qmps

+ 1 −
2gK∑

i=1

(πi,K)mps

) mod ps (14)

が成り立つ. このとき, sを大きくすると, 合同式の左辺と右辺は, それぞれ, p-進
的に 1 − λL, p(1 − λK)に近づく. よって, s → ∞ とすれば,

λL − 1 = p(λK − 1) (15)

を得る. これは, L/K が不分岐のケースでの Deuring-Shafarevichの公式と一致
する.

Remark 2.1. 拡大 L/K が分岐する場合にも同様のアイデアで証明できるが, こ
の場合は, Lemma 2.1において, 分岐する素点がすべて和のなかに入るように自然
数mを取る必要がある.

Remark 2.2. 不分岐 p拡大の場合は, Riemman-Hurwitzの公式と等式 (15)から
Kが ordinaryであることと, Lが ordinaryであることが同値である.
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On the global monodromy of a fibration of the Fermat

surface of degree n

粟田 育子 (明治大学大学院理工学研究科）

4次元多様体を研究する”視点”として，4次元多様体をリーマン面の退化族として捉える見方が
ある．このような研究は，小平邦彦による種数 1の特異ファイバー分類（1963）や上野-浪川によ
る種数 2の特異ファイバーの分類 (1973)など，代数幾何や複素多様体論において研究されてきた．
その後，位相的視点から松本-モンテシノスにより，一般の種数 g ≥ 2の特異ファイバーの位相的
分類がなされた (1991)．しかしながら，リーマン面の退化族に関して，今なお多くの未解決問題が
残っている.
私の研究目的は，リーマン面の退化族とモノドロミーと呼ばれる負の擬周期写像との関連性を調

べることである．今後，今回紹介する結果を足がかりにし，さらなる問題解決へと進んでいきたい.
まず初めに、リーマン面の退化に関する概念の定義や関連する結果を紹介する．以下、M を複

素曲面、B を複素曲線する．

定義 1. 正則写像 f : M → B が種数 g のリーマン面の退化（degeneration）であるとは，f が次

の条件を満たすときを言う: (i)f は全射かつ properである. (ii)有限個の臨界値 s1, s2, . . . , sr ∈ B

が存在する. (iii)もし s 6= si (i = 1, 2, . . . , r)ならば，f−1(s)は種数 gのコンパクトリーマン面で

ある.

f−1(si)を特異ファイバー（singular fiber），f−1(s) (s 6= si)を一般ファイバー（general fiber）
と呼ぶ．s0 6= siとし，γi ⊂ B \{si}を s0を基点とする臨界点 siのみを囲うループとする. すると，
f−1(γi)はmapping torusであり，f−1(s0)の自己同相写像 ρi : f−1(s0) → f−1(s0)を得る．この自
己同相写像 ρiアイソトピー類を特異ファイバー f−1(si)の局所モノドロミー（local monodromy）
と呼ぶ．

また，s0 を固定し，同相写像

ρ : π1(B \ {si}, s0) →M(f−1(s0))

を大域的モノドロミー（global monodromy）と呼ぶ. ここで，M(f−1(s0))は基点となる一般ファ
イバー f−1(s0)の写像類群である．
大域的モノドロミーを決定することは大変難しく，大域的モノドロミーを計算した例はあまりな

い．知られている具体例においては，コンピューターを利用してモノドロミーを決定しているもの

がほとんどである.
今回， [1], [2], [5], [6] の中に現れる退化族のモノドロミーは nにはほぼ関わらず規則的な法則

があることを発見し，コンピュータを使わずに大域的モノドロミーを決定した. その結果を紹介す
るとともに概要を説明する.
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1 フェルマー曲面からCP 1への退化

はじめに，フェルマー曲面から CP 1への退化を定義する．この退化写像は 1990年頃に松本幸夫
氏によって問題提議されたものである.
複素曲面 Vn := {[z0 : z1 : z2 : z3] ∈ CP 3 : zn

0 − zn
1 − zn

2 + zn
3 = 0} を次数 nのフェルマー曲面

（Fermat surface of degree n）と呼ぶ. CP 1 を C ∪ {∞} とみなして，f : Vn → CP 1 を次のよう

に定義する：

f([z0 : z1 : z2 : z3]) :=

{
zn−1
2 /zn−1

0 if z0 = z1 and z2 = z3,

(z0 − z1)/(z2 − z3) otherwise.

CP 3の開被覆を CP 3 = U1 ∪U2 ∪U3 ∪U4,（Ui := {[z0 : z1 : z2 : z3] ∈ CP 3 : z0 6= zi}, i = 1, 2, 3,
U4 は [1 : 1 : 1 : 1]の周りの開近傍）とし，次のように座標変換をする：X := z0/(z0 − z1), Y :=
z2/(z0−z1), Z := z3/(z0−z1).すると，Vn∩U1 = {(X, Y, Z) ∈ C3 : Xn−(X−1)n−Y n+Zn = 0}
であり f : Vn ∩ U1 → CP 1 は次のように表される.

f(X,Y, Z) = 1/(Y − Z).

s(6= 0) ∈ Cに対して, ファイバーは f−1(s) ∩ U1 = {(X, Y ) ∈ C2 : gs(X, Y ) = 0} である.ここ
で gs(X, Y ) := Xn − (X − 1)n − Y n + (Y − 1/s)n である.

Xk := νk/(νk − 1) を ∂gs

∂X = 0 の解，Yl := τl/s(τl − 1) を ∂gs

∂Y = 0 の解とする. ここで νk

(k = 1, 2, . . . , n− 2)と τl (l = 1, 2, . . . , n− 2)は 1以外の 1の (n− 1)乗根とする. さらに，s
(j)
k,l を

sn =
(

νk−1
τl−1

)n−1

(j = 1, 2, . . . , n, k, l = 1, 2, . . . , n− 2) の解とする. すると s
(j)
k,l は f の臨界値であ

る. 正則値 s0( 6= s
(i)
k,l, 0,∞), に対して一般ファイバー f−1(s0)は種数 (n− 2)(n− 3)/2の複素曲線

である. 尚，この退化に現れる特異ファイバーの位相的種類は，松本 [6]によって決定されている．

2 分岐被覆写像

次に，一般ファイバーの構成やモノドロミーの決定を行うために重要な分岐被覆写像を定義する．

(n− 1)重分岐被覆写像 ps : f−1(s) → C を

ps(X, Y ) := X

で定義する. X
(l)
j を gs0(X, Yl) = 0 の解とすると，X

(l)
j は ps0 の branch pointである.

基点となる一般ファイバーを構成するためには，X を基点X0から各 branch points X
(l)
j へ動か

したときの gs0(X, Y ) = 0の解の軌道を調べればよい．また，モノドロミーを求めるために，sを

s0 から f の臨界点に動かしたときの分岐被覆写像の branch pointの軌道を追跡する.

3 基点となる一般ファイバーの決定

核となる定理の証明をし，分岐被覆写像の branch pointの位置を決定する．その後，基点とな
る一般ファイバー f−1(s0)を構成するためのモノドロミーデータを決定する．以下, nを奇数と仮

定する. (nが偶数の場合も同様の結果を得るため, 省略する.)
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核となる定理は以下である：

定理 2. X0 = 1/2とし, Y (1), Y (2), . . . , Y (n−1) を gs0(X0, Y ) = 0の解とする. そのとき，s0 が十

分小さい正の実数ならば，Y (1), Y (2), . . . , Y (n−1)は直線 {Y ∈ C | Re Y = 1/2s0}上に Im Y (1) >

Im Y (2) > · · · > Im Y (n−1) の順に並ぶ. さらに，直線上で Y (l) と Y (l+1) の間に Yl が存在する.

簡単のため Ψ(X) = Xn − (X − 1)n とおく. この核となる定理の証明のアイディアを説明する.
φX0

(v) := gs0(X, 1/2 + iv) とおく. ここで s0 は実数とする. X0 = 1/2のとき，Ψ(X0)は実数で
あり，w = φX0

(v)は R2 上にグラフを描くことができる. このグラフ w = φX0
(v)と w軸との交

点が Y (1), Y (2), . . . , Y (n−1) であり，Y (l) たちは順番に直線 {Y ∈ C | Re Y = 1/2s0}上に並ぶこ
とがわかる.
曲線 C = {X : Im Ψ(X) = 0}とおく. また，C = L ∪H と表す. ここで L := {X = x + yi :

x = 1/2}，H = {X = x + yi : h(x, y) = 0}（h(x, y)は多項式）である. Bk を直線 Lと点 Xk で

交差する曲線H の連結成分とする. さらに Bk,+ := {X ∈ Bk : Re X > 1/2}, Bk,− := {X ∈ Bk :
Re X < 1/2}, B+ := {X ∈ L : Im X > Im X1}，B− := {X ∈ L : Im X < Im Xn−2} とおく.
Bk,+, Bk,−, B+，B− たちを曲線 C の枝（branch）と呼ぶ. 正則値 s0 を十分小さい正の実数とす

ると，以下の結果を得る.

命題 3. branch points X
(l)
j とXk の位置は，以下の通りである：

(I) kが奇数の場合, X
((n−3)/2)
k , X

((n−7)/2)
k , . . . , X

(3)
k , X

(1)
k (resp. X

((n−3)/2)
k+1 , X

((n−7)/2)
k+1 , . . . ,

X
(3)
k+1, X

(1)
k+1) は k番目の枝 Bk,+ (resp. Bk,−) 上にこの順序で位置している.

(II) kが偶数の場合, X
((n−1)/2)
k , X

((n−5)/2)
k , . . . ,X(4)

k , X
(2)
k (resp. X

((n−1)/2)
k+1 , X

((n−5)/2)
k+1 , . . . ,

X
(4)
k+1, X

(2)
k+1 ) は k番目の枝 Bk,+ (resp.Bk,−) 上にこの順序で位置している.

(III) X
((n−1)/2)
1 , X

((n−5)/2)
1 , . . . , X

(4)
1 , X

(2)
1 (resp. X

((n−1)/2)
n−1 , X

((n−5)/2)
n−1 , . . . , X

(4)
n−1, X

(2)
n−1 )

は B+ (resp. B−) 上にこの順序で位置している.

さらに，X0 = 1/2とする. X を曲線 C に沿って X0 から X
(l)
j へ動かすことにより，Y につい

ての方程式 gs0(X, Y ) = 0の解の動きを目で見ることができる. よって，次の定理を得る：

定理 4. gs0(X0, Y ) = 0の解 Y (l) たちの入れ替わりは以下である:

(I) 曲線 C 上のX0からX
(l)
j （1 ≤ l < (n− 1)/2）への道 γ

(l)
j に対して，Y (l)たちの入れ替わり

は (l, l + 1), (n− 1− l, n− l).

(II) 曲線 C 上のX0 からX
((n−1)/2)
j への道 γ

((n−1)/2)
j Y (l) たちの入れ替わりは ((n− 1)/2, (n−

1)/2 + 1).

この定理は，基点となる一般ファイバーの f−1(s0) のトポロジカルデータを与えている.

4 大域的モノドロミーの決定

最後に，f のグローバルモノドロミーのトポロジカルデータを決定する. 簡単のため，S = 1/sn，

Sk,l = 1/(s(j)
k,l)

nとおく. Sが実数であるように動かすことにより，Xについての方程式gS(X, Yl) = 0
の解の動きを追跡することができる. 主定理は以下である.
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定理 5. branch point X
(l)
j たちの入れ替わりは以下である：

(I) Sk,l > 0 の場合（つまり，k と l が両方奇数 (もしくは両方偶数), 枝 Bk,+ と Bk,− (resp.
Bn−1−k,+とBn−1−k,−) 上の２つの branch points X

(l)
k とX

(l)
k+1 ( resp. X

(l)
n−1−kとX

(l)
n−2−k)

が点Xk (resp. Xn−1−k)でぶつかる.

(II) k ( 6= 1, 6= n− 2)が奇数かつ lが偶数 (Sk,l < 0)の場合, 枝Bk+1,+とBk−1,− (resp. Bn−k,+

と Bn−k−2,−) 上の２つの branch points X
(l)
k+1 と X

(l)
k (resp. X

(l)
n−k と X

(l)
n−1−k) が点 Xk

(resp. Xn−k−1)でぶつかる.

(III) k が偶数かつ l が奇数の場合，枝 Bk+1,+ and Bk−1,− (resp. Bn−k,+ と Bn−k−2,−) 上の２
つの branch points X

(l)
k+1 と X

(l)
k (resp. X

(l)
n−k と X

(l)
n−1−k) が点 Xk (resp. Xn−k−1)でぶつ

かる.

(IV) k = 1 (resp. n− 2)かつ lが偶数の場合，枝 B+ と B2,+ (resp. Bn−3,− と B−) 上の２つの
branch points X

(l)
1 とX

(l)
2 (resp. X

(l)
n−2 とX

(l)
n−1) が点X1(resp. Xn−2 )でぶつかる.

(V) S = 0の場合, branch pointたちは，Ψ(X) = 0の解でぶつかる.
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Universal coverings and Schur multipliers of loop groups

浅井　康友　 (筑波大学大学院数理物質科学研究科数学専攻)

1 普遍中心拡大、Schur multiplier

はじめに群の普遍中心拡大および Schur multiplierについて定義と基本的な性質を述べる。詳しくは [4]な
どを参照してほしい。以下この節において Gは完全群 (Gの交換子群が G自身であるような群)であると仮
定する。群 Eと全射群準同型 ϕ : E → Gの組 (E,ϕ)がGの中心拡大であるとはKer ϕが E の中心 Z(E)に
含まれることを言う。中心拡大の中で最も普遍的なものが普遍中心拡大である。

定義 1.1. (E,ϕ)を Gの中心拡大とする。(E,ϕ)が普遍中心拡大であるとは、E が完全群で、任意の Gの中
心拡大 (E′, ϕ′)に対して、ϕ = ϕ′ ◦ ρを満たす群準同型 ρ : E → E′ が一意的に存在することを言う。

定理 1.2. (a)完全群 Gに対して普遍中心拡大 (Ĝ, ϕ
G
)が存在する。普遍中心拡大は同型を除いて一意的に定

まる (Ker ϕ
G
を Gの Schur multiplierといい、M(G)と書く)。

(b)(E,ϕ) を G の中心拡大とし E は完全群とする。(E,ϕ) が普遍中心拡大であるための必要十分条件は
Ê � E、すなわち (E, idE)が E の普遍中心拡大であることである。
(c)(E,ϕ)を Gの中心拡大とすると ϕ

G
= ϕ ◦ ψ となる ψ : Ĝ → E が一意的に定まる。このとき E が完全群

であれば (Ĝ, ψ)は E の普遍中心拡大である。

2 Loop群および Steinberg群
g を複素数体 C 上の有限次元単純リー代数とし、その Cartan 部分代数 h を一つとって固定する。α ∈

h∗(hの双対空間)に対して gα = {x ∈ g|∀h ∈ h, [h, x] = α(h)x},Φ = {α ∈ h∗|gα �= {0}}とすると gはルー
ト空間分解

g =
⊕

α∈Φ

gα

をもつ。h = g0 である。Φ を g のルート系という。Φ に対して、ルート系の底と呼ばれる h∗ の底
{α1, . . . , αl} ⊂ Φ が存在して、任意の α ∈ Φ は α = k1α1 + · · · + klαl (k1, . . . , kl ∈ Z≥0または Z≤0)

と表すことができる (lを Φの rankという)。
一般に h∗ の非退化な双一次形式 (−,−)が、gの非退化な双一次形式 (キリング形式)から定まる。α, β ∈ Φ

に対して、〈α, β〉 = 2(α, β)/(α, α)とおくと 〈α, β〉 ∈ Zとなる。Φ(さらには g)の構造は 〈αi, αj〉によって同
型を除いて一意的に定まり、Φ は Al(l ≥ 1), Bl(l ≥ 3), Cl(l ≥ 2), Dl(l ≥ 4), E6, E7, E8, F4, G2 のいずれか
の型であることが知られている。g に対して、その構造定数が全て整数となるような特別な基底 (Chevalley

底){eα, hi|α ∈ Φ, 1 ≤ i ≤ l}をとることができる。
V を有限次元ベクトル空間、ρ : g → gl(V ) を g の忠実な表現とする。Vμ = {v ∈ V |∀h ∈ h, ρ(h).v =
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μ(h)v},Λ = {μ ∈ h∗|Vμ �= {0}}とすると V はウェイト空間分解

V =
⊕

μ∈Λ

Vμ

をもつ。Lρ を μ ∈ Λ によって Z 上生成される h∗ の部分加群とすれば、Lρ は h∗ の lattice となる。ρ

と Chevalley 底 {eα, hi} を用いて、Chevalley-Demazure 群スキーム Gρ(Φ,−) と呼ばれる (1 をもつ) 可
換環から群への表現可能共変関手が構成される [1]。Gρ(Φ,−) は、Φ と Lρ によって同型を除いて一意的
に定まる。今、LΛ が一番大きくなるように (すなわち基本ウェイト lattice となるように)ρ をとり、ρ か
ら定まる Chevalley-Demazure 群スキームを Gsc(Φ,−) とする。可換環 R に対して Gsc(Φ, R) を R 上の
(universal)Chevalley群という。特に R が体 F 上の Laurent多項式環 F [X,X−1]のとき、Gsc(Φ, R)を F

上の Loop群という。Φが Al, Cl 型のとき、Gsc(Φ,−)はそれぞれ SLl+1(−), Sp2l(−)と同型であることが
知られているので、例えば Φが A1 型であれば Gsc(Φ, F [X,X−1]) � SL2(F [X,X−1])となる。環 Rが体 F

や F 上の Laurent多項式環 F [X,X−1]の場合、Gsc(Φ, R)は以下のような群表示をもつ。

定理 2.1 ([2][7]). Rを体 F または Laurent多項式環 F [X,X−1]とする。Gsc(Φ, R)は xα(r) (α ∈ Φ, r ∈ R)

を生成元とし、以下の (A),(B),(B′),(C)を基本関係としてもつような群と同型である。
(A) xα(s)xα(t) = xα(s + t);

(B) [xα(s), xβ(t)] =
∏

xiα+jβ(Nαβijs
itj);

(B′) wα(u)xβ(s)wα(u)−1 = xβ′(ηαβu〈α,β〉s) (wα(u) = xα(u)x−α(−u−1)xα(u));

(C) hα(u)hα(v) = hα(uv) (hα(u) = wα(u)wα(−1)).

ここで、s, t ∈ R, u, v ∈ R×(Rの単元群), α, β ∈ Φ, β′ = β − 〈α, β〉αである。(B)の右辺の積は iα + jβ ∈
Φとなる i, j ∈ Z>0全体をとり、Nαβij は gの構造にのみ依存して定まる定数である。また、ηαβ = ±1で ηαβ

は gの Chevalley底のとり方に依存して定まる定数である (Gsc(Φ, R)は Chevalley底のとり方によらない)。

定義 2.2. x̄α(r) (α ∈ Φ, r ∈ R) を生成元とし、定理 2.1 の (A),(B),(B′) を基本関係として定義される群
St(Φ, R)を R上の Steinberg群という。

定理 2.3. R を体 F または Laurent 多項式環 F [X,X−1] とする。このとき π : St(Φ, R) →
Gsc(Φ, R) (x̄α(r) �→ xα(r))は全射準同型であり、中心拡大でもある (Ker π をK2(Φ, R)と書く)。

3 研究と今後の課題
下の図式からもわかるように Gsc(Φ, F [X,X−1])と St(Φ, F [X,X−1])、あるいはM(Gsc(Φ, F [X,X−1]))

とM(St(Φ, F [X,X−1]))は、K2(Φ, F [X,X−1])を介して密接に結びついている。したがって両者の研究を
並行して進めることが重要となる。
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Figure1 (各列は完全列)

1
↓

1 1 K2(Φ, F [X,X−1])
↓ ↓ ↓

1 → M(St(Φ, F [X,X−1])) → Ŝt(Φ, F [X,X−1]) → St(Φ, F [X,X−1]) → 1
↓ ↓ ↓

1 → M(Gsc(Φ, F [X,X−1])) → Ĝsc(Φ, F [X,X−1]) → Gsc(Φ, F [X,X−1]) → 1
↓ ↓ ↓

K2(Φ, F [X,X−1]) 1 1
↓
1

rank Φ ≥ 3の場合、F �= F2, F3 であれば St(Φ, F [X,X−1])は Gsc(Φ, F [X,X−1])の普遍中心拡大である。
なぜなら一般に次の定理が知れらているからである。

定理 3.1 ([4]). rank Φ ≥ 3, Rを 1をもつ可換環とする。またΦ = C3, F4のときはRが F2と同型な剰余体を
もたないとし、Φ = A3, B3, D4のときはR = 〈u2−1|u ∈ R×〉であるとする。このとき Ŝt(Φ, R) � St(Φ, R)

である。

rank Φ < 3の場合についても F の位数が十分大きいときは [3]、[7]と同様に St(Φ, F [X,X−1])の普遍中心
拡大は (St(Φ, F [X,X−1]), id)となる。しかし例えば、Φ = A1, F = F4, F9 のときは (St(Φ, F [X,X−1]), id)

は普遍中心拡大とはならない (Ŝt(A1, F4) ��, St(A1, F4), Ŝt(A1, F9) ��, St(A1, F9)から容易に導かれる)。
上の定理からも分かるように、多くの場合に St(Φ, F [X,X−1])は Gsc(Φ, F [X,X−1])の普遍中心拡大で、
その群表示は定義 2.2 で与えられる。しかし、rank Φ や体 F の位数が小さい場合、St(Φ, F [X,X−1]) が
Gsc(Φ, F [X,X−1])の普遍中心拡大になるとは限らない。私は体の位数が小さい場合でも統一的に記述できる
ような、普遍中心拡大の群表示を与えたいと考えた。Φ = A1 の場合については、Gsc(Φ, F [X,X−1])の普遍
中心拡大が以下のような群表示をもつことを示した。

定理 3.2. Φ = A1、F を位数が 4 以上の体とし、a, a2, (a2 − 1) ∈ F× となる a を一つとって固定する。
このとき Gsc(Φ, F [X,X−1]) の普遍中心拡大は、x̄α(r) (α ∈ Φ, r ∈ F [X,X−1]) を生成元とし、以下の
(B′),(θ1),(θ2),(θ3)を基本関係としてもつ群と同型ある。
(B′) wα(u)x̄β(s)wα(u)−1 = x̄β′(ηαβu〈α,β〉s) (ηαβは定理 2.1と同じ);

(θ1) [θα(s, t), x̄β(r)] = 1;

(θ2) θα(s, r)θα(t, r) = θα(s + t, r);

θα(s, t)θα(s, r) = θα(s, t + r);

(θ3) [x̄α(s), x̄α(t)] = θα((a2 − 1)t, s).

ここで、s, t, r ∈ F [X,X−1], u ∈ F [X,X−1]×, α, β ∈ Φ, θα(s, t) = x̄α(s)x̄α(t)x̄α(s + t)−1 である。

F の位数が 2 または 3 のとき、Gsc(A1, F [X,X−1]) は完全群ではないことが知られているので、
Gsc(A1, F [X,X−1])が完全群である (普遍中心拡大をもつ)ような全ての場合において、その群表示は上の定
理のように与えられることが分かる。

St(Φ, F [X,X−1]) が Gsc(Φ, F [X,X−1]) の普遍中心拡大であるとき、M(Gsc(Φ, F [X,X−1])) �
K2(Φ, F [X,X−1]) である。K2(Φ, F [X,X−1]) については以下のような群表示 (Matsumoto type pre-

sentation) が知られている。St(Φ, F [X,X−1]) が Gsc(Φ, F [X,X−1]) の普遍中心拡大でない場合に
M(Gsc(Φ, F [X,X−1]))の群表示を決定することも今後の課題である。

－154－



定理 3.3 ([5]). F を任意の体とする。このとき K2(Φ, F [X,X−1])は Ĉαi(u, v) (α ∈ Π, u, v ∈ F [X,X−1])

を生成元とし、以下の (M1)から (M7)を基本関係としてもつ群と同型である。
(M1) Ĉαi(u, v)Ĉαi(uv,w) = Ĉαi(u, vw)Ĉαi(v, w);

(M2) Ĉαi(u, 1) = Ĉαi(1, v) = 1;

(M3) Ĉαi(u, v) = Ĉαi(v
−1, u);

(M4) Ĉαi(u, v) = Ĉαi(u,−uv);

(M5) Ĉαi(u, v) = Ĉαi(u, (1 − u)v) (if 1 − u ∈ F ∗);

(M6) Ĉαi(u, v〈αj ,αi〉) = Ĉαj (u
〈αi,αj〉, v) (これを Ĉαiαj (u, v)と書く);

(M7) Ĉαiαj (u, vw) = Ĉαiαj (u, v)Ĉαiαj (u,w) (Ĉαiαj (uv,w) = Ĉαiαj (u,w)Ĉαiαj (v, w)).

ここで、u, v, w ∈ F [X,X−1]×, αi, αj ∈ Πである。

群表示ではなく、M(Gsc(Φ, F [X,X−1]))やM(St(Φ, F [X,X−1]))のアーベル群としての詳細な構造を決
定することも重要である。体 F 上の Chevalley群については、すでに決定されており、[6]で表にまとめられ
ている。M(Gsc(Φ, F [X,X−1]))やM(St(Φ, F [X,X−1]))に対して、このような表を完成させることも今後
の目標である。M(St(Φ, F [X,X−1]))については [4],[8]あるいは [3]から、10個の場合を除いて全て求める
ことができる。

Table1 St(Φ, F [X,X−1])の Schur multiplier(St(Φ, F [X,X−1])が完全群でない場合を除く)

Φ F Schur multiplier Φ F Schur multiplier
A1 F4, F5, F9 未決定 C3 F2 Z2

A2 F2, F3, F4 未決定 D4 F2 Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2

A3 F2 Z2 ⊕ Z2 F4 F2 Z2

B3 F2 Z2 ⊕ Z2 G2 F3, F4 未決定
F3 Z3 ⊕ Z3 その他 1

C2 F3, F4 未決定
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Rotational symmetry in 3-D fusion plasma boundary shape identification

*

* *

Abstract:
A 3-D Cauchy-condition surface method is now under development to evaluate the plasma

boundary shape in a nuclear fusion device. The number of unknowns in such a 3-D analysis is
quite large. The authors have developed a new method to reduce the number of unknowns to
1/ n when the geometry has an n-fold rotational symmetry in the toroidal direction. Results of
test calculations demonstrate the validity of the present formulation.
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Abstract

We have observed large increases in trade and capital flows for two decades. Does it mean an
increase in possibility of global recession? This problem is closely related whether the government
in each country should take a coordinated policy to control business cycles or not. The purpose
of this paper is to obtain some implications concerning the problem through analyzing phenomena
represented by a nonlinear two-country model. Unstable periodic orbits embedded in a chaotic
attractor and unstable periodic orbits near the attractor are numerically detected in the cases of
different policies and a coordinated policy. They play an important role when characterizing the
model phenomena.

1 Introduction

We have observed large increases in trade and capital flows for two decades. Does it mean an increase in
possibility of global recession? This problem is closely related whether the government in each country
should take a coordinated policy to control business cycles or not. A two-country KWG model presented
in Asada et al. (2003, Ch.10) is considered to be useful to discuss such a problem though there have been
many international business cycle models since a pioneering work of Lorenz (1987) was presented.

Taking the KWG model, Ishiyama (2010) studied what occurs when trade and capital flows between
two countries like Euroland and the USA are allowed, and exemplified that interactions between the large
open economies give rise to chaotic growth cycles and temporal comovements of GDP growth rates. It
is known that an infinite number of unstable periodic orbits are embedded in a chaotic attractor and
that they are the skeleton of the attractor (See e.g., Auerbach et al. 1987). Ishiyama (2010) found many
unstable periodic orbits embedded in a chaotic attractor in order to understand complex dynamics in the
attractor. As pointed out in Ishiyama and Saiki (2005), it is important that the detected periodic orbits
are embedded in a chaotic attractor. However, in this article, we will use unstable periodic orbits near
a chaotic attractor as well as those embedded in the attractor so as to examine the effects of monetary
policies of governments on relationships between growth rates of GDP in two countries.

The general model of two-country KWG type presented in Asada et al. (2003, Ch.10) consists of the
following three subsystems.

ω̂=ŵ−p̂ ω̂∗=ŵ∗−p̂∗

l̂=−i(ρ−(r−π)) η̂=p̂−ê−p̂∗ l̂∗=−i∗(ρ∗−(r∗−π∗))

m̂=μ−p̂−i(ρ−(r−π))−n ε̇=βε(αε(ê−ε)+(1−αε )(êo−ε)) m̂∗=μ∗−p̂∗−i∗(ρ∗−(r∗−π∗))−n∗

π̇=βπ(απ(p̂−π)+(1−απ)(p̂o−π)) π̇∗=β∗

π
(α∗

π
(p̂∗−π∗)+(1−α∗

π
)(p̂∗

o
−π∗))

They denote the dynamics of the domestic economy, financial and trade links between the two economies,
and the foreign economy, respectively. The KWG disequilibrium model expresses interactions among
markets for goods, labor, assets, and money when international trade and capital flows are allowed.

The case that the steady growth rate of the money supply in the domestic economy is higher than the
rate in the foreign economy, namely, μ = 0.025 and μ∗ = 0.022 was mainly studied in Ishiyama (2010)
from the numerical point of view. Setting parameters and specialized functions as in Ishiyama (2010), the
model demonstrates chaotic growth cycles. In this article, in order to capture the effects of a coordinated
monetary policy on growth cycles in the two countries, we investigate the dynamical property of the
model when μ varies from 0.025 to 0.022, other things being equal.
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The phase in the domestic economy is identified by the sign of x = Ŷ − n = −l̂, and that in the
foreign economy is by the sign of x∗ = Ŷ ∗ − n∗ = −l̂∗, where Ŷ and Ŷ ∗ denote the growth rates of GDP
in the domestic and the foreign economies, respectively; while n and n∗ mean natural growth rates of
the domestic and foreign economies, respectively. The domestic economy is thought to be in a boom if
x > 0, otherwise in a slump. The same is true of the foreign economy. In the next section the dynamics
of x and x∗ will be studied.

2 Relationship between GDP growth rates of interacting KWG
economies

Figure 1 (right) illustrates a chaotic attractor for μ = 0.025. The maximum Lyapunov exponent calculated
on the attractor is about 0.13. It means the trajectories of arbitrary initial conditions on the attractor
will display aperiodic behavior and sensitive dependence on initial conditions. We can see temporal
comovements of growth rates of GDP from Figure 1 (left). Two examples of unstable periodic orbits
detected in the chaotic attractor by using a damped Newton method are illustrated in Figure 2. Paying
attention to their periods, they are named UPO21.5214 and UPO22.6451, respectively. Chaotic trajectories
are closures of the set of such unstable periodic orbits. It should be noted that both of UPO21.5214 and
UPO22.6451 are similar in shape to the chaotic attractor. Figure 2 also shows that an economy on the
attractor goes along such an unstable periodic orbit if it starts from a point sufficiently close to the
periodic orbit. It implies that growth patterns which correspond to the patterns those periodic orbits
generate are often observed during a long time evolution on the attractor. In this context, those unstable
periodic solutions are representatives of chaotic behavior of the model. However, they seem to be too
complicated to capture the dynamical properties.
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Figure 1: Chaotic time series (left) and chaotic attractor (right) projected onto x-x∗ plane (μ = 0.025).
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Figure 2: Unstable periodic orbits embedded in a chaotic attractor (μ = 0.025). Dashed line is a chaotic
orbit going along an unstable periodic orbit embedded in the chaotic attractor.

Figure 3 displays two opposite extreme unstabe periodic orbits discovered near the attractor. We
can see a positive correlation between x and x∗ on UPO3.0003 (Figure 3 left). On the other hand, a
negative correlation between x and x∗ is confirmed on UPO3.0147 (Figure 3 right). Although these simple
orbits are not embedded in the chaotic attractor, some unstable periodic orbits in the attractor (or the
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attractor itself) are thought to consist of such simple orbits. Therefore, it may be worth focusing on the
two unstable periodic orbits with interesting property with respect to relationships between growth rates
of GDP in the two countries.

Now we follow the branches of UPO3.0003 and UPO3.0147 by decreasing the parameter μ from μ =
0.025. Figure 4 shows the bifurcation diagram of the two-country KWG model, in which the probability
of the event that x > 0 and x∗ > 0 at a time randomly chosen in the time series of a periodic solution
is plotted as a function of the domestic government’s policy parameter μ. If x and x∗ positively depend
on each other, P (x > 0, x∗ > 0) would be high, and vice versa. The branch of UPO3.0003 is the highest
position among the branches, while that of UPO3.0147 is the lowest position among them for 0.022 ≤
μ ≤ 0.025. It suggests that UPO3.0003 and UPO3.0147 survive as periodic orbits for 0.022 ≤ μ ≤ 0.025,
their characteristics still ramaining. In fact, at μ = μ∗ = 0.022, UPO3.0003 and UPO3.0147 become
UPO3.0165 and UPO3.0148, respectively. They are depicted in Figure 5. In addition, Figure 6 implies
that not only an unstable periodic orbit which leads to a positive correlation between x and x∗ but also
an unstable periodic orbit which causes a negative correlation between them exist near a chaotic attractor
even if two countries take a coordinated monetary policy. The maximum Lyapunov exponent measured
on the attractor plotted in Figure 5 (left) is around 0.01. Although instability of chaotic business cycles
is weaken under the coodrinated policy (μ = μ∗), temporal synchronization and desynchronization as
typical behavior can be observed because UPO3.0165 and UPO3.0148 are found near the attractor. We
may be able to derive this implication from comparing Figure 5 (left) with Figure 1 (right), however, the
comparison is not enough to confirm. Hence, we have focused on special solutions of the model, which
are numerically extracted. In the next section, let us conclude our results.
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Figure 3: Unstable periodic orbits near the chaotic attractor (μ = 0.025). A positive correlation between
x and x∗ is observed on UPO3.0003 (left), whereas a negative correlation between x and x∗ is confirmed
on UPO3.0147 (right).
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right: μ = 0.025). T indicates the period of an unstable periodic orbit named UPOT .

3 Conclusion

We review that two-country KWG model represents chaotic behavior when different monetary supply
polices are adopted, and that under the circumstances, growth cycles of two interacting economies can
temporally synchronize and desynchronize as typical behavior. Unstable peroidic orbits numerically
extracted in a chaotic attractor are evidences of the typical dynamics. On the other hand, we detect two
opposite extreme unstable periodic orbits near the chaotic attractor. Along one of the periodic orbits,
growth rates of GDP in two countries seem to behave in the same way as each other, whereas we find
a negative correlation between the growth rates on the other periodic orbit. We can conjecture these
opposite unstable periodic orbits cause the complex dynamics of two interacting economies. By following
branches of these orbits, we confirm they exist near a chaotic attractor even if a coordinated monetary
policy is taken. It exemplifies that it is not necessarily the case that such a coorinated monetary policy
between two countries can give rise to comovements of the growth rates of their GDP.
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Spacelike submanifolds in de Sitter space from the viewpoint

of singularity theory

加世堂 公希 (Masaki KASEDOU)

北海道大学大学院理学院

1 序
本稿では写像の特異点の視点からの、de Sitter 空間上の空間的部分多様体の幾何学的性質の
研究を紹介する。一般に可微分な写像 f : Rm −→ Rn が点 p ∈ Rmで特異点をもつとは、f の p

での微分写像が rank dpf < min(m,n)を満たすときを言う。
n次元 de Sitter 空間は擬内積 ⟨x, y⟩ = −x0y0+

∑n
i=1 xiyiを持つ (n+1)次元Minkowski 空間

Rn+1
1 = {(x0, x1, · · · , xn) | xi ∈ R} 上の擬球 Sn

1 = {x ∈ Rn+1
1 | ⟨x, x⟩ = 1} として定義される。

Minkowski 空間内のベクトル vが空間的、時間的または光的であるとは、⟨v, v⟩の値がそれぞ
れ正、負または 0である場合を言う。我々は de Sitter 空間内の空間的部分多様体に対してその
接空間が常に空間的なベクトルで構成される場合の研究を行っている。de Sitter 空間上の余次
元が 1の場合の空間的超曲面では符号を除いて一意に定まる時間的単位法線と空間的超曲面の
位置ベクトルを用いて光錐Gauss 像を定めると、光錐Gauss-Kronecker 曲率と光錐主曲率が定
義され、丁度光錐Gauss-Kronecker 曲率が 0になる点が光錐Gauss 像特異点と対応する。
一方、余次元が 2以上の場合の部分多様体には双曲空間 [4]の研究で与えられた管状超曲面の
類似を考え、部分多様体の法線束から de Sitter 空間内の空間的な空間的管状超曲面を構成し、
空間的管状超曲面の光錐Gauss 像の特異点と空間的部分多様体の幾何学的性質の関係を述べる
ことができる。さらに [8]による関数芽 (一般には写像芽)のK-同値関係による多様体の間の接
触型の言い換えを用いて、空間的部分多様体と de Sitter ホロ超球面の間の接触型を、ホロ球面
的高さ関数のK-同値類によって分類することができる。また別の写像の特異点を用いた研究と
して de Sitter 空間内の余次元が 2の空間的部分多様体に対して、長さを除いて一意的に決まる
光的方向から構成される光的超曲面を用いた方法で空間的部分多様体の幾何学的性質の研究も
行われている。この方法は [2]によって空間的曲線の場合が研究され、[6]によってその次元の
一般化が行われている。

2 de Sitter 空間上の空間的部分多様体

2.1 空間的超曲面とde Sitter ホロ超球面

n, rを n > rを満たす自然数、U ⊂ Rn−ｒを開部分集合としその座標系を u = (u1, · · · , un−r)

と表す。埋め込み写像X : U −→ Sn
1 が空間的であるとは偏微分 ∂X(u)/∂u1 · · · ∂X(u)/∂un−r の
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一次結合で表される 0でない全てのベクトル vが空間的である (すなわち ⟨v, v⟩ > 0)ときをい
う。r ≥ 1のとき埋め込み写像Xおよびその像M = X(U)を de Sitter 空間内の余次元 rの空
間的部分多様体と呼び、特に r = 1のとき空間的超曲面と呼ぶ。
空間的超曲面上の各点 p = X(u)に対してその接空間に擬直交する双曲空間Hn(−1) = {x ∈

Rn+1
1 | ⟨x, x⟩ = −1} 上の点 e(u)がとれる。したがってL(u) = X(u)+ e(u)により光錐方向の元
を対応させる光錐Gauss 像 L : U −→ LC∗が定義される、ただし LC∗は 0でない光的ベクト
ルの集合を表し、光錐と呼ばれる。接空間 TpM と TuU を同一視することにより TpM 上の線形
変換 dL(u)の n− r個の固有値を点 pにおける主曲率 κp,i、固有値の積を光錐Gauss-Kronecker

曲率Kpと表す。光錐Gauss 像の特異点はその微分写像 dpLが退化することと同値なので、曲
率の定義から空間的超曲面上のKp = 0の点 (光錐放物点)に対応することが分かる。超曲面上
の全ての点 pについて κp,1 = · · · = κp,n−1 を満たす場合を全臍的と呼ぶ。全臍的な超曲面の主
曲率は点 pによらず一定の値をとり、かつ de Sitter 空間のある 2次形式超曲面に含まれる。

Proposition 2.1. ([5])主曲率が 0の全臍的な超曲面は、de Sitterホロ超球面{x ∈ Sn
1 | ⟨x, v⟩ =

+1} (vは光的)に含まれる。またこの条件は光錐Gauss像が定値写像となる条件と同値である。

de Sitter ホロ超球面は de Sitter 空間の平坦な空間的超曲面である。一方、光錐高さ関数
H̄ : U × LC∗ −→ Rを H̄(u, v) = ⟨X(u), v⟩ − 1で定め、パラメータ u0 ∈ U, v0 = L(u0)を固定
した関数 h̄v0 = H̄ |U×{v0}: U −→ R を光錐方向を固定した光錐高さ関数という。光錐Gauss 像
と光錐高さ関数の間に以下の関係があることが分かる。

Proposition 2.2. ([5]) H(u, v) = 0かつHui
(u, v) = 0 (i = 1, · · · , n− 1)となる必要十分条件

は v ∈ L(U)である。また v0 = L(u0)の仮定の下で、超曲面上の点 pが放物点になる必要十分
条件はHesse 行列Hess (hv0)(u)が退化するときである。

したがって光錐Gauss 像の特異点が現れる条件はパラメータを固定した光錐高さ関数のTaylor

展開による 2次の項に関係していることが分かる。

2.2 空間的部分多様体から構成される空間的管状超曲面

余次元 2以上の部分多様体M 上では各点 p = X(u)について条件 Image(dpn) ⊂ TpM を満た
す時間的単位法線 n : U −→ TpM

⊥を 1つとり、M の接空間と定義域U の接空間を同一視する
ことで dn(u0)を TpM 上の線形変換とみなす。これを空間的部分多様体M の型作用素と呼び、
その固有値を主曲率、全ての固有値の積をGauss-Kronecker 曲率として定義する。各点 u0にお
いてこの定義は向きn(u0)によるが、写像nの微分係数にはまったく依存しないことが分かる。
すべての主曲率が 0のときその点を n(u0)についてのホロ球面的点と呼ぶ。
M のホロ球面的超曲面HSX : U ×Hr−1(−1) −→ LC∗ をHSX(u, µ) = X(u) + e(u, µ)で定
め、M のホロ球面的高さ関数H : U × LC∗ −→ Rを hv(u) = ⟨X(u), v⟩ − 1で定める。HSXと
Hには命題 2.2の類似が成立する。
次に空間的管状超曲面を考える。Hr−1(−1) = {µ ∈ Rr

1 | ⟨µ, µ⟩ = −1} とおき、時間的法線
方向を与える写像を e : U ×Hr−1(−1) −→ Hn−1(−1) と与える。de Sitter空間上の空間的管状
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超曲面を X̄θ(u, µ) = cosh θX(u) + sinh θe(u, µ) と定義する。空間的管状超曲面はM の形状に
よって特異点を持つが、各点において十分小さな θ ̸= 0をとれば局所的に埋め込みとみなして
よい。空間的管状超曲面の光錐Gauss 像は各点 X̄θ(u, µ)の光的法線方向 X̄θ(u, µ) + e(u, µ). に
よって定義される。この法線方向によって、空間的超曲面の光錐主曲率、光錐Gauss-Kronecker

曲率や光錐高さ関数を定義することができる。このとき光錐Gauss 像の特異点は次の命題で述
べられる条件として解釈され、特異点を通して空間的部分多様体と空間的管状曲面との間に幾
何学的な関係があることが分かる。

Proposition 2.3. ([7]) 余次元 2以上の空間的部分多様体Xとその空間的管状超曲面 X̄θのそ
れぞれに対応する点に対して、以下の条件は同値である。

(1) de Sitter ホロ球面的超曲面芽が特異点を持つ

(2) 空間的部分多様体上の点 p0 = X(u0)が法線方向 e(u0, µ0)についてのホロ球面的点を持つ

(3) 空間的管状超曲面の光錐Gauss 像が特異点を持つ

(4) 空間的管状超曲面がGauss-Kronecker 曲率が 0の点 (光錐放物点)を持つ

2.3 Montaldi の接触の理論

C∞ 多様体 Xi, Yi ⊂ Rn+1
1 (i = 1, 2)について dimX1 = dimX2, dimY1 = dimY2, ai ∈

Xi∩Yi (i = 1, 2)を満たすとする。2組の多様体XiとYiの接触型が同値であるとは、ある微分同
相写像芽Φ : (Rn+1

1 , a1) −→ (Rn+1
1 , a2) があって、Φ((X1, a1)) = (X2, a2), Φ((Y1, a1)) = (Y2, a2)

を満たすときである。Montaldiは多様体の間の接触型の関係を写像の間のK-同値関係を用い
て表した。本稿では関数芽の場合を考えるだけで十分である。

Theorem 2.4. ([8]) gi : (Xi, xi) −→ (Rn, yi)をはめ込み芽とし、fi : (Rn, yi) −→ (R, 0) を沈め
こみとする。(Yi, yi) = (f−1

i (0), yi)を満たすならば、多様体Xiと Yiの接触型が同値である必要
十分条件は f1 ◦ g1と f2 ◦ g2がK-同値である。

2つの関数芽がK-同値であるとは、定義域の微分同相な座標変換Φとある p2における関数芽 g

があって、f1 ◦ Φ = g · f2かつ g(u1) ̸= 0と表されるときをいう。この理論を我々の設定に用い
ることで (詳細は [7])空間的部分多様体と de Sitter ホロ超球面との接触型が高さ関数の特異点
のK-同値関係により記述できる。

3 主結果
2つの写像芽 fi : (U, ui) → (Rn, qi)がA-同値であるとは、定義域と値域の微分同相な座標変
換Φ,Ψによって f1 ◦Φ = Ψ ◦ f2と表されるときをいう。写像芽と関数芽の特異点の分類につい
て光錐高さ関数の族から生成される Legendre はめ込みが Legendre 安定 (詳細は [3]を参照)と
いう仮定の下で、以下の関係が成り立つ。
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Theorem 3.1 ([7]). 余次元2以上の de Sitter空間内の2つの空間的部分多様体Xi : (Ui, ui) −→
(Sn

1 , pi) (i = 1, 2) について、対応する Legendre はめ込みが Legendre 安定である時、次の条件
は同値となる。

(1) de Sitter ホロ球面的超曲面芽がA-同値でうつりあう

(2) de Sitter ホロ球面的高さ関数芽がK-同値でうつりあう

(3) 光錐Gauss 像がA-同値でうつりあう

(4) 光的方向を固定した光錐高さ関数芽がK-同値でうつりあう

(5) 空間的部分多様体とこれに接触する de Sitter ホロ超球面との接触型は等しい。

(6) 空間的管状超曲面とこれに接触する de Sitter ホロ超球面との接触型は等しい。

補足として条件 (1)と (3)は Legendre安定という仮定がなくても常に同値であり、これらの条
件から他の条件を導くことができる。その逆は仮定がないと成立しない。
ここまでの議論から双曲空間Hn

+(−1) = {x ∈ Rn+1
1 |⟨x, x⟩ = −1, x0 > 0}の部分多様体で構成

された管状超曲面の場合 [4]とほぼ平行に類似を考えられることが分かった。de Sitter 空間の
場合には空間的な多様体の他にも時間的、光的な部分多様体を考えることができる。特に光的
な場合には面積が消えてしまい、第 1基本量の定義がうまくいかないなどの問題が残されてい
るので、今後はこの課題に取り組むつもりである。
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Examples of minimizers on sub-Riemannian

structures

Yumiko Kitagawa

Osaka City University

Advanced Mathematical Institute

A sub-Riemannian structure on a manifold M is a pair (D, g) such that

D is a smooth distribution on M and g is a Riemannian metric on D. A

sub-Riemannian manifold is a triple (M,D, g) such that M is a manifold and

(D, g) is a sub-Riemannian structure on M . In particular, if D = TM then

(M,D, g) is nothing but a Riemannian manifold (M, g).

Riemannian geometry tells us that a minimizer (i.e., a shortest path) be-

tween two points of a Riemannian manifold (M, g) is a geodesic, provided

that the curve is parametrized by arc-length, and the geodesics are charac-

terized to be the curves satisfying the geodesic equation expressed in local

coordinates as:

ẍi +
∑

Γi
jkẋ

jẋk = 0,

where Γi
jk denotes the Christoffel symbol. Conversely, every geodesic is lo-

cally length minimizing.

In the formulation of symplectic geometry, the geodesics x(t) are the

projections to the base manifold M of the integral curves (x(t), p(t)) of the

Hamiltonian vector field
−→
E defined on the cotangent bundle T ∗M , where E

is the energy function associated to the metric g.

Now in sub-Riemannian geometry, it is also of fundamental importance

to study minimizers between two points of a sub-Riemanniannian manifold

(M,D, g). Since the metric g is defined only on the subbundle D of TM in

this sub-Riemannian case, there is no canonical means to define the length
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of a general curve γ : [a, b] → M . But we can well speak of the length of γ

if γ is an integral curve of D, that is, if γ̇(t) ∈ Dγ(t) for all t.

On the other hand Chow’s theorem tells that if M is connected and if D

is nonholonomic (in other word, bracket-generating), then any two points of

M can be joined by a piecewise smooth integral curve of D.

Hence, especially for a nonholonomic sub-Riemanniannian manifold (M,D, g),

it makes sense and is important to study the minimizers (length minimizing

piecewise smooth integral curves) between two points of the sub-Riemannian

manifold (M,D, g). However, contrary to the Riemannian case, this problem

is very subtle, mainly because the space CD(p, q) of all integral curves of D

joining p and q may have singularities, while the space C(p, q) of all curves

joining p and q has no singularity and is a smooth infinite dimensional man-

ifold, which makes difficult to apply directly the method of variation to the

sub-Riemanniannian case.

For a sub-Riemannian manifold (M,D, g) we define a normal biextremal

to be an integral curve of the Hamiltonian vector field
−→
E associated to the

Hamiltonian function E : T ∗M → R, where E is the energy function associ-

ated with the sub-Riemannian metric g. We then define a normal extremal

to be the projection to M of a normal biextremal. Then, as in Riemannian

geometry, a normal extremal is locally a minimizer.

However, R. Montgomery ([6], [7]) and I. Kupka [3] discovered that there

exists a minimizer which is not a normal extremal, and hence called it ab-

normal. The appearance of abnormal minimizers is a surprising phenomenon

never arising in Riemannian geometry but peculiar to sub-Riemannian ge-

ometry.

If D is a distribution on M , then the annihilator bundle D⊥, considered

as a submanifold of the symplectic manifold T ∗M , carries a (singular) charac-

teristic distribution Ch(D⊥). An integral curve of this characteristic system

Ch(D⊥) contained in D⊥\{zero section} is called an abnormal biextremal, of

which the projection to M is called an abnormal extremal.

A rigorous application of the Pontryagin Maximum Principle of Optimal

Control Theory to sub-Riemannian geometry shows that a minimizer of sub-

Riemannian manifold (M,D, g) is either a normal extremal of (D, g) or an
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abnormal extremal of D.

This settled the long discussions that had been made until 1990’s by many

mathematicians with erroneous statements, and gave a right way to treat the

problem of length-minimizing paths in sub-Riemannian geometry.

In this talk we will give a survey on the problem of length-minimizing

paths mainly following Liu and Sussmann [5]. We then consider this prob-

lem in a concrete case of the standard Cartan distribution and some exam-

ples. Referring to [9], we will carry out detailed computation of extremals,

which will well illustrate how normal and abnormal extremals appear in sub-

Riemannian geometry[4].
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Uncertainty-Driven Plasma Diffusion
Takahiro SHIMAZAKI

Graduate school of Engineering, Hokkaido University, N-13, W-8, Sapporo 060-8628, Japan

We have constructed a semiclassical collisional diffusion model. In this model, a field particle is treated as
either a point charge or a spatially distributed charge. The test particle is treated as a distributed point charge with
Gaussian distribution. The collisional changes in velocity in our model is of the same order as the classical theory
for a typical proton in a fusion plasma of T = 10 keV and n = 1020 m−3. The spatial extent of the distribution,
or uncertainty, for the test particle obtained in our model grows in time, and becomes of the order of the average
interparticle separation Δ� ≡ n−1/3 during a time interval τr ∼ 3 × 107Δ�/gth, where gth =

√
2T/m is the thermal

speed, with m being the mass of the particle under consideration. The time interval is 3–4 order of magnitudes
smaller than the collision time. This suggests that particle transport cannot be understood in the framework of
classical mechanics, and that the quantum-mechanical distribution of individual particles in plasmas may cause
the anomalous diffusion.

Keywords: anomalous diffusion, uncertainty, distribution function, Coulomb potential, magnetic length,
Schrödinger equation.

1 Introduction

We have pointed out in the first paper [1] that (i) for distant
encounters in typical fusion plasmas of T = 10 keV and
n = 1020 m−3, the average potential energy 〈U〉 ∼ 30 meV
is as small as the uncertainty in energy ΔE ∼ 40 meV,
and (ii) in the presence of a magnetic field B = 3 T, the
spatial size of the wavefunction in the plane perpendicular
to the magnetic field is as large as �B ∼ 1.4×10−8 m which
is much larger than the typical electron wavelength λe ∼
10−11 m, as well as ion wavelengths λi ∼ 10−13 m.

In considering diffusion of plasmas correctly, it was
also pointed out more than half a century ago [2, 3] that
one must consider the wave character of charged particles
when the temperature T is high, i.e. the relative speeds of
interacting particles are fast. The criterion of the classical
theory to be valid in terms of relative speed g in a hydrogen
plasma is given in Ref. [3], as

g � 2e2

4πε0�
= 4.4 × 106 m/s, (1)

where e = 1.60 × 10−19 C and � ≡ h/2π = 1.05 × 10−34 J·s
stand for the elementary electric charge and the reduced
Planck constant. In contemporary fusion plasmas with
T ∼ 10 keV or higher, ions as well as electrons should be
treated quantum-mechanically. In current plasma physics,
however, the quantum-mechanical effects enters as a mi-
nor correction to the Coulomb logarithm, lnΛ, in the case
of close encounters [4]. Nonetheless, the neoclassical the-
ory [5] is capable of predicting a lot of phenomena such as
those related to the current conduction. Such phenomena
linearly depend on the change in velocity Δu or in position

author’s e-mail: oikawa@qe.eng.hokudai.ac.jp

Δr. The quantum-mechanical changes, e.g. in the veloc-
ity QMΔu, are stochastic. The average or expectation value
of Δu conforms to the classical prediction CLΔu due to the
Ehrenfest’s theorem: for ξ = u, r

〈
Δξ
〉
=
〈
CLΔξ + QMΔξ

〉
=CLΔξ. (2)

However, diffusion is quadratic in Δg or Δr:
〈
(Δξ)2

〉
=
(
CLΔξ

)2
+

〈(
QMΔξ

)2〉
>
(
CLΔξ

)2
. (3)

This might be the reason why we cannot understand the
so-called anomalous diffusion using classical theories that
only give correct

〈
Δξ
〉
.

In quantum mechanics [1, 6], the size of a charge q
in the presence of a magnetic induction B, becomes the
magnetic length �B =

√
�/qB, where � = h/2π stands

for Dirac constant. In typical fusion plasma with a tem-
perature T and a density n, �B is as large as one tenth
of the inter-particle separation Δ� ≡ n−1/3, which is con-
siderably longer than the typical de Broglie wavelength,
λ ≈ h/√2mT :

λ � �B ∼ Δ�. (4)

2 Interaction potential

We will not solve the Schrödinger equation here, instead
we will adopt an alternative method as described in what
follows. Let us assume that the initial wave function of a
field particle is Gaussian with the center at the origin:

f (r) =
1

π3/2�3B
exp
⎛⎜⎜⎜⎜⎝− r2
�2B

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (5)
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If the test particle with the same charge q as the field par-
ticle has the similar distribution as Eq. (5), the probabil-
ity dP(r) of finding the test particle within an infinitesimal
volume d3r around a position r is given as

dP (r) =
1

π3/2�3B
exp
⎛⎜⎜⎜⎜⎝− (r − r0)2

�2B

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ d3r. (6)

The Coulomb potential energy in this case is given by

U (r) =
q2

4πε0r
erf
(
r
�B

)
, (7)

whereas the potential due to a point charge is

U (r) =
q2

4πε0r
, (8)

as shown in Fig. 1
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Fig. 1 Interaction potentials U; due to a point charge at the ori-
gin, and due to a distributed charge centered at the origin.

3 Method
We solve a set of classical equations of motion, in which
the test particle q for several initial positions at r = r0
with a velocity u = u(0) in the presence of the potential
field given by Eq. (7). For each initial position, Eq. (6) is
used to mimic the quantum-mechanical distribution of the
test particle in order to calculate particle scattering in the
plasma.

For simplicity, initial speed is fixed to be the ther-
mal velocity vth and initial positions are restricted within
the sphere of a radius 3�B centered at the initial position
r = r0, as shown in Fig. 2. The test particle moves dur-
ing Δt = Δ�/gth, the time for the electron with its thermal
speed to travel the average interparticle separation in clas-
sical mechanics.

4 Numerical Results
In the calculations, we have ignored the effect of magnetic
field B, because Δt ≈ 10−13sec is much shorter than the
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�����
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3 B� 3 B�

3 B�

3 B�

0t =
�	������	
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Fig. 2 Distributed system before (t = 0) and after (t = Δt) the
interaction.

cyclotron period of the order of 10−8 sec for protons in a
plasma with n = 1020m−3 and T = 10 keV.

4.1 Case 1: Potential due to a point charge

Let us define the time-dependent variance in position as

σ2 (Δt) ≡ VAR [r (Δt)] =
〈
(r (Δt) − r̄ (Δt))2

〉
, (9)

where r̄ ≡ 〈r〉 stands for the averaged position using
Eq. (5), with 〈·〉 being the ensemble average over the im-
pact parameter b.
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Fig. 3 Incremental variance of a particle in position as a func-
tion of classical impact parameter b, in the case of an
interaction potential U ∝ 1/r due to a point charge at the
origin.

Figure 3 shows the increase in variance in position
during the time interval Δt as a function of the classical
impact parameter, defined as

σ2 (Δt) − σ2 (0)
σ2 (0)

, (10)

the average over the impact parameter b of which is
〈
σ2 (Δt) − σ2 (0)
σ2 (0)

〉
b
∼ 1.44 × 10−7, (11)
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from which
(
1 + 1.44 × 10−7

)N × �2B = Δ�2, (12)

∴ N ∼ 3.2 × 107. (13)

Therefore, the variance in position, i.e., the spatial extent
of the proton under consideration, becomes as large as the
average interparticle separation Δ�

τr ∼ 3.2 × 107Δt = 3 × 10−6 sec, (14)

under the condition that the increase in the variance be con-
stant. Quantum-mechanically, the wavefunction of each
proton overlaps with each other at the time t ∼ τr, which
is much smaller than the collision time for protons of the
order of several milliseconds in the plasma.
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Fig. 4 Variance of a particle in velocity (right)in the case of an
interaction potential U due to a point charge at the origin.

Figure 4 shows the variance in velocity VAR [u]. The
averaged variance, over the impact parameter, of velocity
change is

〈
(Δv)2

〉
≈ 0.6 × 10−11v2th. (15)

The corresponding variance in classical mechanics is given
by

〈
(Δv)2

〉
= 4π

(
b0
Δt

)2
lnΛ ≈ 2.3 × 10−11v2th, (16)

where b0 = q2/4πε0μv2th and lnΛ ≈ 17 are the impact pa-
rameter for π/2 scattering and the Coulomb logarithm.

4.2 Case 2: Potential due to a distributed
charge

Figures 5 and 6 show the variances in position and in ve-
locity, respectively, as a function of the classical impact
parameter normalized by the average interparticle separa-
tion Δ� ≡ n−1/3 and the thermal speed vth ≡

√
2T/m.
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Fig. 5 Incremental variance of a particle in position as a function
of classical impact parameter b. Interaction potentialU ∝
r−1erf(r/�B) is due to a distributed charge centered at the
origin.

The incremental variance in position during the time
interval Δt ≡ Δ�/gth, averaged over the impact parameter
b, in this case is

〈
σ2 (Δt) − σ2 (0)
σ2 (0)

〉
b
∼ 1.34 × 10−7. (17)

Therefore, the variance in position, i.e., the spatial extent
of a particle, becomes as large as the average interparticle
separation Δ�

τr ∼ 3.4 × 107Δt, (18)

which is approximately the same as Case 1 given in
Eq. (14), i.e., the field particle being a point charge.

The variance of velocity change for a distributed po-
tential is

〈
(Δv)2

〉
≈ 0.12 × 10−11v2th. (19)

5 Summary
We have constructed a semiclassical collisional diffusion
model. In this model, a field particle is treated as either
a point charge or a spatially distributed charge. The test
particle is treated as a distributed point charge with Gaus-
sian distribution. The collisional changes in velocity in
our model is of the same order as the classical theory for
a typical proton in a fusion plasma of T = 10 keV and
n = 1020 m−3. The spatial extent of the distribution, or un-
certainty, for the test particle obtained in our model grows
in time, and, irrespective of the interaction potential U(r),
becomes of the order of the average interparticle separa-
tion Δ� ≡ n−1/3 during a time interval τr ∼ 3 × 107Δt,
which is 3–4 order of magnitudes smaller than the colli-
sion time. This suggests that particle transport cannot be
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Fig. 6 Variance of a particle in velocity. Interaction potential U
is due to a distributed charge centered at the origin.

understood in the framework of classical mechanics, and
that the quantum-mechanical distribution of charged parti-
cle in plasmas may cause the anomalous diffusion.

In magnetically confined fusion plasmas, diffusion is
governed by the banana particle motion due to the toroidic-
ity of the magnetic field B and the plasma current Ip, with
which we have not dealt in this study. The diffusion model
presented here is semiclassical, so we will need to solve
Schrödinger’s equation for exact analysis; this will be re-
ported soon.
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Fano 3-folds with higher index and graded rings

Kaori Suzuki

Abstract

We use the computer system Magma to study graded rings of Fano 3-folds of index
≥ 2. We list the number of families that can be realised in codimension up to 4.

1 Introduction

Definition 1. A normal projective 3-fold X is called a Q-Fano 3-fold if and only if X has
Q-factorial terminal singularities, −KX is ample, and the Picard number ρ(X) = 1.

The anti-canonical divisor −KX is only expected to be a Weil divisor. In the following
definition, equality of divisors means linear equivalence .

Definition 2. Let X be a Fano 3-fold. The Fano index f = f(X) of X is

f(X) = max{m ∈ Z>0 | − KX = mA for some (integral) Weil divisor A}.

Fano index is bounded f ≤ 19, and it does not take the values 18, 16, 15, 14, 12 ([Su]) and
10 ([Pr]). We study Fano 3-folds of f ≥ 2, and explain especially the case f ≥ 3, since f = 2
work slightly differently: in those cases there is another discrete invariant, the genus, which
does not play a role when f ≥ 3. Furthermore, we list the number of possible numerical types
of Fano 3-folds of each index .

We work over the complex number field C throughout.

Theorem 3. For each f ≥ 2, the number of Hilbert series of some (X,A) with X a Fano
3-fold of Fano index f and A a primitive ample divisor is:

f 2 3 4 5 6 7 8 9 11 13 17 19
number of series 1413 231 124 63 11 23 10 2 3 2 1 1

The following theorem is a result of our classification; the proof is Step 2 of section 3.

Theorem 4. H0(X,O(−KX)) �= 0 for any Fano 3-fold (X,A) of index f ≥ 2.

A first analysis of the possible realisations of these Hilbert series in low codimension is in
section 2. As with all the results in this paper, we used computer algebra the Magma system
[Mag]. Tabulating these examples by codimension gives the following (in which a blank entry
is a zero).

f 2 3 4 5 6 7 8 9 11 13 17 19 total
codim 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 7
codim 1 8 7 2 5 1 4 3 2 2 1 35
codim 2 26 6 7 1 0 0 40
codim 3 2 0 0 2 0 0 4
codim 4 ≤ 73 3 2 1 1 1 ≤ 81

Text files with the Magma code to make the classification of Theorem 3 and with all the
proposed models is at the webpage [BS1].
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2 Definitions and tools

A Fano 3-fold X with primitive ample divisor A, which we denote by (X, A) from now on, has
a graded ring

R(X, A) =
⊕

n≥0

H0(X,OX(nA)).

This graded ring is finitely generated, and X ∼= Proj R(X, A). The Hilbert series P (t) of (X, A)
is defined to be that of the graded ring R(X, A): thus dimH0(X,OX(nA)) is the coefficient
of tn in P (t).

A choice of homogeneous generators for R(X, A) determines a map

X ↪→ PN = P(a0, . . . , aN )

into some weighted projective space PN , where xi ∈ H0(X,OX(aiA)). With this embedding
for a minimal set of generators, we say that (X,A) has codimension N − 3.

We compute the Hilbert series of a Fano 3-fold (X, A) using the Riemann–Roch formula
of Theorem 5. There is a finite collection of quotient singularities whose invariants appear in
the Riemann–Roch formula which is known as the basket of singularities of X.

We describe the quotient singularities that can arise in this context. Let the group Z/r of
rth roots of unity act on C3 via the diagonal representation ε · (x, y, z) �→ (εax, εay, εcy). The
quotient singularity C3/(Z/r) is denoted 1

r (a, b, c). By [Su] Lemma 1.2, when we work with
Fano 3-folds of index f below, we may assume that b = −a, c = f and that r is coprime to
a, b, c. We abbreviate the notation 1

r (a,−a, f) to [r, a]; the index f is always clear from the
context. Thus a basket of singularities B is a collection of singularity germs [r, a].

For a singularity p = 1
r (a,−a, f), we define ip(n) = −n/f mod r. The notation c denotes

the least residue of c modulo r.

Theorem 5 ([Su] Theorem 1.4). Let X, A be a Fano 3-fold of index f ≥ 3 and with basket B.

P (t) =
1

1 − t
+

(f2 + 3f + 2)t + (8 − 2f2)t2 + (f2 − 3f + 2)t3

12(1 − t)4
A3

+
t

(1 − t)2
Ac2(X)

12
+

∑

p∈B

1
1 − tr

r−1∑

k=1

cp(k)tk. (1)

Theorem 6 ([Ka]). Let (X, A) be a Fano 3-fold with basket B. Then

−KXc2(X) = 24 −
∑

[r,a]∈B

(
r − 1

r

)
.

3 The algorithm

We explain our algorithm for arbitrary f ≥ 3.
Step 1. Assembling possible baskets:

A basket B comprising germs [r, a] of a Fano 3-fold must satisfy several conditions.

1. Kawamata’s condition ([Ka], Theorem 2):　
∑

[r,a]∈B
(
r − 1

r

)
< 24.

2. Positive degree:　 The degree A3 > 0

3. Excess vanishing:　H0(X,O(nA)) = 0 for each n = −2,−3, . . . ,−f + 1.

4. Bogomolov–Kawamata bound ( [Su] Proposition 2.4 and [Ka] Proposition 1):

(4f2 − 3f)A3 ≤ 4fAc2(X).
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5. Imposing stability:　 f2A3 ≤ 3Ac2(X).

Step 2. Computing Hilbert series:
For each basket in B, compute a rational expression for P (t) according to the formula (1).

Step 3. Estimating the degrees of generators:
Suppose P (t) = 1 + p1t + p2t

2 + · · · is the Hilbert series of some graded ring R. Then R
must have p1 generators of degree 1. These generate at most a q2 = 1

2p1(p1 − 1)-dimensional
subspace of R2. If p2 − q2 < 0, then this routine stops. On the other hand, if p2 − q2 ≥ 0, then
R must have at least p2 − q2 generators in degree 2. And so we continue into higher degree.

Step 4. Confirming small cases:
When the number of generators is small, we attempt to build a Fano 3-fold realising the

given Hilbert series or prove that in fact more generators are needed. We describe the method
in an example.

The basket B = {[2, 1], [3, 1], [7, 3]} with index f = 5 determines the rational function

P =
t8 + t5 + t4 + t3 + 1

t13 − t12 − t11 + t9 + t8 − t7 − t6 + t5 + t4 − t2 − t + 1
.

=
−t20 + t14 + t13 + t12 + t11 − t9 − t8 − t7 − t6 + 1∏

d=1,2,3,3,4,5,7(1 − td)

which suggests a variety defined by 5 equations of weights 6, 7, 8, 9, 10:

X6,7,8,9,10 ⊂ P6(1, 2, 3, 3, 4, 5, 7).

In fact, these equations can be written as the five maximal Pfaffians of a skew 5 × 5 matrix,
as in [ABR] Remark 1.8 or [R2] section 4, and it can be checked that this X is a Fano 3-fold
with singularities equal to the basket.

4 Examples in codimension 4 ([BS2])

When f = 2 and | − KX | = |2A| is not empty, it may contain an element S ∈ |2A| that is
a K3 surface polarised by A. At least, many of the numerical conditions we impose here to
generate Hilbert series of Fanos reduce to the same as those used for K3 surfaces in [B].

Consider, for instance, the following codimension 4 candidate:

X ⊂ P(2, 2, 3, 5, 5, 7, 12, 17)

whose basket contains only 1
17(5, 12, 2). Setting a degree 2 variable to zero reveals a K3 surface

known to exist because it has a Type 1 projection from a 1
17(5, 12) point to codimension 3:

(S ⊂ P(2, 3, 5, 5, 7, 12, 17)) ��� (T10,12,14,15,17 ⊂ P(2, 3, 5, 5, 7, 12)) .

The K3 surface T can be constructed easily, and moreover it can be forced to contain a linear
P(5, 12). This curve can be unprojected to construct S. This is how we proceed with cases in
codimension 4 here, but there is a twist.

When we project from a quotient singularity—say the point 1
17(5, 12, 2) in the example

above—the result will always contain a line of index 2 singularities. That is, when we project
we automatically incur canonical singularities that play a role in Riemann–Roch. And so the
result of projection will not have Hilbert series already on our lists.

There are two ways out. The first is to make a double projection. In the example above,
after projecting from the 1

17(5, 12, 2) point, we can project from the resulting 1
12(5, 7, 2) singu-

larity. This second projection contracts the index 2 line, and we land in the family

Z10,12 ⊂ P(2, 2, 3, 5, 5, 7).
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To proceed, we would need an analysis of the exceptional locus of such double projections,
and then a Type III-style unprojection result, following [R2] Example 9.16.

The second approach is to consider also weak Fano 3-folds with canonical singularities. As
remarked upon in [RS], Theorem 3 illustrates again the strange bottleneck in codimension 3
for general unprojection methods. This method is explained in detail in [BKR]. We construct
the example above by imposing the plane P(2, 5, 12) on the codimension 3 weak Fano 3-fold

P(2, 5, 12) ⊂ Y10,12,14,15,17 ⊂ P(2, 2, 3, 5, 5, 7, 12).

Such Y has a non-isolated singularity 1
12(2, 5, 7) on a line of index 2 singularities, and these

are all canonical and not terminal singularities.

Remark 1. When f ≥ 3, similar construction by another unprojections is avairable which is
now in progress.
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Landau-Lifshitz方程式の
Walker wall解の安定性について

高棹圭介 (北海道大学大学院理学院数学専攻)

Landau-Lifshitz方程式は, 1935年に Landauと Lifshitz [7]によって提唱され
た強磁性体の磁化ベクトルを記述するものである. 強磁性体は, 現在コンピュータ
のハードディスクの記憶媒体など工学的応用の面から無くてはならないものであ
る一方, 原子サイズのスケールからミリメータのスケールまで様々な複雑な現象
が観察される理学的にも大変興味深い対象である. 現在ではこの Landau-Lifshitz

方程式の数学的な研究もされており, 例えばGuo [3, 4]等により大域解の存在な
どが示されている.

強磁性体の内部では, 磁化ベクトルがほとんど変化しない部分 (磁区)と急激に
変化する部分 (磁壁, Domain wall)が存在することが知られている [5, 6, 7]. ここ
で扱うWalker wallとは,１本の直線状の磁壁が等速で移動する物理現象を表した
Landau-Lifshitz方程式の travelling wave解である.

今回は, Walker wallについて得られた Landau-Lifshitz方程式の安定性に関す
る結果を報告する.

R
2を薄い強磁性体とし, m = (m1,m2,m3) : R × [0,∞) → S2を強磁性体内の

磁化ベクトルとする．但し S2はR
3内の単位球面である. H = (0, h, 0)を強磁性

体に与える外磁場とする. 但し h ∈ Rは定数である. このとき Landau-Lifshitz方
程式は

∂tm = ηm× ∂tm+m×∇L2E(m) (1)

である. ここで, E(m)は磁化エネルギーであり,

E(m) =
1

2

∫
R

|∂xm|2dx+
a

2

∫
R

m2
1dx+

1

2

∫
R

(1−m2
2)dx−

∫
R

m ·H dx, a > 0

で与えられるものである. また, ∇L2E(m)はE(m)の L2-gradientであり,

∇L2E(m) = −∂2
xm+ am1e1 −m2e2 −H

である. 但し {e1, e2, e3} は R
3 の標準基底である.

注意 1. 定数 aは強磁性体の異方性からくるパラメータである. ηはGilbert loss

parameterと呼ばれる定数であり, E(m)の単調減少に関係している.

また, 任意の x ∈ Rに対し |m(x, 0)| = 1を満たすmが, (1)の滑らかな解だと
仮定すると, (1)の両辺にmを内積することにより ∂tm · m = 0となり, 任意の
x ∈ R, t ∈ [0,+∞)に対し |m(x, t)| = 1が成り立つ.
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v ∈ Rに対し, z = x−vtとしてパラメータを (x, t)から (z, t)へ置き換える. (1)

の厳密解として次の travelling wave解 (Walker wall)が存在する.

M0(z) =
(
sin θsech

(z
δ

)
, − tanh

(z
δ

)
, cos θsech

(z
δ

))
但し,

sin 2θ =
2h

aη
, δ = (1 + a sin2 θ)−

1
2 , v =

a sin 2θ

2
√
1 + a sin2 θ

である [8]. h = 0のときは v = 0であり, M0は定常解となる.{
M1 = (cos θ, 0, − sin θ),

M2(z) = (−tδ(z) sin θ,−sδ(z), −tδ(z) cos θ)

とおく. 但し, sδ(z) = sech( z
δ
), tδ(z) = tanh ( z

δ
)とする. このとき, {M1, M0, M2}

は互いに直交し, R3でのmoving frameとなっている.

(1)の解mを

m(z, t) = r1(z, t)M1 + r2(z, t)M2(z) + λM0(z) (2)

と表現する. 但し |m| = 1より λ = (1 − r21 − r22)
1
2 である. (1)に (2)を代入し,

M1, M2の成分について (1)を書き直すと⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(1 + η2)∂tr1 =λf2 − r2f0 + η(λr1f0 − λ2f1 − r22f1 + r1r2f2) + (1 + η2)v∂zr1,

(1 + η2)∂tr2 =r1f0 − λf1 + η(r1r2f1 − r21f2 − λ2f2 + λr2f0) + (1 + η2)v∂zr2

+ (1 + η2)vλδ−1sδ
(3)

が得られる. 但し,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f0 =2∂zr2δ
−1sδ − r2δ

−2tδsδ − ∂2
zλ+ λδ−2s2δ + (−r2sδ − tδλ+ h)tδ

+ asδ sin θ(r1 cos θ − r2tδ sin θ + λsδ sin θ),

f1 =− ∂2
zr1 + a cos θ(r1 cos θ − r2tδ sin θ + λsδ sin θ),

f2 =− ∂2
zr2 + r2δ

−2s2δ − 2∂zλδ
−1sδ + λδ−2tδsδ + (−r2sδ − tδλ+ h)sδ

− atδ sin θ(r1 cos θ − r2tδ sin θ + λsδ sin θ)

である.

定義 2. rが初期値 r0の (3)の解であるとは, r ∈ C([0,+∞);H2(R;R2)) ∩
C1((0,+∞);L2(R;R2))と r0 ∈ H2(R;R2)が r(0) = r0と (3)を満たすことである.

r = (r1, r2)について (0, 0)を中心に (3)をテイラー展開し, rに関して 2次以上
の項を消去すると次の線形偏微分方程式が得られる.

(η2 + 1)∂tr = JLr +Mr (4)
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但し,

L = J

(
L− p 0

0 L

)
, J =

(
η −1

1 η

)
,

L = ∂2
z − δ−2(1− 2s2δ), p = 2 + a− 2δ−2,

M =

(
η2M+ −M− 0

η(M+ +M−) (1 + η2)M+

)
, M± = v(δ−1tδ ± ∂z)

である.

注意 3. sδ は−Lの唯一の第 1固有ベクトルであり, その固有値は 0である. ま
た, σ(−L) = {0} ∪ [δ−2,∞)である [2]. このことから

kerL = span

{(
0

sδ

)}

が得られる.

定義 4. rが初期値 r0の (4)の解であるとは, r ∈ C([0,+∞);H2(R;R2)) ∩
C1([0,+∞);L2(R;R2))と r0 ∈ H2(R;R2)が r(0) = r0と (4)を満たすことである.

定理 5. ある η0, h0に対し, η0 < η, 0 < a < 2η, |h| < h0とする. このとき, r0
を初期値とする線形化 Landau-Lifshitz方程式 (4)の解 rが存在する.

証明にはHille-吉田の定理を使う. 次に, (4)の解 rの挙動について得られた結
果を述べる.

定理 6. ある η0, h0に対し, η0 < η, 0 < a < 2η, |h| < h0とする. このとき, r0
を初期値とする (4)の解 rに対しある定数 c1 > 0, c2 > 0が存在して

‖r(t)− u‖H1 ≤ c1e
−c2t

が成り立つ.

最後に, 元の方程式 (1)に対するWalker wallの安定性に関して得られた結果を
述べる. α ∈ Rに対し

R(α, z) =

(
M0(z − α) ·M1(z)

M0(z − α) ·M2(z)

)
=

(
0

M0(z − α) ·M2(z)

)

と定義する. Walker wallの安定性を次で定義する.
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定義 7. M0が安定であるとは, ある ε > 0が存在し, 任意の r0 ∈ H2(R;R2)に対し,

‖r0‖H2(R;R2) < ε ならば, r0を初期値とする (3)の解 rに対しある定数 α = α(r0)

が存在し,

r(t) −→ R(α) (t → ∞) in H1(R;R2)

が成り立つことである.

注意 8. r(z, t) ≡ R(α, z)とすると, rに対応する元の方程式 (1)の解mに対し

m(z) = (M0(z − α) ·M1(z))M1(z) + (M0(z − α) ·M2(z))M2(z) + λ(z)M0(z)

が成り立つ. これはm(z, t) = M0(z − α)であることを表している.

a = 0, h = 0, v = 0 の場合, すなわち定常解での安定性については [1]を参照
されたい. 以下の定理はその拡張である.

定理 9. ある η0, h0に対し, η0 < η, 0 < a < 2η, |h| < h0とする. このとき, 定
義 8の ε = ε(η, a, h) > 0が存在し, M0は安定である.
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C∗-対応から得られる C∗-環

高橋賢一

北海道大学大学院理学院数学専攻

1 初めに
C∗-環A 上のC∗-対応 (φ ,E)とは,ヒルベルト右A -加群 E と, A から E 上の随伴作用素を持つ線形作用素
全体への ∗-準同型写像 φ の組のことである. Pimsner[8]は Cuntz, Kriegerによって定義された Cuntz-Krieger
環 [1,2]の C∗-対応を使った自然な拡張を定義した. しかし,その構成法では φ が単射であるという仮定も付随
していたために, Cuntz-Krieger環の発展概念である Graph Algebraとの整合性がうまくつかなかったことが問
題となった. その後 Kajiwara, Pinzari, Watatani[5]による研究等により Pimsnerが提唱した環の別解釈,構成法
が与えられた.
本稿では,現在 Graph Algebraとの整合性がつくという点で最も最良の構成法と言われている Katsura[3]に

よる Cuntz-Pimsner環構成法を紹介する.

2 C∗-対応とフォック空間
このセクションでは, 研究対象となる環を構成するために必要な C∗-対応, フォック空間という概念を定義
する.

定義 2.1. A をC∗-環, Eは線形空間かつ,右A -加群の構造をもつとする. 写像 E×E � (x,y) → 〈x,y〉E ∈ A が
次の条件を満たすとき, E上の A -値右内積という.

(i) 〈x,λy1+ y2〉E = λ 〈x,y1〉E + 〈x,y2〉E (x,y1,y2 ∈ E, λ ∈ C)

(ii) 〈x,y〉∗E = 〈y,x〉E (x,y ∈ E)

(iii) 〈x,ya〉E = 〈x,y〉Ea (x,y ∈ E, a ∈ A )

(iv) 〈x,x〉E � 0 (x ∈ E)

(v) x ∈ E, 〈x,x〉E = 0⇒ x= 0

このような右内積を持つ Eのことを,前ヒルベルト右 A -加群という.

通常の前ヒルベルト空間と同様に,シュワルツの不等式「‖〈x,y〉E‖ ≤ ‖〈x,x〉E‖1/2‖〈y,y〉E‖1/2 (x,y ∈ E)」が
成り立つ.そこで, ‖x‖E := ‖〈x,x〉E‖1/2 (x ∈ E)と定めると, ‖·‖E は E 上のノルムであることがわかる.このノ
ルムに関し完備である E のことをヒルベルト右 A -加群という.
集合 E, F をヒルベルト右 A -加群とする. E から F への写像 T で

〈Tx,y〉F = 〈x,T ∗y〉E (x ∈ E, y ∈ F)
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を満たす F から E への写像 T ∗が存在するもの全体をL (E,F)で表す.一般に, T ∈L (E,F)ならば, T は E,F
を単にバナッハ空間と扱ったときの有界線形作用素となる. 従って,集合 L (E,F)は, E から F への有界線形
作用素全体の部分集合であるが,作用素ノルムに関して閉集合であることがわかる. 特にL (E) := L (E,E)は
単位元 1Eをもつ C∗-環である.
次に,一般のヒルベルト空間におけるコンパクト作用素全体と関係が深い集合を定義する. x ∈ E,y ∈ F に対
し θy,x : E→ F を

θy,x(z) := y〈x,z〉E (z ∈ E)

として定めると, θy,x ∈ L (E,F) となる. この θy,x を階数 1 の作用素という. この階数 1 の作用素による 1
次結合全体の作用素ノルムに関する閉包を K (E,F) と表す. E = F のときは, 単に K (E) とする. 特に,
K (E)はL (E)の両側イデアルとなる.

定義 2.2. A を C∗-環とし, E をヒルベルト右 A -加群とする.このとき更に, ∗-準同型 φ :A → L (E)が与え
られているとき,組 (φ ,E)を A 上の C∗-対応であるという.

C∗-環 A は自明な形で右 A -加群になるが, A 上に A -値右内積を 〈a,b〉A := a∗b (a,b ∈ A )により定める
とヒルベルト右 A -加群となる.更に ∗-準同型 φ (0) :A → L (A )を φ (0)(a)b := ab (a,b ∈ A )として定める
ことにより (φ (0),A )はC∗-対応となる.
フォック空間を考える上で C∗-対応におけるテンソル積が必要となる. (φ ,E) を A 上の C∗-対応として,

E �E を E の代数的テンソル積とする. ここで E �E の部分空間 N を, N := span{xa� y− x� φ(a)(y) :
x,y ∈ E, a ∈ A } により定め, 商線形空間 (E �E)/N を考える. x� y の同値類を x⊗ y で表す. このとき,
x, x′, y, y′ ∈ E, a ∈ A に対し

(x⊗ y)a := x⊗ (ya), 〈x⊗ y,x′ ⊗ y′〉 := 〈y,φ(〈x,x′〉E)y′〉E

と定め, これを線形拡張すると, (E � E)/N 上の A による右作用, A -値右内積が得られる. これにより,
(E�E)/N は前ヒルベルト右 A -加群となる. この (E�E)/N を完備化した空間を E⊗φ E または単に E⊗2 と
表す.一般に T ∈ L (E)に対して, (T ⊗ id)(x⊗ y) = Tx⊗ y (x,y ∈ E)を満たす写像 T ⊗ id ∈ L (E⊗φ E)が存
在する. そこで, φ (2) :A → L (E⊗φ E)を φ (2)(a) := φ(a)⊗ id (a ∈ A )として定めると, (φ (2),E⊗φ E)は A

上のC∗-対応となる.以降,帰納的に E⊗(n+1) := E⊗φ (n) E⊗n として定義する.

定義 2.3. F (E) := A ⊕
(

∞⊕
n=1
E⊗n

)
により得られるヒルベルト右 A -加群を E のフォック空間という. F (E)

の元を, (xn)n∈Z+ もしくは (x0, x1, x2, · · · ) (但し, x0 ∈ A , x1 ∈ E, xm ∈ E⊗m (m≥ 2))と表すことにする.

3 フォック共変表現と Cuntz-Pimsner環
このセクションでは,研究対象である Cuntz-Pimsner環を定義し,いくつかの結果を述べることにする.

定義 3.1. 任意の a ∈ A , x ∈ E に対して ϕ∞(a), τ∞(x) ∈ L (F (E))を

• ϕ∞(a)(xn)n∈Z+ := (φ (0)(a)x0, φ(a)x1, φ (2)(a)x2, · · · ) ((xn)n∈Z+ ∈ F (E))

• τ∞(x)(xn)n∈Z+ := (0, xx0, x⊗x1, x⊗x2, · · · ) ((xn)n∈Z+ ∈ F (E))

により定める.ここで, ϕ∞(A )∪ τ∞(E)で生成される C∗-環を C∗(ϕ∞,τ∞)とする.
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更に, A の両側イデアル JE を JE := {a ∈ A : φ(a) ∈ K (E), ab= 0 (b ∈Ker φ)}とし,F (E)の部分ヒルベ
ルト右A -加群F (E)·JE をF (E)·JE := {(xn)n∈Z+a : (xn)n∈Z+ ∈ F (E), a ∈ JE}と定める. 特に,K (F (E)·JE)
は C∗(ϕ∞,τ∞) の部分集合かつ両側イデアルとなることがわかるため, C∗(ϕ∞,τ∞)/K (F (E)·JE) も C∗-環とな
る.そこで,C∗(ϕ∞,τ∞)からC∗(ϕ∞,τ∞)/K (F (E)·JE)への商写像を σ とし, ϕ :A →C∗(ϕ∞,τ∞)/K (F (E)·JE)
を ϕ := σ ◦ϕ∞, τ : E→C∗(ϕ∞,τ∞)/K (F (E)·JE)を, τ := σ ◦ τ∞ と定める.
組 (ϕ ,τ)をフォック共変表現といい, ϕ(A )∪τ(E)で生成されるC∗-環をOE と表し,この環をCuntz-Pimsner
環という. 以降, Cuntz-Pimsner環に関するいくつかの性質を述べる.
まず,ϕ は A から C∗(ϕ∞,τ∞)/K (F (E)·JE)への ∗-準同型, τ は E から C∗(ϕ∞,τ∞)/K (F (E)·JE)への線形

写像であり,次の等式が成り立つ.

(i) τ(x)∗τ(y) = ϕ(〈x,y〉E) (x,y ∈ E)

(ii) ϕ(a)τ(x) = τ(φ(a)x) (a ∈ A , x ∈ E)

上の 2つの等式が成り立つことから, ψτ(θx,y) = τ(x)τ(y)∗ (x,y ∈ E)をみたす ∗-準同型写像 ψτ :K (E) → OE

が存在する.更に,次が成り立つ.
(iii) ϕ(a) = ψτ(φ(a)) (a ∈ JE)

定義 3.2. (φ ,E)をC∗-環A 上のC∗-対応,BをC∗-環とする. ∗-準同型 π :A →Bおよび,線形写像 t :E→B

が条件 (i),(ii)をみたすとき,組 (π, t)を E のB への表現という.更に,条件 (iii)をみたすとき,(π, t)を共変表
現という.

組 (ϕ ,τ)がフォック共変表現と呼ぶのはこのことからである.次の定理により,組 (ϕ,τ)は普遍表現である
といえる.

定理 3.3. (π, t)を E 上の共変表現, C∗(π, t)を π(A )∪ t(E)で生成されるC∗-環とするとき, ρ ◦ϕ = π , ρ ◦τ = t
をみたす ∗-準同型 ρ : OE →C∗(π, t)が存在する. (π, t)において更なる条件

• π が単射
• 任意の 1次元トーラスの元 zに対し, βz(π(a)) = π(a), βz(t(x)) = zt(x) (a ∈A , x ∈ E)をみたす ∗-準同
型 βz :C∗(π, t) →C∗(π, t)が存在する

が仮定されているとき, OE と C∗(π, t)は同型となる.

4 例
このセクションでは,今回の構成法により Cuntz-Krieger環を構成できることを紹介する.

例 4.1 (Cuntz-Krieger環 [2,4]). 行列 Āを行列要素が 0または 1だけからなる n×n行列で,どの行どの列も零
ベクトルではないものとする.このとき,次の 2条件をみたす n個の 0ではない半等長作用素 S1, · · · ,Sn で生成
されるC∗-環を Āによる Cuntz-Krieger環という.

(A) SiSi∗S jS j∗ = 0 (i �= j) (B) Si∗Si =
n

∑
j=1
Ā(i, j)S jS j∗ (i= 1, · · · ,n)

ここで, Āの行列要素が全て 1の場合が Cuntz環である.
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V := {1,2, · · · ,n}, W := {(i, j) ∈V ×V : Ā(i, j) = 1}と定める. (気持ちとしては,V を頂点のなす集合,W を行
列 Āから与えられる有向辺の集合と考える.)その上で, C∗-環A を V 上の関数全体.線形空間 E をW 上の関数
全体とする.E 上の A による右作用, A -値右内積,そして ∗-準同型 φ :A → L (E)を次で定めると,(φ ,E)は
C∗-対応となる.
x,y ∈ E, a ∈ A に対して

• (xa)(i, j) := x(i, j)a( j) ((i, j) ∈W )

• 〈x,y〉( j) := ∑
i:(i, j)∈W

x(i, j)y(i, j) ( j ∈V )

• (φ(a)x)(i, j) := a(i)x(i, j) ((i, j) ∈W )

ここで, (φ ,E)のフォック共変表現を (ϕ ,τ)とする. 今,任意のW の元 (k, l)に対し q(k,l) ∈ E を, q(k,l)(i, j) :=
δ(k,l),(i, j) (クロネッカーのデルタ) ((i, j) ∈W ) と定め, 更に任意の 1 ≤ i ≤ n をみたす i に対し, ωi ∈ E を
ωi := ∑

(k,l)∈W, k=i
q(k,l) と定義する.その上で Si := τ(ωi) (i = 1, · · · ,n)とすると, S1, · · · ,Sn は (A),(B)の条件を

みたす半等長作用素となる.またこのとき {Si}ni=1 により生成されるC∗-環は Cuntz-Pimsner環 OE と一致する.
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A conservative finite difference scheme

for the Gardner equation

西山 博太 (中央大学大学院理工学研究科数学専攻)

1 はじめに
Gardner方程式

ut + αuux + νu2ux + uxxx = 0, (1)

を考える。但し, α, νは定数とする。
本講演では Eq.(1)に対して、離散変分法 [1]を用いて保存量を満足するような有限差分スキームを導出する。
そして,数値実験を行うため以下に問題設定をおこなう。
Problem (Basic 1-soliton)
Eq.(1)のソリトン解

u =
(

2tan−1
[
1 + a1 exp(p1x − Ω1t)
1 + exp(p1x − Ω1t)

])

x

, Ω1 = p3
1, a1 =

α + νp1

α − νp1
(2)

が [2]で与えられている。この問題設定のもとで数値実験を行い導出した差分スキームにより得られた数値解
とソリトン解との比較及び離散的保存量の保存性について考える。

2 離散変分法による離散的Gardner方程式の導出
2.1 差分と和分の導入

この節では, 微分と積分を差分と和分で適切に近似する。ある有界領域Ω = [a, b]に対して, 関数 f(x)の空
間変数 xに関するmesh size Δxを次のように定義する。

Δx ≡ b − a

N

[シフト演算子]
独立変数がΔxだけずれた関数値を与える演算子であり,次のように定義する。

s+f(x) ≡ f(x + Δx), s−f(x) ≡ f(x − Δx), s(1) ≡ 1
2
(s+ + s−)

[平均演算子]
関数値を平均化する演算子であり,次のように定義する。

μ+ ≡ 1
2
(s+ + 1), μ− ≡ 1

2
(s− + 1), μ(1) ≡ 1

2
(μ+ + μ−)

[1階差分]
前進差分 δ+, 後退差分 δ−, 中心差分 δ(1)を次のように定義する。

δ+f(x) ≡ f(x + Δx) − f(x)
Δx

, δ−f(x) ≡ f(x) − f(x − Δx)
Δx

, δ(1)f(x) ≡ f(x + Δx) − f(x − Δx)
2Δx
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[2階差分]
2階差分 δ(2)は次のような中心差分で定義する。

δ(2)f(x) ≡ f(x + Δx) − 2f(x) + f(x − Δx)
(Δx)2

[和分]
積分の近似である和分は台形公式を用いて次のように定義する。

N∑

k=0

”fkΔx ≡
(

1
2
f0 +

N−1∑

k=1

fk +
1
2
fN

)
Δx

x = a + kΔxにおける f(x)の値を fkと略記する。
[部分和分公式]
部分積分公式の離散版である部分和分公式は次のようになる。

N∑

k=0

”fk(δ(1)gk)Δx +
N∑

k=0

”(δ(1)fk)gkΔx =
1
2

[
fk(s(1)gk) + (s(1)fk)gk

]

次に 1階微分と 2階微分の間に成立する部分積分公式の部分和分公式は次のようになる。
N∑

k=0

”
(δ+fk)(δ+gk) + (δ−fk)(δ−gk)

2
Δx +

N∑

k=0

”(δ(2)fk)gkΔx =
1
2

[
(δ+fk)(μ+gk) + (δ−fk)(μ−gk)

]

2.2 離散的変分と差分スキーム

本節の目的は離散的変分を導入し,それを用いて差分スキームを構成することである。まず,前節で定義し
た演算子を用いて自由エネルギーGを与え,それを離散化する。
Eq.(1)の自由エネルギーを次のように与える。

G(u, ux) =
α

6
u3 +

ν

12
u4 −

(
∂u

∂x

)
(3)

Eq.(3)に対応する離散的自由エネルギーGd(uk)を次のように与える。

Gd(uk) =
α

6
u3

k +
ν

12
u4

k −
(

(δ+uk)2 + (δ−uk)2

2

)
(4)

次に全自由エネルギー I(u)を次のように与える。

I(u) =
∫ b

a
G(u, ux)dx (5)

Eq.(5)に対応する離散的全自由エネルギー Id(uk)を次のように与える。

Id(uk) =
N∑

k=0

”Gd(uk)Δx (6)

本来の第１変分は uを微小に変化させて u + δuとして, G(u + δu)とG(u)の差から

I(u + δu) − I(u) =
∫ b

a

(
δG

δu

)
δudx + [Guxδu]ba

のように計算した。
これに対して離散的変分は u + δuと uではなくこの２つに対応するものを独立に ukと vkにとり従来の変分
計算と同様に部分和分を用いて

Id(uk) − Ik(vk) =
N∑

k=0

”
(

δGd

δ(uk, vk)

)
(uk − vk)Δx
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が成り立つように定義する。但し, この定義は境界項が消えるように境界条件が離散化されていることが前
提となっている。Eq.(1)の場合の離散変分導関数 δGd

δ(uk,vk) は次のように与えられる。

δGd

δ(uk, vk)
=

α

6
{(uk)2 + ukvk + (vk)2} +

ν

12
{(uk)2 + (vk)2}(uk + vk)

+
1
2
δ(2)(uk + vk).

2.3 離散的Gardner方程式

以上の離散化により目的の差分スキームが次のように導かれる。時間を刻み幅Δtで離散化し,時刻 t = nΔt,
点 x = a + kΔxにおける u(x, t)に対応する離散値を un

k と書く。
時間微分を前進差分で近似し置き換える。次に,周期境界条件の下で離散的 Gardner方程式に対応する次の
差分スキームを得る。

un+1
k − un

k

Δt
= −δ(1) δGd

δ(un+1
k , un

k)
, (7)

δGd

δ(un+1
k , un

k)
=

α

6
{(un+1

k )2 + un+1
k un

k + (un
k)2} +

ν

12
{(un+1

k )2 + (un
k)2}(un+1

k + un
k) (8)

+
1
2
δ(2)(un+k1

k + un
k) (9)

u0
k = φk, (10)

un
0 = un

N and δ(1)un
0 = δ(1)un

N . (11)

2.4 離散的自由エネルギーの保存

離散的自由エネルギー (4)が保存されるとは適切な境界条件の下で離散的全自由エネルギーが時間ととも
に一定であることを保証をする等式

1
Δt

N∑

k=0

”{Gd(un+1
k ) − Gd(un

k)}Δx = 0 (12)

が成り立つことである。
Eq.(7)は離散的全自由エネルギーが成り立つ。

2.5 離散的質量の保存

同様に離散的質量が保存されるとは適切な境界条件の下で離散的質量が時間とともに一定であることを保
証をする等式

1
Δt

N∑

k=0

”{un+1
k − un

k}Δx = 0 (13)

が成り立つことである。Eq.(7)は離散的質量の保存が成り立つ。

3 数値実験
係数およびその他のパラメータを x0 = 0, p1 = 1, α = 8, ν = 6 と設定する。ソリトン解 (2)およびEq.(7)

の数値解を Figure1.に示した。
次に離散的保存量 (離散的質量と離散的自由エネルギー)の保存性を Figure2. に示した。
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Figure 1. The Problem and numerical and exact solution behavier t = 0.0 ∼ 10.0
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Figure 2. The computed value Mass and free energy for Problem
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4 まとめ
Gardner方程式に対して離散的変分法を用いることで離散的な保存量 (質量とHamiltonian)をもつ差分ス
キームを導出することに成功した。そして,実際に数値実験の設定を行い厳密解と数値解との比較及び離散的
な保存量の保存性に関して良好な結果を得ることができた。
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A remark about generic Torelli for some geometric

surfaces of geometric genus 2

林暢克

ここでは、代数多様体のモジュライをそのコホモロジーで捉えようとするトレリ
問題の一種である変形トレリ問題の具体的な曲面についての考察を紹介したい。
モジュライの問題とは、あるデータを持つ代数多様体がどのくらい存在するの

か、を問う問題で、それは各代数多様体を点に対応させてできるパラメータ空間に
よって計られる。しかし、そのパラメータ空間の構造は一般には非自明なことが多
く、それを解明するための手段としてトレリ問題が考えられた。
非特異代数多様体のコホモロジーは、ホッジ構造という美しい構造を持つ。その

ホッジ構造により周期写像が定義される。この周期写像が単射かを問うのがトレリ
問題である。
しかしこれは成り立たないことが多いので色々なパターンが考えられた。その１

つが変形トレリ問題である。
これは周期写像とその接写像の組から多様体が回復できるか、という問題である。
この問題についてはよく研究がされていて、１９８６年の斎藤政彦さんの論文

[7]である種の重み付き射影空間内の超曲面について大部分が肯定的に解決されて
いる。
本稿では、[7]の主定理の例外とされた曲面について D.Cox,R.Donagi[4]の手法

に基づいて考察した筆者の試みを紹介する。
x, y, z, wをそれぞれ次数が1, 1, 2, 5の変数とし、これらを斉次座標にもつ重み付き

射影空間をP = P(1, 1, 2, 5)とする。XをP内でF = w2−z5−φ2z
3−φ3z

2−φ4z−φ5,

φi = φi(x, y), deg(φi) = 2iで定義された曲面とする。RをXのヤコビ環、つまり
R = C[x, y, z, w]/(Fx, Fy, Fz, Fw)，ただし，Fx, Fy, Fz, Fwはそれぞれ F の偏微分，
RaをRの次数が aの部分とする。
すると、ここで問題にされる極小ホッジ構造は以下で与えられる。

R11
⊗

R11 → R22 ∼= C (0.1)

R1
⊗

R10 → R11 (0.2)

これは，周期写像とその接写像をヤコビ環で書いたものである．
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ここで、Rのポアンカレ多項式は次で与えられる。
∞∑

a=0

(dim Ra)ta =
(1 − t9)2(1 − t8)

(1 − t)2(1 − t2)

= 1 + 2t + 4t2 + 6t3 + 9t4 + 12t5 + 16t6 + 20t7 + 24t8

+ 26t9 + 28t10 + 28t11 + 28t12 + 26t13 + 24t14 + 20t15 + 16t16

+ 12t17 + 9t18 + 6t19 + 4t20 + 2t21 + t22

ここで、次に注意する。

Lemma 0.1. 上の状況において、次の双線形射が存在するとする。

α :
k⊗

i=1

Rai ×
l⊗

j=1

Rbj → C

ここで、{ai}k
i=1, {bj}l

j=1、
∑k

i=1 ai+
∑l

j=1 bj = 22とする。もしMax1≤j≤l({bj}) ≥ 2

なら、

Ker(
k⊗

i=1

Rai → Ra) = {u ∈
l⊗

i=1

Rai | α(u,
l⊗

j=1

Rbj) = 0}

が成立する。

よって、K11 := Ker(R1
⊗

R11 → R12)を調べればよいが、次の１連の補題から
K10 := Ker(R1

⊗
R10 → R11)を調べることになる。

Lemma 0.2. R1
⊗

Ra → Ra+1 は a �= 1, 3, 4, 5, 6, 7に対して全射である。

Lemma 0.3. a = 11の時、R1×Ra → Ra+1 のシンメトライザーは R1×Ra−1 → Ra

と同型である。 a = 10, 12では不成立である。

ここで、R1 ×Ra → Ra+1 のシンメトライザーとはψ : R1 ×B → Ra : ψ(u, T ) =

T (u)、B = {T ∈ Hom(R1, Ra) : uT (v) = vT (u) for any u, v ∈ Ra}、のことであ
る。この証明で補題 0.2, 0.3 とポアンカレ多項式を使う。dim(R10) = dim(R11) =

dim(R12) = 28 > dim(R9) = dim(R13) に注意。

Lemma 0.4.

K10
u

∼= K11
u ; w → vw

という同型が存在する。ここで、v は u と v で R1　を張るようなR1の元である。
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ここで次を定義する。

Λ = {λ ∈ C | ある v ∈ R11に対し、(x − λy) ⊗ v ∈ K } (0.3)

M :=

{ ∏
λ∈Λ(x − λy) (Λ :有限)

0 (Λ :無限)
(0.4)

このとき、示したことは次である。

L :=

⎡
⎢⎢⎢⎣

Φ2,x Φ2,y Φ3,x Φ3,y

Φ3,x Φ3,y (Φ4,x − 3
5
Φ2,xΦ2) (Φ4,y − 3

5
Φ2,yΦ2)

Φ4,x Φ4,y (Φ5,x − 2
5
Φ2,xΦ3) (Φ5,y − 2

5
Φ2,yΦ3)

Φ5,x Φ5,y −1
5
Φ2,xΦ4 −1

5
Φ2,yΦ4

⎤
⎥⎥⎥⎦

とする．

Proposition 0.5. X を P(1, 1, 2, 5)内の１０次超曲面とする。もし X と X
′ が

”general”で、 M と M
′ が定数倍しか違わないなら、 X と X

′ の ホッジ構造の
無限小変形の代数的部分は同型である。

Proposition 0.6. u ∈ R1とする。u が M を割り切ることと、 u が det(L)を割
り切ることは同値。

命題 0.6 はホッジ構造の無限小変形の代数的部分の写像の解析と具体的な計算を
することにより出る。
命題 0.7 はM の定義からK11 をみないといけないが、補題 0.5 によって、K10

を調べて計算した。
命題 0.6 により、多様体としては全く違うものなのにホッジ構造の無限小変形の

代数的部分は同型であるものの存在の可能性が示唆された。
命題 0.7 により、ホッジ構造の無限小変形の代数的部分からそれを特徴付け得る

ような多項式を見つけることができた。
これらより次がいえる．

Theorem 0.7. P(1, 1, 2, 5)の１０次曲面に対しては変形トレリが成立しない．特
に P(1, 1, 2, 5)の１０次曲面に対してその極小ホッジ構造の代数的部分を対応させ
る写像のファイバーの次元は３以上である．
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3
Trial calculation to reconstruct 3-D plasma boundary shape in large helical device

*
* *

Abstract:
The 2-dimensional (2-D) Cauchy condition surface (CCS) method to identify the plasma boundary

shape has been expanded to deal with 3-D nuclear fusion plasma. This 3-D CCS method solves a set
of boundary integral equations in terms of 3-D vector potential with the aid of measured magnetic
sensor signals and coil current data. A trial calculation was made for the large helical device LHD.
Results of the reconstructed magnetic field profile show an acceptable accuracy, and demonstrate the
validity of the present formulation.

MHD

2
Cauchy

[1,2] Cauchy Dirichlet
Neumann

3 3 Cauchy
2 Cauchy

Cauchy 3

[3] 3 Poisson
3 Cauchy
2 Cauchy

3 Cauchy
[4]

LHD 3
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Exact values of triple product L-functions

for modular forms

室蘭工業大学 枡田 亮

1 Abstract

重さ k の Γ := SL2(Z) に関する尖点形式全体からなる集合を Sk(Γ) と定義する。f(z) ∈ Sk1(Γ), g(z) ∈
Sk2(Γ), h(z) ∈ Sk3(Γ) をヘッケ固有形式とする。このとき f(z) =

∑∞
m=0 a(m)e(mz) に対して αp + βp =

a(p), αpβp = pk−1 となるように αp, βp ∈ Cをとる。同様に、g(z) =
∑∞

m=0 b(m)e(mz)に対して α′
p + β′

p =

b(p)となるように α′
p, β

′
p ∈ Cをとり、h(z) =

∑∞
m=0 c(m)e(mz)に対して α′′

p + β′′
p = a(p), α′′

pβ′′
p = pk−1 と

なるように α′′
p , β′′

p ∈ Cをとる。このとき Triple tensor product L関数を

L(s, f ⊗ g ⊗ h) =
∏

p

{(1 − αpα
′
pα

′′
pp−s)(1 − αpα

′
pβ

′′
p p−s)(1 − αpβ

′
pα

′′
pp−s)(1 − αpβ

′
pβ

′′
p p−s)

× (1 − βpα
′
pα

′′
pp−s)(1 − βpα

′
pβ

′′
p p−s)(1 − βpβ

′
pα

′′
pp−s)(1 − βpβ

′
pβ

′′
p p−s)}−1

と定義する。
この Triple tensor product L関数の特殊値については、今まで P.B.Garrett氏や T.Orloff氏、水本信一
郎氏などによって研究されてきた。とくに特殊値の具体的な値については、水本氏によって計算されている。
今回我々は、その水本氏とは違った方法で特殊値の具体的な値を計算した。その方法とは 3次のジーゲルアイ
ゼンシュタイン級数のフーリエ係数を利用したものである。詳しくは以下で紹介する。

2 アルゴリズム
Triple tensor product L関数の特殊値については、以下のことが知られている。
Qを有理数体 Qの代数閉包とする。また、

k1 + k2 + k3

2
− 1 ≤ n ≤ k2 + k3 − 2 (n ∈ Z)

とする。（ただし k3 ≤ k2 ≤ k1, k1 ≤ k2 + k3 + 2）このとき、

L(n, f ⊗ g ⊗ h)
〈f, f〉〈g, g〉〈h, h〉π4n+3−k1−k2−k3

∈ Q

となる。�

ここで注意として、本発表では k1, k2, k3, nについて、k1 = k2 = k3 = k かつ n = 2k − 2に限定して特殊
値を計算するものとする。
さて、次数が n、ウェイト k のジーゲルアイゼンシュタイン級数を

Gn,k(Z, s) =
∑

γ∈Γ∞\Γ
j(γ, Z)−k|j(γ, Z)|−2s
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とする。このとき Gn,k(Z, s)は Re(s) > (n + 1− k)/2上で広義一様絶対収束し、sの関数として C上全体に
有理型関数として解析接続できる。また、Gn,k(Z, 0)は n ≥ k + 1で Z に関して正則保型形式なので、次の
ようにフーリエ展開することができる。

Gn,k(Z, 0) =
∑

A

C∗
n,k(A)e(Tr(AZ))

ここで Aは半正半正定値 n次対称行列を走る。
また E3,k(Z, s)を次のように定義する。

E3,k(Z, s) = ζ(1 − k)ζ(3 − 2k)G3,k(Z, s)

次に具体的な特殊値を求める際に利用する公式を紹介する。いま、

F3,k(z1, z2, z3; s) = E3,k(

⎛
⎝

z1 0
z2

0 z3

⎞
⎠ , s)

と 3次のジーゲルアイゼンシュタイン級数の対角成分を制限したものとする。このとき、

F3,k(γz1, z2, z3; s) = j(γ, z1)kF3,k(z1, z2, z3; s)

すなわち F3,k(z1, z2, z3; s) は z1 に関してウェイト k の Γ に関する C∞− 保型形式である。よって f1 ∈
Sk(Γ1)のとき、ピーターソン内積 〈F3,k(z1, z2, z3; s), f1(z1)〉が定義できるが、これは z2, z3, sの関数であり、
z2 に関してウェイト k の Γに関する C∞− 保型形式であるので、f2 ∈ Sk(Γ) に対して、ピーターソン内積
〈〈F3,k(z1, z2, z3; s), f1(z1)〉, f2(z2)〉が定義でき、さらにこれは z3 に関してウェイト kの Γに関する C∞−保
型形式であるので、f3 ∈ Sk(Γ)に対して、ピーターソン内積 〈〈〈F3,k(z1, z2, z3; s), f1(z1)〉, f2(z2)〉, f3(z3)〉が
定義できる。
定理 （Garrettの公式）

〈〈〈E3,k(

⎛
⎝

z1 0
z2

0 z3

⎞
⎠ , s), f(z1)〉, g(z2)〉, h(z3)〉 = ζ(1−k−2s)ζ(3−2k−4s)ρ(s)kL(s+2k−2, f ⊗g⊗h)

ただし

ρ(s)k =(−1)
k
2 28−4s−5kπ3−s−2kζ(2s + k)−1ζ(4s + 2k − 2)−1

× Γ(s)−1Γ(s + k)−1Γ(2s + 2k − 2)−1

× Γ(s + k − 1)Γ(s)Γ(s + k − 1)Γ(s + k − 1)Γ(s + 2k − 2)

である。�

これによって Triple tensor product L関数の具体的な特殊値を求めることができる。いま、dimSl(Γ) = d

で f1, . . . , fd を Sl(Γ)の直交基底でヘッケ固有関数であるとする。すなわち 〈fi, fj〉 = 0 (i �= j)である。ま
た l ≥ 4のとき E3,l(Z, 0)は Z の正則関数で、

E3,l(Z, 0) =
∑

A≥0

C3,l(A)e(Tr(AZ))

とフーリエ展開できる。以上より

F3,l(z1, z2, z3; 0) =
∑

0≤h,i,j≤d

Chijfh(z1)fi(z2)fj(z3)
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となる。ここで Chij は定数である。このとき

〈〈〈E3,k(

⎛
⎝

z1 0
z2

0 z3

⎞
⎠ , 0), fh(z1)〉, fi(z2)〉, fj(z3)〉 = ζ(1 − k)ζ(3 − 2k)ρ(0)L(2k − 2, fh ⊗ fi ⊗ fj)

= 〈〈〈
∑

h′,i′,j′
Ch′i′j′fh′(z1)fi′(z2)fj′(z3), fh′(z1)〉, fi′(z2)〉, fj′(z3)〉

ここで 〈f0(z1), fh(z1)〉 = 0, 〈fh′(z1), fh(z1)〉 = 0 (h′ �= h)より

〈〈〈E3,k(

⎛
⎝

z1 0
z2

0 z3

⎞
⎠ , 0), fh(z1)〉, fi(z2)〉, fj(z3)〉 = ζ(1 − k)ζ(3 − 2k)ρ(0)L(2k − 2, fh ⊗ fi ⊗ fj)

= Chij〈fh, fh〉〈fi, fi〉〈fj , fj〉

ゆえに
Chij = ζ(1 − k)ζ(3 − 2k)ρ(0)

L(2k − 2, fh ⊗ fi ⊗ fj)
〈fh, fh〉〈fi, fi〉〈fj , fj〉

よってこの Chij を求めればよい。

ここで 3次の半整数対称行列 Aを A =

⎛
⎜⎜⎝

m1 r12/2 r13/2

r12/2 m2 r23/2

r13/2 r23/2 m3

⎞
⎟⎟⎠ とする。このとき F3,l(z1, z2, z3; 0)は

F3,l(z1, z2, z3; 0) =
∑

m1,m2,m3

C3,l(m1,m2,m3)e(m1z1 + m2z2 + m3z3)

となる。（ここで C3,l(m1, m2,m3) =
∑

r1,r2.r3

c3,l

⎛
⎜⎜⎝

m1 r12/2 r13/2

r12/2 m2 r23/2

r13/2 r23/2 m3

⎞
⎟⎟⎠ であり、このとき r1, r2, r3 は

⎛
⎜⎜⎝

m1 r12/2 r13/2

r12/2 m2 r23/2

r13/2 r23/2 m3

⎞
⎟⎟⎠ ≥ 0となる値を走る。）一方、afh

(m)で fh(z)の m番目のフーリエ係数を表すも

のとすると、

F3,l(z1, z2, z3; 0) =
∑

m1,m2,m3

∑

0≤h,i,j≤d

Chijafh
(m1)afi(m2)afj (m3)e(m1z1 + m2z2 + m3z3)

となる。このことから、Chij を求めるには次の方程式を解けばよい。
∑

0≤h,i,j≤d

Chijafh
(m1)afi(m2)afj (m3) = C3,l(m1,m2,m3)

このときm1,m2,m3 は (d + 1)3 個の値を走るので、(d + 1)3 元連立方程式となる。（このときのm1,m2,m3

の選び方は、方程式が解を持つようにうまく選ぶ）この連立方程式を解くことによって、Chij を求めることが
でき、それによって Triple tensor product L関数の特殊値の具体的な値を求めることができる。また 3次
のジーゲルアイゼンシュタイン級数のフーリエ係数 C3,k(B)は rankB = 3のときは Katsurada [Ka]によっ
て知られており、C3,k(B)は rankB = 2のときはMaassによって、C3,k(B)は rankB = 1のときは Siegel

によって知られている。
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3 特殊値の計算の主結果
ここまでに紹介した Triple product L関数の特殊値を求めるアルゴリズムを、MATHEMATICAにプロ

グラミングし計算させた結果を掲載する。
定理 （特殊値の計算結果） Triple tensor product L関数の特殊値の値は次のようになる。

重さ k 特殊値 素因数分解した値

k = 12 −564350976000

10982063
−1 · 215 · 39 · 53 · 7 · 23−1 · 691−2

k = 16 −146313069686784000

405563359
−1 · 215 · 39 · 53 · 73 · 11 · 13 · 31−1 · 37 · 3617−2

k = 18 −158714306150400000000

1924313689
−1 · 220 · 38 · 58 · 7 · 11 · 13 · 59 · 43867−2

k = 20 −3225535275339281608704000

30489001321
−1 · 215 · 313 · 53 · 76 · 112 · 13 · 17 · 157 · 283−2 · 617−2

k = 22 −964297022442911539200000000

6034648489
−1 · 219 · 38 · 58 · 73 · 132 · 17 · 19 · 131−2 · 593−2 · 38329−2

k = 26 −519495909171429531890851061760000000

432873200761
−1 · 219 · 313 · 57 · 77 · 11 · 133 · 17 · 19 · 23 · 173 · 311 · 657931−2

とくに、k = 12のときこの値は、水本氏によって求められた値と一致した。
注意 この表に掲載した値は、特殊値に ζ(1 − k)ζ(3 − 2k)ρ(0)をかけた値である。
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Use of magnetic flux loop signals to reconstruct 3-D fusion plasma boundary shape

, *
, , , , *, *

Abstract:
The 3-D Cauchy-condition surface method is now under development to evaluate the plasma

boundary shape in a nuclear fusion device. One needs to incorporate the magnetic flux loop signals
properly in this 3-D formulation. To express the flux loop signal, which is defined as the loop integral
of vector potential, only the portions of fundamental solution in the boundary integral equation are
integrated along the closed loop. Test calculation results demonstrate the validity of the present
formulation.
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3.2 LHD
(a) (a) LHD

(b)
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作用素環におけるLie群-Lie環対応について

安藤　浩志 (京都大学数理解析研究所D1)∗

with 松澤　泰道 (Leipzig大学/北海道大学D1)†

2010年 2月

概 要
有限次元 Lie 群 G は無限小変換たち-Lie 環 g と
の間に緊密な関係が有ります. 1 パラメータ部分群
g(t) (g(t + s) = g(t)g(s), g(0) = e)は常に g(t) =
etX , X ∈ gの形に書けます. 指数写像 exp : g → G

は局所微分同相です. Lie群の積構造は,単位元の近く
では Lie環 gの環構造によって近似され, しばしば g

は群を直接調べるよりも有用な情報を提供します.無
限次元では状況はそれほど鮮明ではありません.確か
に無限次元 Hilbert空間H上のユニタリ作用素全体
U(H)では Stoneの定理によって 1パラメータ部分群
に対応する生成子X が見つかりますが, X は一般に
非有界です.又生成子X, Y があっても, XY, X +Y

などが定義できるとは限りません. この為 U(H)と
閉部分群に対する Lie群-Lie環対応はうまく機能し
ません. 本研究ではこの問題を作用素環の立場から
考察しました. Murray-von Neumannの定理によれ
ば, 有限 von Neumann環 (特に II1 型環)Mに付属
する閉作用素全体Mには自然に*-環の構造が定義さ
れます. この事は U(M)とその閉部分群には適切な
Lie環が存在しそうだと予感させます. 実際にこれら
は位相的に良い性質を持つ Lie*環を持つ事が証明で
きました [10]. また非有界作用素環の中でMとして
実現できるクラスをテンソル圏の観点から特徴付け
ました. Lie環構造の解明には Lie群と Lie環との関
連付けに重要である強レゾルベント収束による位相
と, 作用素環サイドから得られる測度位相の関係を

∗andonuts@kurims.kyoto-u.ac.jp
†matsuzawa@math.sci.hokudai.ac.jp

明らかにする事が必要です. 以下では必要な予備知
識と概要を書きます. 詳細は [10]をご参照下さい.

1 Lie群とLie環-U(H)での困難-

序文でも述べたように, 無限次元での Lie 群-Lie
環対応には困難が付きまとう. H を可分無限次元
Hilbert空間とする. 有限次元の状況から, U(H) の
閉部分群Gは何らかの意味で “無限次元 Lie群”と考
えたい. 実際, 強位相によって, U(H)は完備可分距
離付け可能な位相群 (Polish群)の構造をつ. そこで
Gを “Lie群”として扱おうとすると, 対応する “Lie
環”が存在するかどうかが問題となる. また無限次元
なので, 位相的に良い性質を持つものでなければ解
析は難しい. 素朴に考えると, 強連続 1係数ユニタリ
群 u(t) ∈ U(H)は Stoneの定理によって, u(t) = etA

と歪自己共役作用素 Aで生成される. そこで

g := {A; A∗ = −A, etA ∈ G, ∀t}

で Gの Lie環を定義したい. しかし 1係数ユニタリ
群の生成子は非有界であるため, 扱いは簡単ではな
い.
非有界性に伴う定義域の問題
dom(X1), dom(X2)が稠密でもしばしば dom(X1)∩
dom(X2) = {0}となり, この場合 dom(0 · X1 + 0 ·
X2) = {0} �= dom(0) = Hとなってしまう.随伴につ
いても困難が伴う. (X1X2)∗ �= X∗

2X∗
1 かもしれない:

X1X2 は稠密に定義されず, 随伴が定義できないか
もしれないし, また定義できても (X1X2)∗ � X∗

2X∗
1
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となり得る. したがって gは線形空間ですらない可
能性があり, まして Lie環であることは一般には期
待できない.仮に Lie環になったとしても連続性に不
安が残る: 歪自己共役作用素の強レゾルベント収束
とユニタリ群の強収束は

lim
n→∞(An+1)−1 = (A+1)−1 ⇔ lim

n→∞ etAn = etA, ∀t.

の関係にある. しかし, An → A, Bn → B(強レゾ
ルベント) から An + Bn → A + B や [An, Bn] →
[A,B]が従うかどうかは判らない. これら一連の問
題は Lie群と Lie環を有機的に繋げるには非有界作
用素の使用が不可避であるが, それらは一般に環構
造を持たない事に起因する. この困難のため, U(H)
の閉部分群に対する Lie群-Lie環対応は昔から考え
られていたが, 殆ど進展が見られなかった.
今回我々は作用素環論 [2]の視点からこの問題を考え
直した. 問題解決の鍵を握るのは, Murray-von Neu-
mannによる有限 von Neumann環Mに付属する閉
作用素全体Mは自然な環構造を持つという定理で
ある.

2 有限von Neumann環と非有界
作用素

2.1 von Neumann環

HをHilbert空間, H上の有界作用素全体をB(H)
とする. S ⊂ B(H)が, 代数演算

(x, y) 	→ x + y, xy, x 	→ x∗, λx (λ ∈ C)

に関して閉じているとき, *環であるという. M ⊂
B(H)は H上の 1H を含む*環で, 弱位相1で閉じて
いるとき, H上の von Neumann環と呼ばれる. この
とき

M′ := {y ∈ B(H);xy = yx, ∀x ∈ M}

は von Neumann 環で, M の交換団と言う. B(H)
の 1H を含む*環 M に対し, M が弱閉である事と

1pξ,η(x) := |〈ξ, xη〉| となる半ノルム系 {pξ,η; ξ, η ∈ H1}で
定義される B(H) 上の局所凸位相.

(M′)′ = Mが成り立つ事は同値. (von Neumannの
二重交換団定理). B(H)には様々な局所凸位相が定
義できる. 主なものは弱, σ弱, 強, 強*, σ強, σ強*,
ノルム, および Arens-Mackey位相である. 例えば σ

弱位相は,
∑

n ||ξn||2 < ∞,
∑

n ||ηn||2 < ∞を満た
すベクトル列 {ξn}, {ηn} ⊂ Hによって

p{ξn},{ηn}(x) :=

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

〈ξn, xηn〉
∣∣∣∣∣

で定義される半ノルム族達により定義される.突然た
くさん位相が現れて「何が違うんだ！」と戸惑われる
かもしれない.随伴写像x 	→ x∗は弱連続だが,強連続
でない.従って随伴が連続となるよう少し強めた位相-
(σ)強*位相も重要となる. σ強*位相は

∑
n ||ξn||2 <

∞なる {ξn} ⊂ H達により

p{ξn}(x) :=

{ ∞∑

n=1

||xξn||2 + ||x∗ξn||2
} 1

2

なる半ノルム族で定義される. 強*も同様. これらは
全て異なる位相であるが, ノルム有界部分では σ 弱
=弱, σ強=強で, σ位相はB(H)上完備である. 積写
像 (x, y) 	→ xyは弱, 強いずれでも連続にはならない
が, ノルム有界部分では (σ)強連続. また有界線形汎
関数については σ強*連続性は σ弱連続性に, 強*連
続性は弱連続性に一致する. σ弱連続な*-準同型ある
いは線形汎関数は正則とも呼ばれる. von Neumann
環M は中心 CM = M ∩ M′ が C1H のとき, 因子
環と呼ばれる. 有限次元では, n次行列環Mn(C)は,
Cn上の因子環である. Hが可分であれば任意の von
Neumann環は因子環の “直和”(正確には直積分)に
分解される:

M =
∫ ⊕

Ω

M(ω)dμ(ω), M(ω)は a.e. ωで因子環.

因子環はその定性的性質から 3 タイプに分類され
る. これは射影の性質で語られる. M に属すユニタ
リ作用素全体を U(M), 射影作用素全体を P (M)と
書く. e, f ∈ P (M) が Murray-von Neumann の意
味で同値 (e ∼ f) とは, 部分等距離作用素2u ∈ M

2uは ker(u)⊥ 上等距離のとき, 部分等距離作用素と呼ばれる.
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があって, u∗u = e, uu∗ = f となる事である. こ
のとき, e ∈ P (M)が有限射影とは, e′ ∈ P (M) が
e′ ≤ e, e′ ∼ eならば e′ = eが成り立つ事を言う.3 有
限でない射影を無限射影という. 1H ∈ Mが有限のと
き, Mを有限 von Neumann環という. e ∈ P (M)が
可換射影であるとは, Me

4が可換環となる事を指す.
任意の z(�= 0) ∈ P (CM)が, 0でない可換射影 eをカ
バー (e ≤ z)するとき, Mを I型という. Mが 0でな
い可換射影を持たず,かつ任意の中心射影 z ∈ P (CM)
が, 0でない有限射影をカバーするとき, Mを II型
と言う. Mが 0でない有限射影を持たないとき, III

型 (真無限型)と言う.有限 II型環を II1型といい,無
限 II型を II∞型という. 一般の von Neumann環M

は, 中心射影 zI, zII, zIII ∈ P (CM)によって,

M = MzI ⊕ MzII ⊕ MzIII

と I, II, III 型 von Neumann 環に直和分解される.
この直和分解において III型成分がない zIII = 0と
き, Mを半有限という. 次にトレースについて述べ
る. Mの正作用素5全体をM+で表すことにする. 写
像 τ : M+ → [0,∞]が次の条件を満たすとき, M上
のトレースという:

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

τ(x + y) = τ(x) + τ(y), x, y ∈ M+.

τ(λx) = λτ(x), λ ≥ 0, x ∈ M+.

τ(x∗x) = τ(xx∗), x ∈ M+.

τ が τ(x∗x) = 0 ⇒ x = 0 を満たすとき, 忠実と
いい, ∀x(�= 0) ∈ M+ に対して, 0 � y ≤ x かつ
τ(y) < ∞なる y ∈ M+ が存在する時, 半有限とい
う. τ は有界単調増大ネット {xi}i∈I ⊂ M+ に対し,
τ(xi) ↗ τ(sup xi)を満たすとき正則という.『Mが
半有限型⇔ M上に半有限忠実正則トレースが存在』
であり, Mが因子環ならこのような τ は定数倍を除

3これは e自身の性質というよりも射影作用素のなす束 P (M)
内における e の相対的な位置関係に依存する.

4一般に射影 e(�= 0) ∈ P (M) に対して, xe := ex|eH は eH
上の有界作用素であり, Me := {xe; x ∈ M} は eH 上の von
Neumann 環である. これをM を e によって縮約して得られる
von Neumann 環という.

5自己共役作用素 a ∈ B(H) で, スペクトルが [0,∞) に含ま
れるもの.

いて一意的である. τ が全ての x ∈ M+ に対し有限
値を取る時, 有限トレースといい, この時 τ をM上
に σ 弱連続に拡張することができる. 正則性とは単
調収束定理のような性質だと思うと理解しやすい.

2.2 ユニタリ表現論と射影の同値性

射影の言葉はユニタリ表現論をイメージすると理
解しやすくなる. πを位相群のH上への強連続ユニ
タリ表現, つまり群準同型G → U(H)とする. M :=
{x ∈ B(H); π(g)x = xπ(g), ∀g}は表現の生成する
von Neumann環 π(G)′′の交換団である.一般に表現
を研究するには, 基準となる表現を探して, πがその
ような基準表現たちをどのような割合で含むかを調
べることが多い. πの部分表現はHのG-不変閉部分
空間Eに対応する.そこで e := PEとおくと, G-不変
性から eπ(g) = π(g)e, g ∈ G, つまり e ∈ Mである.
逆に e ∈ P (M)ならば, Ran(e) = eHはG不変閉部
分空間. よってMの射影 eと部分表現 πe = π|eHは
1-1対応する. そこで e1, e2 ∈ P (M)が同値な部分表
現であるとすると, これはちょうど e1Hと e2Hの間
の, π(G)と交換する等距離同型 u0 : e1H → e2Hが
存在する事と同値である. これは, Mの部分等距離
作用素 u(u|e1H = u0)があって,

u∗u = e1, uu∗ = e2

となる事を意味する. よって部分表現 πe1 , πe2 の同
値性は e1 ∼ e2 と同値. このようにユニタリ表現論
と von Neumann環は密接に関係している.中心射影
P (CM)や I, II, III型の意味なども明快になる. 例え
ば [8]に詳しい解説がある.

2.3 非有界作用素

作用素環論では主として有界作用素を扱うが, 定
義域がH全体でなく, 稠密な部分空間であるような
非有界作用素 (特に閉作用素)を考察することも重要
である. (cf. [9]) T をHilbert空間Hの稠密な部分空
間 dom(T )を定義域に持つ線形作用素とする. 別の
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作用素 S が dom(T ) ⊂ dom(S)かつ Sξ = Tξ, ∀ξ ∈
dom(T )を満たすとき, Sを T の拡大といい, T ⊂ S

と書く. dom(T )が稠密なので, 作用素 T ∗ が

dom(T ∗) := {η; ∃ζ 〈η, Tξ〉 = 〈ζ, ξ〉, ∀ξ ∈ dom(T )}

を定義域とし,上式中の ηに対して, T ∗η := ζで定義
される. T が閉作用素であるとは, {ξn} ⊂ dom(T )が
ある ξ ∈ Hに収束し,かつ Tξn → ηとなる η ∈ Hが
存在するならば, ξ ∈ dom(T )かつ Tξ = ηとなる事
を言う.6 T が閉拡大を持つとき, 可閉という. 可閉性
は dom(T ∗)の稠密性に同値. T が可閉のとき, T の最
小閉拡大 T が存在する.これを T の閉包という. T が
任意の ξ, η ∈ dom(T )に対して, 〈Tξ, η〉 = 〈ξ, Tη〉を
満たすとき,対称作用素であるという.これはT ⊂ T ∗

に同値. 対称作用素は可閉である. T = T ∗(従って閉
作用素)のとき T は自己共役という. 対称作用素 T

の閉包が自己共役のとき, T を本質的に自己共役で
あるという.

2.4 M の*環構造. Murray-von Neu-

mann理論

H上稠密に定義された作用素 T がMに付属 (affil-
iate)するとは, ∀u ∈ U(M′), uTu∗ = T が成り立つ
事である. TηMとかく. TηMが可閉ならば T ηM. M

に付属する閉作用素全体をMで表す. Murray-von
Neumannは論文 [1]で, Mが有限 von Neumann環
のとき, Mが自然な*-環構造を持つ事を示した.この
定理を理解する際, 完全7稠密性の概念が非常に重要
である.

定義 2.1. Hの部分空間 DがMにおいて完全稠密
とは, 次の条件を満たすことを言う:
閉部分空間の列 {Mi}∞i=1 ⊂ Hが存在して,
(1) PMi ∈ M (PE は閉部分空間 E への直交射影)
(2) M1 ⊂ M2 ⊂ · · · ⊂ D
(3)

∨∞
i=1 PMi = 1H

6ノルム連続だといっているわけではない
7Murray-von Neumann では essentially dense と呼んでい

たが, この呼称は誤解を招きやすく, 後の関連研究でも普及して
いないようにみえる. とりあえず完全稠密と呼ぶことにする.

完全稠密性は単なる稠密性よりもはるかに強い.次
が成り立つ.

命題 2.2 ([1]). Mが有限 von Neumann環のとき,
(1) {Di}∞i=1がMに対し完全稠密な部分空間の列な
らば, その共通部分空間

⋂

i

Di も完全稠密.

(2) D がMに対し完全稠密のとき, X ∈ Mとする
と, {ξ ∈ dom(X);Xξ ∈ D}も完全稠密.特にD = H
ととれば, X ∈ Mに対して, dom(X)は完全稠密.

この命題から, 非可換単項式にMの閉作用素を代
入して得られる作用素Z1Z2 · · ·Zn (Zi = Xi, X

∗
i )の

定義域はMで完全稠密で, さらに非可換多項式に代
入した作用素の定義域も完全稠密である. またM内
では非自明な閉拡大が存在しない事, 閉対称作用素
は自己共役となる事8等がわかる. 彼らはさらに議論
を進めて, Mは有界でないにも関わらず自然な*環構
造を持つという驚くべき定理を示した.これが本研究
の出発点となるMurray-von Neumann理論である.

3 U(M)内でのLie群-Lie環対応
上述のMurray-von Neumann理論から, U(M)及
びその閉部分群には適切な Lie環が対応する事が期
待できる. 実際にこれらは位相的に良い性質を持っ
た完備位相 Lie環を持つ事が証明できた. これを論
ずるには二つの異なる位相を考察する必要がある.

3.1 レゾルベント族と SRT

我々は Lie群-Lie環の対応を調べたいので, Lie環
サイドで最も重要になる収束構造は強レゾルベント
収束である. そこで, 閉作用素の中で自己共役作用素
に「実部・虚部分解」可能なクラスを定め, このクラ
スに対して強レゾルベント位相 (SRT)なるものを定
義する. Hilbert空間が可分9ならばこの位相は距離
付可能で, とくに第一可算公理を満たす.

8簡潔な別証明も得られた [10].
9以下, Hilbert空間の可分性を常に仮定する. これは “簡単の

ため”ではなく, 本質的に必要となる.
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定義 3.1. Hを可分Hilbert空間とする. H上の稠密
に定義された閉作用素Aが, 次の条件を満たすとき,
Aをレゾルベント族に属すと言い, そのような作用
素全体のなす集合をRC (H)で表す.
(RC.1)自己共役作用素X, Y が存在して, dom(X)∩
dom(Y )は X, Y の共通の芯.
(RC.2) A = X + iY かつ A∗ = X − iY .

このとき, (RC.1)からX ± iY は可閉である事に
注意する. よってX ± iY は常に定義できる. かつ

1
2
(A+A∗) =

1
2
(X + iY +X − iY ) ⊃ X|dom(X)∩dom(Y )

なので, (RC.1)から,

1
2
A + A∗ ⊃ X

となり, Xは自己共役, A + A∗は対称作用素だったか
ら, X = 1

2A + A∗. 従ってこの様なX は唯一つある.
同様にY = 1

2iA − A∗. XをRe(A), Y を Im(A)と書
く. そこでRC (H)上に強レゾルベント位相 (SRT)
と呼ぶ位相を, 写像

RC (H) � A 	→ (Re(A)−i)−1, (Im(A)−i)−1 ∈ B(H)

を連続とする最弱の位相として定義する. (B(H)に
は強位相を与える) SRTは, Hが可分のとき距離付
可能である.

3.2 測度位相 (MT)と SRT

Mが有限なので, Mはレゾルベント族の作用素か
らなる [10]ので, SRTが入る. かつ, Mは SRT閉集
合である. 既に述べたように SRTは線形位相である
事を検証するのが難しい. 一方で, M上には作用素
環サイドから得られる測度位相と呼ばれる線形位相
があり, これによりMは完備位相*環である事が知
られている. (cf. [4])
τ をMの有限正則忠実トレースとする.10 N(ε, δ) :=
{X ∈ M; ∃p ∈ P (M), ||Xp|| < ε, τ(p⊥) < δ} と

10M が可分有限 von Neumann 環なので, このような τ は存
在し, かつ測度位相は τ の取り方によらない. これは半有限の場
合には正しくなく, トレース τ 毎に異なる位相が生ずる.

する. {N(ε, δ); ε > 0, δ > 0}を 0の近傍系の準基
とする位相 (τ 測度位相と呼ばれる)に関してMは
完備位相*環になることが知られている ([3, 4]). 測
度位相は環M自体を解析するには非常に有用だが,
M, U(M)のつながりが見えにくい.以下この位相を
MTと呼ぶ (Measure Topology). 要約すると, MT,
SRTのどちらも 1長 1短に見えるのである. これに
関して, 次の定理を得た.

定理 3.2. (MT=SRT) Mが可分有限 von Neumann
環ならば, M上 SRT位相と測度位相 (MT)は一致.

この定理は半有限の場合には反例がある.

3.3 主定理

以上の考察から, U(M)の強閉部分群Gとその Lie
環 gを考察する事ができる.

定義 3.3. M を H 上の有限 von Neumann 環とす
る. U(M)の強閉部分群 Gに対して

g := {A; AはH上の歪自己共役作用素,

etA ∈ G, ∀t ∈ R}.

を Gの Lie環と呼ぶ.

定理 3.4. gは [X,Y ] := XY − Y Xによって,実Lie
環であり, その複素化 gC はMの SRT閉部分*環で
ある. 特に完備位相 Lie*環である.

Lie環である事はTrotter-Katoの定理及びNelson
の定理 [5]から従う. 位相的性質は前述のMT=SRT
によって証明される.

定理 3.5.

(1) M1, M2 を有限 von Neumann 環, Gi ⊂
U(Mi) (i = 1, 2) を閉部分群とする. このとき, 強
連続群準同型 Φ : G1 → G2 は SRT連続 Lie環準同
型 ϕ : g1 → g2 を誘導する.
(2) Mの任意の SRT閉部分*環Rは, Mの部分有限
von Neumann環Nによって, R = Nと一意的に表
示される.
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4 環Mたちのテンソル圏としての
特徴付け

次に, 非有界作用素のなす*環 R が, いつ適当な
有限 von Neumann環Mに対して, R = M と書け
るかを考えたい. この目的のために, 2つの圏 fvN,
fRng を考察する.

定義 4.1. 圏 fvN は次の対象と射から成る:
(1) 対象は可分Hilbert空間Hと, その上の有限 von
Neumann環Mの対 (M,H) からなる.
(2) 射 ϕ : (M1,H1) → (M2,H2) とは, 正則*準同型
で unitalなもの (ϕ(1H1) = 1H2)たちである.

M1, M2を von Neumann環とする. {x1⊗x2;xi ∈
Mi}の 1次結合M1 ⊗alg M2 の生成する von Neu-
mann環をM1⊗M2 と定義する. 正則線形写像 ϕ1 :
M1 → N1, ϕ2 : M2 → N2 に対し, 代数的テ
ンソル積 M1 ⊗alg N1 から M2⊗N2 への線形写像
x ⊗ y 	→ ϕ1(x) ⊗ ϕ2(y)はM1⊗N1 上の正則線形写
像に一意に拡張される. この拡張を ϕ1 ⊗ ϕ2 と書く.
これらの構造から圏 fvNはテンソル圏11の構造を与
えられる. 次に圏 fRngを定義し, テンソル圏構造を
導入する.

定義 4.2. 圏 fRngの対象と射は次の様に定義され
る12

(1) 対象は Hilbert空間 Hとその上の稠密に定義さ
れた閉作用素の集合R で, 次を満たすものとする.
(1a) R はレゾルベント族の作用素からなる: R ⊂
RC (H).
(1b) X, Y ∈ RならばX + Y, XY は稠密な定義域
を持ち可閉で, X + Y , XY , X∗, kX ∈ R.
(1c) R は 1H を含む SRT閉集合.
(1d) X,Y ∈ R がXY = 1H を満たせば, Y X = 1H
が成立.
(2) 射 Φ : (R1,H1) → (R2,H2) は SRT 連続な
unital “*-準同型”である.

11Appendix 参照.
12厳密にいうと, 射の意味づけはこの後議論される

注 4.3. 上の定義では対象R 内で, 非有界作用素に
対する和や積などが結合律を満たす事を要求してい
ないので, R が*-環であると即断できない.13が, R

が*-環構造を持つ事がこの定義から証明できる. よっ
て “*-準同型”は意味を持つ.

補題 4.4. (R,H)を fRngの対象とする. このとき,
有限 von Neumann環Mが存在して, R = M とな
る. このようなMは唯一つである.

この補題から R は*-環構造を持つ. 2 つの対象
R1, R2が与えられると, 閉作用素のテンソル積14を
考えて, R1 ⊗alg R2 := Lin{A1 ⊗ A2; Ai ∈ Ri}
は全て RC (H1 ⊗ H2) の作用素から成る. そこで
R1 ⊗alg R2 の SRT閉方をR1⊗R2 と定義する.

補題 4.5. Ri = Mi ならば, R1⊗R2 = M1⊗M2.

次の補題は, fvNの射が自然に fRngに持ち上が
る事を示す.ほとんどの von Neumann環同士の写像
は持ち上げる事ができないので, これは非自明であ
る. 実際, いかなる σ弱連続な状態もM上に持ち上
げることはできない.

補題 4.6. Mi (i = 1, 2)が Hi 上の有限 von Neu-
mann環であるとする.
(1) 任意の正則 unital*-準同型 ϕ : M1 → M2 は,
SRT 連続 unital*-準同型 ϕ̂ : M1 → M2 に一意
に拡張される. この拡張を E(ϕ)と書く. この拡張写
像はテンソル演算と可換. すなわち, E(ϕ1 ⊗ ϕ2) =
E(ϕ1) ⊗ E(ϕ2).
(2) 逆に SRT連続 unital*-準同型 Φ : M1 → M2は,
正則 unital*-準同型 Φ|M1 : M1 → M2 を誘導する.

証明には σ 弱連続な*準同型に関する表現定理を
用いる. これらを用いると, 次が証明できる.

定理 4.7. fRng はテンソル圏構造を持ち, かつテ
ンソル圏として fvNに同型である.

13例えば X + Y + Z = X + Y + Z が成り立つかどうか, 定
義を見ただけでは明らかではない.

14閉作用素の定義域の代数的テンソル積 dom(A1) ⊗alg

dom(A2) 上作用素 A1 ⊗0 A2 : ξ ⊗ η 	→ A1ξ ⊗ A2η が定義
され, これは可閉である. その閉包を A1 ⊗ A2 と定義する.
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Appendix: テンソル圏
テンソル圏の公理について述べる. 圏論一般については [6], テンソル圏については例えば [6, 7] が参考

になる.

定義 4.8. テンソル圏 (C ,⊗, I, α, λ, ρ)とは, 圏 C と次の 4つ組から成る.
(1) テンソル積と呼ばれる双関手15⊗ : C × C → C .
(2) ユニットとよばれる対象 I.
(3) 結合律を意味する自然同型 α : ⊗(⊗× 1C ) → ⊗(1C ×⊗).
(4) 左ユニット/右ユニット条件を示す自然同型 λ : ⊗(I × 1C ) → 1C , ρ : ⊗(1C × I) → 1C

これらは次の五角形公理及び三角形公理を満たす. すなわち, 任意の対象 A,B, C, D, に対して, 次の図式は
可換:

(A ⊗ (B ⊗ C)) ⊗ D

�

αA,B⊗C,D

�����������������

((A ⊗ B) ⊗ C) ⊗ D

αA⊗B,C,D

��

αA,B,C⊗1D

��������������������
A ⊗ ((B ⊗ C) ⊗ D)

1A⊗αB,C,D

��
(A ⊗ B) ⊗ (C ⊗ D)

αA,B,C⊗D

�� A ⊗ (B ⊗ (C ⊗ D))

(A ⊗ I) ⊗ B

ρA⊗1B ������������

�

αA,I,B �� A ⊗ (I ⊗ B)

1A⊗λB������������

A ⊗ B

α が自然であるとは, 任意の C の対象の 3 つ組たち (A,B, C), (A′, B′, C ′) に対し, 同型射 αA,B,C :
(A⊗B)⊗C → A⊗ (B ⊗C) が存在し, 任意の射 f : A → A′, g : B → B′, h : C → C ′ に対して次の図式
が可換となる事を言う:

(A ⊗ B) ⊗ C
αA,B,C ��

�(f⊗g)⊗h

��

A ⊗ (B ⊗ C)

f⊗(g⊗h)

��
(A′ ⊗ B′) ⊗ W ′αA′,B′,C′

�� A′ ⊗ (B′ ⊗ C ′)

λが自然であるとは, 任意の対象 Aに対し, 同型射 λA : I ⊗ A → Aがあって, 任意の射 f : A → A′ に対
し, 次の図式が可換となる事を言う:

I ⊗ A

1I⊗f

��

λA ��

�

A

f

��
I ⊗ A′ λA′ �� A′

ρ の自然性も同様.
C上の Hilbert空間とその間の連続線形写像の圏などが典型的なテンソル圏になっている. その場合, 例え
ば αH1,H2,H3 : (H1 ⊗H2) ⊗H3 → H1 ⊗ (H2 ⊗H3)は自然な同型 (x1 ⊗ x2) ⊗ x3 → x1 ⊗ (x2 ⊗ x3)であ

15特に 1V ⊗W = 1V ⊗1W
, (f ′ ⊗ g′) ◦ (f ⊗ g) = (f ′ ◦ f) ⊗ (g′ ◦ g) 等を満たす.
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る. テンソル圏といっても, このような『いかにもテンソル』な圏から, テンソル圏であることが一目では
分からないような圏まで, かなりバラエティがある. 今回は『いかにもテンソル』な圏しか扱わない.

定義 4.9. (C ,⊗, I, α, λ, ρ), (C ′,⊗, I ′, α′, λ′, ρ′) をテンソル圏とする. 3つ組 (F , h1, h2) が C から C ′ へ
のテンソル関手であるとは, F : C → C ′ は関手であり, h1 は同型射 I

∼=→ F(I) で, h2 は同型射の集まり
h2(A, B) : F(A) ⊗F(B) → F(A ⊗ B) で, (A,B) について自然であり, かつ次の図式を可換にすることを
言う:

(F(A) ⊗F(B)) ⊗F(C)

�

αF(A),F(B),F(C)��

h2(A,B)⊗1F(C)

��

F(A) ⊗ (F(B) ⊗F(C))

1F(A)⊗h2(B,C)

��
F(A ⊗ B) ⊗F(C)

h2(A⊗B,C)

��

F(A) ⊗F(B ⊗ C)

h2(A,B⊗C)

��
F((A ⊗ B) ⊗ C) F(αA,B,C)

�� F(A ⊗ (B ⊗ C))

I ⊗F(A)

�h1⊗1F(A)

��

λ′
F(A) �� F(A) F(A) ⊗ I

�1F(A)⊗h1

��

ρ′
F(A) �� F(A)

F(I) ⊗F(A)
h2(I,A)

�� F(I ⊗ A)

F(λA)

��

F(A) ⊗F(I)
h2(A,I)

�� F(A ⊗ I)

F(ρA)

��

∀(A,B, C) in Obj(C ).
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Heterodimensional tangency and hyperbolic sets

首都大学東京　西澤　由輔（Yusuke Nishizawa)

Department of Mathematics and Information Sciences,

Tokyo Metropolitan University

1 導入
この講演では，サドル型不動点 pと qに関するヘテロ次元サイクルを持つ 3次元C1微
分同相写像ϕを扱う．ここで，このヘテロ次元サイクルはヘテロ次元接触 rを含み，pは
Index = 2，qは Index = 1とする．このような ϕを任意にC1近似する 3次元C1微分同
相写像 ψの双曲型不変集合について考える．
はじめにいくつかの先行研究について述べる．Li [7]は，2次のホモクリニック接触 q

を持つ 2次元C2微分同相写像に対して，qのいくらでも近くに双曲型不変集合が存在す
ることを示した．このとき Li が存在を示した双曲型不変集合は一様双曲的なものと非一
様双曲的なものであった．[7]で Liは図 1.1 のようにホモクリニック接触の近くで Box
BnとBをとり，双曲型不変集合の存在を示している．

p

q

W
s
( p )

W
u
( p )

p

q

W
s
( p )

W
u
( p )

( 1 ) ( 2 )

BB n

図 1.1: ホモクリニック接触 qと box Bnと box B.

また，Cao-Luzzatto-Rios [1]は，Liと同様に 2次のホモクリニック接触 qを持つ 2次
元C2微分同相写像に対して，qのいくらでも近くに双曲型不変集合が存在することを示
した．ただし Liとは異なり図 1.2 のようなBoxの中にRi (i = 1, . . . , 5)をとり，それら
を図 1.2のように写す微分同相写像Φについて考えている．[1]の論文で彼等は，Rios [9]
の結果を用いて非一様な双曲型不変集合の存在を示し，さらにOseledic [8]の Lyapunov
exponentsに関する結果を用いて一様な双曲型不変集合の存在を示している．つまり，双
曲型不変集合上のすべての不変な確率測度に関するすべてのLyapunov exponentsが 0か
ら一様の離れていることを示し，一様双曲性を示している．
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図 1.2: Cao-Luzzatto-Riosが用いたホモクリニック接触 qをもつ微分同相写像 Φ.

このようなホモクリニック接触と双曲型不変集合に関する研究として他に Gavrilov-
Silnikov [2], [3]とHomburg-Weiss [4]の研究などがある．Homburg-WeissはKatok [5],
[6]の結果をもちいて非一様な双曲型不変集合の存在を示している．
これ等の先行研究はホモクリニック接触を持つ 2次元微分同相写像についての結果で
ある．我々はヘテロ次元接触を持つ 3次元微分同相写像について考える．主定理は以下
のようなものである．

定理 A. M を 3次元多様体とし，ϕを次の条件をみたすM 上のC1微分同相写像で，サ
ドル型不動点 pと qに同伴するヘテロ次元サイクルを持つものとする．

(1) Index(p) = Index(q) + 1,

(2) σssと σsと σuをDϕ(q)の固有値で 0 < σss < σs < 1 < σuかつ σssσu < 1を満たす
ものとする．

(3) λsと λuと λuuをDϕ(p)の固有値で 0 < λs < 1 < λu < λuuかつ λuuλs > 1を満た
すものとする．

(4) ϕは安定多様体W s(q, ϕ)と不安定多様体W u(p, ϕ)に関して，ヘテロ次元接触 r ∈
W s

loc(q, ϕ)をもつ．

このとき，ϕに C1 位相でいくらでも近い C1 微分同相写像 ψ とある自然数 N と領域
Bn ⊂ U(q)が存在して，任意の自然数 n ≥ N に対して，Λn =

⋂∞
j=−∞ψjn(Bn) は一様

な双曲型不変集合である．

定理 B. 定理 A と同様な仮定で，ある領域 B が存在し，Ψを B 上の ψの first return
mapとしたときに，ΛB =

⋂∞
j=−∞Ψj(B)は非一様な双曲型不変集合である．
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2 準備
ここではいくつかの定義についてのべる．M を Cr(r ≥ 1)多様体とし，ϕをM 上の

Cr(r ≥ 1)微分同相写像とする．
pをϕの双曲型不動点とする．このとき，安定多様体W s(p, ϕ) = {x ∈ M : ϕn(x) → p}
と不安定多様体 W u(p, ϕ) = {x ∈ M : ϕ−n(x) → p} が定義される．さらに，q ∈
W s(p, ϕ) ∩W u(p, ϕ) \ {p}が存在してW s(p, ϕ) ∩W u(p, ϕ) \ {p} �= ∅ を満たすとき pの
ホモクリニック点という．この qにおいて，TqW

s(p, ϕ) ⊕ TqW
u(p, ϕ) = TqM が成り立

つとき qを pの横断的ホモクリニック点といい，そうでないとき qを pのホモクリニッ
ク接触という．

p

q

(       )W 
u p ϕ,

(       )W 
s q ϕ,

(       )W 
u q ϕ,

(       )W 
s p ϕ,

r

図 2.1: ヘテロ次元接触 rを含むヘテロ次元サイクル.

一方，ϕが２つのサドル型不動点 pと qをもつとする．このとき，ϕが pと qに関する
ヘテロクリニックサイクルをもつとは，

W s(p, ϕ) ∩ W u(q, ϕ) �= ∅ かつ W u(p, ϕ) ∩ W s(q, ϕ) �= ∅

をみたすことをいう．このヘテロクリニックサイクルが Index(p) �= Index(q)をみたすと
き，ヘテロ次元サイクルという．特に，Index(p) = Index(q)+1をみたすとき co-index
one サイクルという．また，ヘテロクリニック点 r ∈ W s(q, ϕ) ∩ W u(p, ϕ)が

TrW
s(q, ϕ) + TrW

u(p, ϕ) �= TrM かつ

dim(TrW
s(q, ϕ)) + dim(TrW

u(p, ϕ)) > dim(M)

をみたすとき，この rをW s(q, ϕ)とW u(p, ϕ)のヘテロ次元接触という（図 2.1を参照）．
ヘテロ次元サイクルはホモクリニック接触と同様に 1970年代にNewhouseや Palis等に
よって導入された概念であり，ホモクリニック接触とは異なる力学系である．これに関
して，近年では BonattiやDiaz達によって様々な結果が得られている．
双曲型不変集合が一様または非一様な双曲性をもつことは，次の条件の C > 0が定数
であるか，または変数であるかによって区別をする．
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ϕの不変集合 Λが一様な双曲型不変集合であるとは，定数 C > 0と α > 1とノルム
‖ · ‖が存在して，x ∈ Λに対して，次を満たす部分空間Es(x), Eu(x) ⊂ TxM が存在する
ときである：

(1) TxM = Es(x) ⊕ Eu(x),

(2) i = s, uに対して，Dxϕ(Ei(x)) = Ei(ϕ(x))，

(3) v ∈ Es(x)に対して，‖Dxϕn(v)‖ ≤ Cα−n‖v‖,

(4) v ∈ Eu(x)に対して，‖Dxϕn(v)‖ ≥ Cαn‖v‖.

また，ϕの不変集合Λが非一様な双曲型不変集合であるとは上の不等式において，C > 0
が xの関数 C(x) > 0となるときである．一様または非一様について区別をしないとき
は，ただの双曲型不変集合という．
つぎに，双曲型不変集合ΛとLyapunov exponentsの関係について述べる．Lyapunov

exponentsとは vi ∈ Ei(x) (i = s, u)に対して，

lim
n→∞

1
n

log‖Dϕn
xvi‖

の極限値（定数）である．定義より，一様な双曲型不変集合であれば 0でない Lyapunov
exponentsの存在がわかる．この定義より双曲型不変集合のLyapunov exponentsは正で
あり，それが一様であるときの Lyapunov exponentsは，0から一様に離れていることが
わかる．
測度論的なアプローチから微分同相写像の力学系に応用するものとしてOseledecの乗
法エルゴート定理 [8]がある．Oseledecの結果は，M(ϕ)を Λ上の ϕ不変なボレル確率
測度 μ全体の集合としたときに，任意の μ ∈ M(ϕ)に対して，全測度をもつ ϕ-不変集合
Bϕが存在して，Lyapunov exponentsが存在するというものである．Cao-Luzzatto-Rios
[1] はこの結果をもちいて，一様な双曲型不変集合の存在を示している．

3 証明の概略
ここでは定理 Aと定理 Bの証明について，いくつかのステップに分けて概略を述べる．

ステップ 1．ϕに C1位相でいくらでも近い C1微分同相写像で，馬蹄集合をもつものを
構成する．
はじめにϕにC1位相でいくらでも近いC1微分同相写像のone-parameter族{ψμ}μ∈[−ε,ε]

で次の条件を満たすものを考える．（図 3.1を参照）

(1) ψ0 は ϕにいくらでも C1 位相で近く，rの continuationであるヘテロ次元接触 r̃ =
(0, yQ, 0)を含むヘテロ次元サイクルをもつ．このヘテロ次元サイクルはサドル型不
動点 pと qの continuationである P とQに同伴するサイクルである．

(2) P の近傍 U(P )とQの近傍 U(Q)上では次の条件を満たす：

(a) 任意の (x, y, z) ∈ U(P )に対して，ψμ(x, y, z) = (λsx, λuy, λuuz)．
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(b) 任意の (x, y, z) ∈ U(Q)に対して，ψμ(x, y, z) = (σssx, σsy, σuz)．

(3) 擬横断的交点 YQ ∈ W u
loc(Q, ψ0) ∩ W s(P,ψ0)が U(Q)上に次の条件を満たすように

存在する：

(a) 任意の μ ∈ [−ε, ε]に対して，YQ = (0, 0, z̃) ∈ W u
loc(Q,ψμ) ∩ W s(P,ψμ).

(b) ある整数 lが存在して，YP,μ = ψl
μ(YQ) = (x̃, μ, 0) ∈ U(P ) ∩ W u(Q,ψμ).

(c) 次の条件を満たすある YQの近傍 U(YQ) ⊂ U(Q)が存在する：

T±
μ = ψl

μ : U(YQ) → ψl
μ(U(YQ)) ⊂ U(P )

はアフィン写像で，

T±
μ (x, y, z) = ψl

μ(x, y, z) = (τsx,±y, τuz) + (x̃, μ,−τuz̃)

を満たす．ここで τsと τuは 0 < |τs| < |τu|をみたす定数．
(d) ある整数mが存在して，任意の μ ∈ [−ε, ε]に対して，ψ−m

μ (r̃) = (0, yP , 0) ∈
U(P )を満たし，ψ−m

μ (r̃)の近傍U(ψ−m
μ (r̃))から r̃の近傍U(r̃)への非線形写像

G = ψm
μ : U(ψ−m

μ (r̃)) → U(r̃)は

G(x, y, z) = ψm
μ (x, y, z) = (az, b(y − yP ) + yQ,−cx + dz2)

を満たす．ここで，a, b, c, dは a, c, d > 0, 0 < b < 1を満たす定数．

: linear map

Q

P

y

x

z

x

y

z

μ

U (      )Y
Q

YP, 0
YP,μ

μ

YQ
(         )PW

s         ψ0,

(         )QW
u         ψ0,

(         )QW
u         ψμ,

(         )PW
u         ψ, μ

r∼

ψ
-m
μ (   )

(         )QW
s         ψμ,

T

r∼

図 3.1: ヘテロ次元接触 r̃を含む微分同相写像 ψ0のヘテロ次元サイクル.

ステップ 2．ステップ 1で構成した微分同相写像ψμを用いて，定理 Aの証明の概略を述
べる．証明の方針は Li [7]のように接点の近くで Boxを考えることである．
まずは，ヘテロ次元接触 r̃の近傍U(r̃)からそれ自身への大域的なC1微分同相写像ψμ

の反復が馬蹄集合をもつように構成する．
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自然数 kを U(r̃)から U(YQ)へのC1微分同相写像 ψμの反復の回数とし，自然数 jを
U(YP )から U(ψ−m

μ (r̃))への C1微分同相写像 ψμの反復の回数する．また，図 3.2 のよ
うに，r̃の近くに Box

Bn =
{

(x, y, z) : −w̄ ≤ x ≤ w̄, yQ − w′ ≤ y ≤ yQ + w′,

h

σk+1
u τuλj

uu

+
z̃

σk+1
u

≤ z ≤ h

σk
uτuλj

uu

+
z̃

σk
u

}

を考える．このとき任意の (x, y, z) ∈ Bnに対して，μ = λ−j
u yP − σk

s yQとすると，C1微
分同相写像

ψn
μ(x, y, z) = (aλj

uuτu(σk
uz − z̃), b(λj

uσk
s y − λj

uσk
s yQ) + yQ,

− cλj
s(x̃ + σk

ssτsx) + dλ2j
uuτ2

u(σk
uz − z̃)2).

が得られる（ただし，n = k + l + j + m）．このとき，ある自然数N が存在して n ≥ N

となる nに対して，図 3.2 のようにBnと ψn
μ(Bn)の交差がおこる．

r∼

Bn

Bn

ψn
μ(     )Bn

ψn
μ(     )Bn

Q

r∼x

z y

x

ψn
μ(     )Bn

Bn

( 1 )

( 2 ) ( 3 )

図 3.2: 定理Aの証明の概略.

馬蹄集合の存在を示すためにつぎのような錐を考える：s ∈ ψ−n
μ (Bn) ∩ Bn ∩ ψn

μ(Bn)
に対して，錐を

Cu(s) = {(v1, v2, v3) ∈ TsM :
|v3|

‖(v1, v2)‖ ≥ 1
2
ξ(s)}
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とする．ただし ξ(s) = |2dx/a2|である．これが不安定錐であることと，その補集合が安
定錐になることを証明することによって，Λn =

⋂∞
j=−∞ψjn(Bn)は一様な馬蹄集合であ

ることがわかる．

ステップ 3．最後に定理 Bの証明の概略を述べる．
ステップ 2と同様に，U(r̃)から U(r̃)への大域的なC1微分同相写像 ψμの反復を考え
る．非一様な馬蹄集合の存在を示すために r̃の近くに Box

B =
{

(x, y, z) : −w̄ ≤ x ≤ w̄, yQ − w′ ≤ y ≤ yQ + w′, 0 ≤ z ≤ h

σK
u τuλJ

uu

+
z̃

σK
u

}
,

をとる．ここで自然数K は U(r̃)から U(YQ)への C1微分同相写像 ψμの反復の回数で，
自然数 J は U(ỸP )から U(ψ−m

μ (r̃))へのC1微分同相写像 ψμの反復の回数で次の条件を
満たすものとする：

• 自然数Nを定理 Aを満たすものとする．これに対して，KとJはK+l+J+m ≥ N

を満たす最小の自然数である．

B

ψn
μ(      )Bn

Q

r∼

x

z

y

x

ψn
μ(      )Bn

n

Bn
Bn

ψn
μ(      )Bn

ψn
μ(      )Bn

1

1

3
2

3 2

1

ψn
μ(      )Bn2

ψn
μ(      )Bn3

( 1 ) ( 2 )

図 3.3: 定理 Bの証明の概略.

そして図 3.3(1)のように，高さが異なるBox Bn1 , Bn2 , Bn3 ⊂ Bを考える．異なる高さ
のBoxを考えることによって，図 3.3(1) (2)のようにヘテロ次元接触 r̃のいくらでも近く
に馬蹄集合を構成することができる．このようにして得られる馬蹄集合は，接点 r̃に近づ
くにつれて，双曲性が弱くなり，ヘテロ次元接触 r̃を閉方に含むことがわかる．よって，Ψ
を ψμのB上の first return map とすると写像の構成から不変集合 ΛB =

⋂∞
j=−∞Ψj(B)

が空でないことがわかり，任意の s ∈ ΛBに対して，ある自然数 n(s)と n′(s)が存在して，
Ψ(s) = ψ

n(s)
μ (s) ∈ BかつΨ−1

μ (s) = ψ−n′(s)(s) ∈ Bを満たすことがわかる．ここで注意
することは，μは Box Bni の高さに依存して変化することである．Step 2と同様に錐を
考えることによって不安定集合 Eu(x)と安定集合 Es(x)が得られる．このとき，Step 2
とは異なり定数 C > 0，α > 1が点 s ∈ Λに依存するようにとれることに注意する．こ
のようにして非一様な馬蹄集合を構成することができる．
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2

Mack
2

1

1.1

(claims reserve)

= −

1.2

j

1 2 · · · n − 1 n

i

1 C1,1 C1,2 · · · C1,n−1 C1,n

2 C2,1 C2,2 · · · C2,n−1 (C2,n)
...

...
... . . .

...
...

n − 1 Cn−1,1 Cn−1,2 · · · (Cn−1,n−1) (Cn−1,n)

n Cn,1 (Cn,2) · · · (Cn,n−1) (Cn,n)

Ci,j (i, j = 1, . . . , n) i j

i+j−1 n i+j � n+1

Ci,j i+ j � n+ 2 Ci,j

(run-off

triangle)
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n i =

1, . . . , n Ci,n i

R

R = (C2,n − C2,n−1) + (C3,n − C3,n−2) + · · · + (Cn,n − Cn,1)

1.3

R (chain-

ladder method) i + j � n + 2 Ci,j Ĉi,j R

R̂ = (Ĉ2,n − C2,n−1) + (Ĉ3,n − C3,n−2) + · · · + (Ĉn,n − Cn,1)

j j + 1

fj Ci,j+1 = Ci,jfj (i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . , n − 1)

j = 1, . . . , n − 1 Ci,j+1/Ci,j i = 1, . . . , n − j

fj

f̂j =
C1,j+1 + · · · + Cn−j,j+1

C1,j + · · · + Cn−j,j

i + j � n + 2

Ĉi,j = Ci,n+1−if̂n+1−i · · · f̂j−1

Ci,j

1.4

2

• f̂j

f̂ ′
j =

1

n − j

(
C1,j+1

C1,j

+ · · · + Cn−j,j+1

Cn−j,j

)

•
(interval estimation) 95% 90 < R < 110

(90, 110) 95% (confidence interval)

R 100 (point estimation)
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2

2.1

2.1.1

(random variable)

Rn

n (n-dimensional random variable)

1 n X n X1, . . . ,

Xn X = (X1, . . . , Xn)

X

(continuous)

• x ∈ R f(x) � 0

• ∫ ∞
−∞ f(x) dx = 1

f : R −→ R a < b a, b ∈ R

P (a < X < b) =

∫ b

a

f(x) dx

f X (probability density function)

2.1.2

X (expectation) E[X]

E[X] =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx

f X E[X]

X (variance) V (X)

V (X) = E
[
(X − E[X])2

]

V (X)

2.2

2.2.1

2 (X,Y ) (continuous)

• (x, y) ∈ R2 f(x, y) � 0

• ∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞ f(x, y) dx dy = 1
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f : R2 −→ R a < b, c < d a, b, c, d ∈ R

P (a < X < b, c < Y < d) =

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y) dx dy

f (X,Y ) (probability density function)

2.2.3 (X,Y ) 2 f

g : R −→ R g(x) =
∫ ∞
−∞ f(x, y) dy

• x ∈ R g(x) � 0

• ∫ ∞
−∞ g(x) dx =

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞ f(x, y) dy

)
dx = 1

a < b a, b ∈ R

P (a < X < b) = lim
c→−∞
d→∞

P (a < X < b, c < Y < d) = lim
c→−∞
d→∞

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y) dx dy

=

∫ ∞

−∞

∫ b

a

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

g(x) dx

g X

h : R −→ R h(y) =
∫ ∞
−∞ f(x, y) dx h Y

f (joint probability density function) g, h (marginal

probability density function)

2.2.2

h(y) > 0 y ∈ R g(·|y) : R −→ R

g(x|y) =
f(x, y)

h(y)

• x ∈ R g(x|y) � 0

• ∫ ∞
−∞ g(x|y) dx =

(∫ ∞
−∞ f(x, y) dx

)
/h(y) = 1

g(·|y) g(·|y) Y = y X

(conditional probability density function)
∫ ∞

−∞
xg(x|y) dx

E[X | Y = y] Y = y X (conditional expectation)

y = Y
∫ ∞
−∞ xg(x|Y ) dx E[X|Y ] Y

X (conditional expectation) h(y) = 0 y ∈ R

E[X | Y = y]

P
(
h(Y ) = 0

)
=

∫

{y∈R|h(y)=0}
h(y) dy = 0
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E[X|Y ] 1

Y X (conditional variance) V (X|Y )

V (X|Y ) = E
[
(X − E[X|Y ])2

∣∣Y
]

E[X] V (X) E[X|Y ]

V (X|Y )

2.2.3

X, Y (independent) x, y ∈ R

f(x, y) = g(x)h(y)

h(y) �= 0 y ∈ R g(·|y) = g(·)

2.2.4

2 1

m X n Y m E[X|Y ]

n1 + · · · + nm X n1 X1 . . . nm

Xm f , g1, . . . , gm X1, . . . ,

Xm x1 ∈ Rn1 , . . . , xm ∈ Rnm

f(x1, . . . , xm) = g1(x1) · · · gm(xm)

3 Mack

3.1 Mack

1.4 2 Mack

Ci,j (i, j = 1, . . . , n) 3

(1) n n (C1,1, . . . , C1,n), . . . , (Cn,1, . . . , Cn,n)

(2) j = 1, . . . , n − 1 fj i = 1, . . . , n

E[Ci,j+1|Ci,1, . . . , Ci,j] = Ci,jfj
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(3) j = 1, . . . , n − 1 vj i = 1, . . . , n

V (Ci,j+1|Ci,1, . . . , Ci,j) = Ci,jvj

E[Ci,j+1|Ci,1, . . . , Ci,j] E[Ci,j+1|(Ci,1, . . . , Ci,j)] j (Ci,1, . . . , Ci,j)

Ci,j+1

fj

f̂j =
C1,j+1 + · · · + Cn−j,j+1

C1,j + · · · + Cn−j,j

(1), (2) f̂j = (C1,j+1 + · · ·+ Cn−j,j+1)/(C1,j + · · ·+ Cn−j,j) fj

(unbiased estimator) E[f̂j] = fj f̂j

f̂ ′
j =

1

n − j

(
C1,j+1

C1,j

+ · · · + Cn−j,j+1

Cn−j,j

)

f̂j

(3) V (f̂j) � V (f̂ ′
j)

f̂j

f̂j Mack

3.2

X f μ = E[X] v = V (X)

P (μ −
√

20v < X < μ +
√

20v ) =

∫ μ+
√

20v

μ−√
20v

f(x) dx

= 1 −
(∫ μ+

√
20v

−∞
+

∫ ∞

μ−√
20v

)
f(x) dx

� 1 − 1

20v

(∫ μ+
√

20v

−∞
+

∫ ∞

μ−√
20v

)
(x − μ)2f(x) dx

� 1 − 1

20v

∫ ∞

−∞
(x − μ)2f(x) dx

= 1 − 1

20
= 0.95

Chebyshev

P (μ − 3
√

v < X < μ + 3
√

v ) � 0.95
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R R̂, E[(R̂−R)2]

Ci,j (i+ j � n+1) E[(R̂−R)2|Cknown]

Cknown = (Ci,j)i+j5n+1 n(n + 1)/2

R̂ 2 (mean squared error) mse R̂

(
R̂ − 3(mse R̂)1/2, R̂ + 3(mse R̂)1/2

)

Rtotal 95%

Mack mse R̂

n∑

i=2

(
Ĉ2

i,n

n−1∑

l=n+1−i

v̂l

f̂ 2
l

(
1

Ĉi,l

+
1

∑n−l
m=1 Cm,l

))
+ 2

n−1∑

i=2

Ĉi,n

(
n∑

i′=i+1

Ĉi′,n

)(
n−1∑

l=n+1−i

v̂l

f̂2
l

∑n−l
m=1 Cm,l

)

v̂j =
1

n − j − 1

n−j∑

i=1

Ci,j

(
Ci,j+1

Ci,j

− f̂j

)2

vj mse R̂ Mack

3.3 Mack

Mack 2

Mack Mack 3

(3) 2 V (Ci,j+1|Ci,1, . . . , Ci,j) Ci,j

α (3) (3′)

(3′) j = 1, . . . , n − 1 vj i = 1, . . . , n

V (Ci,j+1|Ci,1, . . . , Ci,j) = Cα
i,jvj

Mack α = 1 Mack f̂j,

v̂j

f̂j =

∑n−j
i=1 C1−α

i,j Ci,j+1∑n−j
i=1 C2−α

i,j

, v̂j =
1

n − j − 1

n−j∑

i=1

C2−α
i,j

(
Ci,j+1

Ci,j

− f̂j

)2

2∑n
i=2(Ci,n+2−i−Ci,n+1−i) i = 1, . . . , n
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ji, ki n + 1 − i � ji � ki � n

S =
n∑

i=1

(Ci,ki
− Ci,ji

)

S Ŝ =
∑n

i=1(Ĉi,ki
− Ĉi,ji

) 2 mse Ŝ =

E
[
(Ŝ − S)2

∣∣Cknown

]

n∑

i,l=1

ϕ̂2
i,lÂi,l + 2

∑

15i<i′5n

n∑

l=1

ϕ̂i,lϕ̂i′,lB̂l

i, l = 1, . . . , n

Âi,l =
v̂l

f̂ 2
l

(
1

Ĉ2−α
i,l

+
1

∑n−l
m=1 C2−α

m,l

)
, B̂l =

v̂l

f̂ 2
l

∑n−l
m=1 C2−α

m,l

,

ϕ̂i,l =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Ĉi,ki
− Ĉi,ji

(n + 1 − i � l < ji),

Ĉi,ki
(ji � l < ki),

0

[1] T. Mack, Distribution-free calculation of the standard error of chain ladder reserve es-

timates, ASTIN Bulletin, 23 (1993) no. 2, 213–225. http://www.casact.org/library/

astin/vol23no2/213.pdf

[2] T. Mack, Measuring the variability of chain ladder reserve estimates, Casualty Actuar-

ial Society Forum (1994) Spring, vol. 1, 101–182. http://www.casact.org/pubs/forum/

94spforum/94spf101.pdf

[3] S. Saito, Generalisation of Mack’s formula for claims reserving with arbitrary exponents for
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jp/publish list/pub inner/id:4/cid:9
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カンドルと結び目不変量

大城　佳奈子 (Kanako Oshiro)

(広島大学大学院理学研究科・博士課程後期２年)

概 要
カンドルとは 1982年に D. Joyce[8] と S. Matveev[10] によって独立に導入

された代数的構造であり、結び目理論の研究において多く利用されている．例
えば、結び目カンドルやカンドルコサイクル不変量などが結び目の研究におい
て有効的である．また、新しいカンドル不変量として、対称カンドルを使った
研究も行われており、これは向き付け不可能な曲面絡み目の研究に応用されて
いる．

1 結び目
μ 個の円周の直和 S1 � · · ·�S1 から３次元ユークリッド空間R3 内への埋め込み、
またはその像のことを μ 成分の (一次元)絡み目という．特に、１成分の絡み目を結
び目という．２つの絡み目が同値であるとは、連続的な変形によって一方を他方に
重ね合わせることが出来るときをいう．

右手系三葉結び目 左手系三葉結び目

図 1: 結び目

絡み目の射影図とは、平面へ射影した像に射影における上下の情報を付随させた
ものをいう．次の定理が知られている．
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定理 1.1 (ライデマイスター)２つの絡み目の射影図が、同値な結び目や絡み目を表
すことの必要十分条件は、一方が他方に有限個のライデマイスター変形、または平
面の連続変形によって同値になることである.

図 2: ライデマイスター変形

絡み目の定義は、４次元空間内に埋め込まれた曲面絡み目など、高次元の場合に
も拡張される．曲面絡み目とは，４次元ユークリッド空間 R4 内に埋め込まれた μ

個の閉曲面のことであり，連続的な変形で移り合う２つの曲面絡み目は同値である
と見なす．特に、１成分の曲面絡み目を曲面結び目という．曲面絡み目の射影図にお
いては１次元絡み目の射影図におけるライデマイスター変形に対応する変形（ロー
ズマン変形 [13]）が存在する．([4]も参照せよ. )

結び目理論とは、２つの結び目（絡み目）が同値であるか（または、そうでない
か）を数学的に表現したり、結び目（絡み目）の様々な性質について研究する学問
で、結び目不変量（または絡み目不変量）の発見やその研究が重要な役割を果たし
ている．

2 カンドル
カンドル X [5, 8, 10] とは次の性質を満たす２項演算 ∗ : X × X → X を持つ集
合である:

(Q1) ∀a ∈ X, a ∗ a = a,

(Q2) ∀a, b ∈ X,∃1c ∈ X s.t. c ∗ b = a (c = a ∗ b−1),

(Q3) ∀a, b, c ∈ X, (a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ (b ∗ c).

例 2.1 S を任意の集合とする．S の持つ２項演算を a ∗ a = a と定義するとカンド
ルになる．これを S 上の自明カンドルという．

例 2.2 集合 Rn = Z/nZ の持つ２項演算を a ∗ b = 2b− a (mod n) と定義するとカ
ンドルになる．これを位数 n の二面体カンドルという．
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例 2.3 G を群とし、G の持つ２項演算を a ∗ b = b−1ab と定義するとカンドルにな
る．これを群 G の共役カンドルという．

例 2.4 K を結び目（絡み目）とする．K の結び目カンドルとは、K のメリディア
ン円板 D と D の境界からある基点までの K の補空間内の道 aの組のホモトピー類
からなる集合 Q(K) = {[(D, a)]} であり、演算 (D, a) ∗ (D′, b) = (D, a · b−1 · ∂D′ · b)
を持つ (図 3)．これは結び目の（弱い意味の同値関係で分類した場合の）完全不変
量である．すなわち、Q(K) ∼= Q(K ′) であれば K と K ′ は弱同値（補空間 R3 −K

と R3 −K ′ は同相）である．図 1の右手系三葉結び目と左手系三葉結び目は同じ結
び目カンドルを持ち弱同値であることが分かる．しかし、これらは同値ではない．

*
a

D

*
a

D

D‘

b

*
a

D

∂D‘

b
b-1

図 3: 結び目カンドル

3 カンドル彩色
D を向き付けられた絡み目の射影図とする．カンドル X による D のX-彩色と
は、D の各辺に対する X の元の割り当てのことである．ただし各交差点において
彩色の条件を満たす (図 4 左). ColX(D) を D の X-彩色全体の集合とする．

a

b

a * b

ay y* a

図 4: 彩色条件
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D′ を D から１回のライデマイスター変形によって得られる射影図とする．この
とき ColX(D) と ColX(D′) の間に全単射が存在する．このことより ColX(D) の濃
度 �ColX(D) は絡み目の不変量であることが言える．
カンドル彩色と結び目カンドルの間に次の関係が成り立つ．

定理 3.1 [5, 8, 10] D を絡み目 K のダイアグラムとする．結び目カンドル Q(K) か
ら X への準同型全体の集合とColX(D)との間に全単射が存在する．

4 カンドルホモロジー群
As(X) を X の全ての元から生成され、関係式 a ∗ b = b−1ab(∀a, b ∈ X) を持つ群
とする:

As(X) = 〈a ∈ X | a ∗ b = b−1ab(a, b ∈ X)〉.
これはカンドル X の付随群と呼ばれる．Y をカンドル X の付随群が作用する集合
とする．(X-集合と呼ぶ.) カンドル X と X-集合 Y に対して次のようにホモロジー
群を定める．

Cn(X)Y (n ≥ 0)を集合 Y ×Xnの元によって生成される自由アーベル群, Cn(X)Y =

0(n < 0) とする．準同型写像 ∂n : Cn(X)Y → Cn−1(X)Y を次で定める:

∂n(y, x1, · · · , xn) =
∑n

i=1

{
(y, x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xn)

−(y.xi, x1 ∗ xi, · · ·xi−1 ∗ xi, xi+1, · · · , xn)
}
.

C∗(X)Y = {Cn(X)Y , ∂n} は鎖複体になる．
Dn(X)Y をある i ∈ {1, · · · , n − 1} で xi = xi+1 を満たす元 (y, x1, · · · , xn) ∈

Y × Xn から生成される Cn(X)Y の部分群とする．D∗(X)Y = {Dn(X)Y , ∂n} は
C∗(X)Y の部分鎖複体になる．商群 CQ

n (X)Y = Cn(X)Y /Dn(X)Y に対して鎖複体
CQ

∗ (X)Y = {CQ
n (X)Y , ∂n} が得られる．

CQ
∗ (X)Y によって定まるホモロジー群をカンドルホモロジー群という．

A をある可換群とする．双対加群 Cn
Q(X)Y = Hom(CQ

n (X)Y , A) と準同型写像
δn : Cn

Q(X)Y → Cn+1
Q (X)Y , δn(θ) = θ ◦ ∂n+1 によってコホモロジー群が定まる．詳

しくは [1, 2] を参照せよ．

5 カンドルコサイクル不変量
D を絡み目の射影図とし、カンドル X と X-集合 Y による (X, Y )-彩色を次の

ように与える: (1) D に X-彩色を与える．(2) D の各補領域に対して Y の元を割

－239－



り当てる．ただし領域に対する彩色条件を満たすとする (図 4 右).

Col(X,Y )(D) を D の (X, Y )-彩色全体の集合とするとき、ライデマイスター変形
によって得られる２つの射影図におけるこれらの集合の間には全単射が存在する．

D に (X,Y )-彩色 C が与えられているとする．θ : CQ
2 (X)Y → A をアーベル群 A

に値を持つカンドル２コサイクルとする．各交差点においてウェイトを ε(y, a, b) で
与える. ただし、y, a, b は交差点の周りのある補領域と辺に与えられた Y または X

の元である (図 5)．c(D,C) を全ての交差点でのウェイトの和とする．次の multi-set

a

b
y

a

b
y

)( y,a,b )( y,a,b+ -

図 5: ウェイト

を与える．
Φθ(D) = {c(D,C) ∈ A | C : D の (X, Y )-彩色 }

定理 5.1 [1, 2] Φθ(D) は絡み目の不変量である．

この不変量をカンドルコサイクル不変量といい、D の表す絡み目 Lによって．Φθ(L)

とも表す．

例 5.2 K を右手系三葉結び目, K ′ を左手系三葉結び目とする (図 1)．位数 3 の二
面体カンドル R3 における２コサイクルを次で与える．

θ : CQ
2 (R3)R3 → Z/3Z, θ(x, y, z) = (x − y)(y − z)2z.

そのとき、
Φθ(K) = {1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

18

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
9

},

Φθ(K
′) = {2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

18

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
9

}.

ゆえに、K と K ′ は同値でないことが分かる．
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カンドルコサイクル不変量は曲面絡み目に対しても同様の手順で定義される．カ
ンドル３コサイクルを使い、各三重点においてウェイトが定まる．(詳しくは [1, 2]

を参照せよ)

6 カンドルコサイクル不変量とその応用
カンドルコサイクル不変量は一次元絡み目や曲面絡み目の研究などに利用される．
ここでは、これまでの応用例を幾つか挙げる．

• 一次元絡み目の絡み数の研究、曲面絡み目の三重点絡み数の研究 (cf. [1, 2])

• Amphicheirality に関する研究 (例 5.2)

• 曲面結び目の可逆性に関する研究 [1]

• 曲面絡み目の三重点数の研究 [6, 15]

• Triple point cancelling number の研究 [7]

カンドルコサイクル不変量は向き付けられた絡み目に関する不変量であった．従っ
て上で挙げた例は全て向き付け可能な絡み目に関する研究である．

7 向き付け不可能な曲面絡み目の研究
カンドルコサイクル不変量は向き付けられた (一次元、曲面)絡み目に対する不変
量であり、特に向き付け可能な曲面絡み目の研究において広く利用されている．し
かし、向き付け不可能な曲面絡み目においては、この不変量を利用することは出来
ない．そこで、カンドルを使った新しい絡み目不変量として、対称カンドルコサイ
クル不変量が導入された [9]．これは、全ての一次元絡み目や曲面絡み目において定
義された不変量であり、向き付け不可能な曲面絡み目の性質を調べるためにも利用
される [3, 9, 11, 12]:

• （向き付け可能または不可能な）曲面絡み目の三重点絡み数の研究 [11](cf. [14])

• 向き付け不可能な曲面絡み目の三重点数の研究 [3, 9, 12]
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対称カンドルとはある条件を満たす対合を持ったカンドルである (カンドル X と
対合 ρの組で (X, ρ)と表す)．カンドル不変量の時と同様に、対称カンドルを使って
対称カンドルホモをジー群を定義できる．それは一般的にはカンドルホモロジー群
とは全く別のものである．しかし、カンドル X に対してある対称カンドル (Y, ρ)で
そのホモロジー群が一致するものが存在し、その性質を用いることによって対称カ
ンドルからカンドルコサイクル不変量と同様の不変量を作ることが可能である．つ
まり、対称カンドルコサイクル不変量はカンドルコサイクル不変量の一般化である
と見なすことが出来る．従って、カンドルコサイクル不変量による応用例は全て対
称カンドルを用いて出来るものである．
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2-進算術幾何平均と楕円曲線
(2-ADIC ARITHMETIC-GEOMETRIC MEAN AND ELLIPTIC CURVES)

宮坂宥憲

東北大学大学院理学研究科
E-mail: sa7m27@math.tohoku.ac.jp

ABSTRACT. 算術幾何平均とは Gaussによってよく研究された数列のことで,二つの正の実
数を足して２で割ったものと掛けて２乗根をとったものをとり,この操作を繰り返す事に
よって得られる二つの数列を指す. Gaussはこの数列の極限を使って実数体上定義された楕
円曲線の周期と呼ばれるものが計算できる事を発見した. 本稿では, Gaussの考察の p-進体
上における類似,及び 2-進体上でこの数列と楕円曲線との関係を観察し,そこにある種の力
学系が見て取れることを紹介する. 本研究は東北大学大学院の金城謙作氏との共同研究で
ある.

1. はじめに

本稿において紹介する研究は,東北大学の金城謙作氏との共同研究に基づいている. ま
ず実数体上のGaussの算術幾何平均について解説する. a, bを正の実数とし,算術幾何平均
列 {an}n≥0, {bn}n≥0を次のように帰納的に定義する:

a0 := a, b0 := b

an+1 :=
an + bn

2
, bn+1 :=

√
anbn (> 0).

(1.1)

これらの数列は同一極限に収束する. 実際, b ≥ a > 0としたとき各 n ≥ 0に対し,

an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn, |an+1 − bn+1| ≤ |an − bn|
2

が成り立つことが簡単に確かめられる. Gaussはこの数列の極限が,初等関数では表す事が
できない楕円積分の値と結びついている事を発見した1. このことは,楕円曲線と呼ばれる
曲線の周期が算術幾何平均列の極限を用いて表す事ができるということを意味している.

ここで (実数体上の)楕円曲線とは,方程式

E : y2 = x(x − 1)(x − μ2) μ ∈ (0, 1) ⊂ R (1.2)

によって定義される曲線である. 楕円曲線EのC上の有理点全体をE(C)と書くと, E(C)

には群演算が入り,さらにある ω1 ∈ iR, ω2 ∈ Rが存在して, Abel群としての同型

E(C) ∼= C/(Zω1 + Zω2) (1.3)

1Gaussはレムニスケート曲線「r2 = cos θ」の長さを計算する為に算術幾何平均列の極限を用いた.その
曲線の長さは l := 2

∫ 1

0
(1 − z4)−1/2dz で与えられるが, この値は初等関数を用いて計算する事ができない.

しかし Gaussは π/lが, 1と
√

2による算術幾何平均列の極限と一致することを証明したのだった ([1]).
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が成り立つことが知られている. この ω1, ω2を楕円曲線 E の周期と呼ぶ. 周期は Cの格
子を定めているが,逆にCの格子を一つとってくると,それに対応する楕円曲線が定まる.

従って,周期を知る事は楕円曲線を調べる上で非常に重要な要素であると言える. 一方で
楕円曲線の周期は楕円積分を用いて表されるため,初等関数だけでは記述することができ
ない. しかしGaussの結果を用いると,それぞれの周期は

ω1 =
2πi

M(1, μ)
, ω2 =

2π

M(1,
√

1 − μ2)
(1.4)

と書ける. ここでM(a, b)は a, bによる算術幾何平均列の極限を表す. このように簡単に定
義された数列 (1.1)が楕円曲線と非常に深く結びついている. 楕円曲線と数列 (1.1)がこう
した関係を持つ本質的な理由は次に述べる事実に依る: 楕円曲線E0 := Eを (1.2)で定義
したものとし,数列 {μn}n≥0を次のように定義する:

μ0 := μ, μn+1 :=
μn + 1

2
√

μn

. (1.5)

これは 1とμを初期値に持つ算術幾何平均列の比が満たす漸化式である. また各番号n ≥ 0

に対して楕円曲線Enを
En : y2 = x(x − 1)(x − μ2

n) (1.6)

と定義する. このとき次の楕円曲線の間の同種写像2が存在する:

gn : En → En+1, (x, y) 	→
(

(x + μn)2

4μnx
,
y(x2 − μ2

n)

8(
√

μn)3x2

)
. (1.7)

このように互いに同種な楕円曲線の列が,算術幾何平均列を用いて表されるのである. こ
の事実と,算術幾何平均列の収束性を使う事で楕円曲線Eの周期を調べる事ができるので
ある.

さて,ここまでは実数体上の算術幾何平均と楕円曲線について見てきたが,本稿では, p-

進体上において (特に p = 2の場合において)算術幾何平均と楕円曲線がどのように結びつ
いているのかを解説していきたい.

2. p-進体上の算術幾何平均と楕円曲線

pを素数とし, Kを p-進数体Qpの有限次拡大体, vをK上の加法付値とする. 次の補題
を用いて p-進体での平方根の取り方を定める.

Lemma 2.1. ξ ∈ Kが条件

p = 2のとき v(ξ − 1) > v(8), pが奇素数のとき v(ξ − 1) ≥ 0 (∗)

を満たすとする. このとき唯一つの η ∈ Kが存在して, η2 = ξかつ ηは条件 (∗)を満たす.

ξに対し,
√

ξ := ηと定義する.

2楕円曲線の間の写像 φ : E → E′ が群演算を保つ写像のとき, φを同種写像といい, E と E′ は同種であ
るという.
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Definition 2.2. a, b ∈ K に対し, a/b が条件 (∗)を満たすとする. このとき K 上の数列
{an}n≥0, {bn}n≥0を次のように帰納的に定義する:

a0 := a, b0 := b

an+1 :=
an + bn

2
, bn+1 := bn

√
an

bn

.

ここで平方根は補題で定めた通りに取るものとする. このようにして定義される数列を p-

進算術幾何平均列3と呼ぶ.

各番号で an/bn が条件 (∗)を満たしていることから,この定義はwell-definedである. ま
た,この定義は (1.1)の p-進類似であると言える. 収束に関しては次の事が言える.

Proposition 2.3. p-進算術幾何平均列 {an}≥0, {bn}≥0が同一極限に収束する為の必要十分
条件は, {

v((a0/b0) − 1) > 0 (p > 2)

v((a0/b0) − 1) > v(8) (p = 2).

である (この条件は pが 2でも奇素数でも v((a0/b0) − 1) > v(8)とかける). p-進算術幾何
平均列が収束する場合,その極限値をMp(a, b)と表す.

この命題において注目すべきことは, p = 2のときに限り,収束しない p-進算術幾何平均
列を考察する事ができるということである (初期値が条件 v(a0/b0 − 1) = v(8)を満たす).

本稿の一番の目的は,この収束しない 2-進算術幾何平均列と楕円曲線との関係を調べてい
く事にある. ここでは一先ず収束しない場合は置いておいて,収束する p-進算術幾何平均
と楕円曲線の関係についてみていく事にする.

a, b ∈ K は v((a/b) − 1) > v(8)を満たすとする. Proposition 2.3より, a, bを初期値に持
つ算術幾何平均列 {an}n≥0, {bn}n≥0は同一極限Mp(a, b)に収束する. またK上定義された
楕円曲線E0を

E0 : y2 = x(x − 1)(x − (a/b)2)

と定義する. このときE0はK上乗法的還元を持つ4.

Theorem 2.4 (Tate[7]). K上の楕円曲線Eが乗法的還元を持つとき,ある q ∈ K (v(q) > 0)

が存在して, Gal(K̄/K)-加群の同型

φ0 : E(K̄)
∼−→ K̄×/qZ (2.1)

が成り立つ. ここで K̄ はKの代数的閉包であり, qZ := {qn|n ∈ Z}である.

3Henniart-Mestreによって [3]において定義された.
4楕円曲線の「還元」とは,雑に言うと剰余体上でその曲線を見ることである. K 上の楕円曲線 E が「乗

法的還元を持つ」とは, K の剰余体 F上で見た曲線 Ẽ が特異点をもつ事を指す. 今K の剰余体を Fとする
と, E0を F上で見た曲線 Ẽ0は, a, bの定義から F上の方程式 y2 = x(x− 1)2で定義される. これは (1, 0)に
特異点を持った曲線である.
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この Tateの定理は, §1で見た実数体上における楕円曲線の性質 (1.3)の p-進類似であ
ると言える. 次で見ていくように, この定理を使って p-進算術幾何平均と楕円曲線 E0の
Hodge-Tate周期と呼ばれるものが結びつけられる.

主張を述べる前にいくつか記号の準備をする. OをE0の群演算における単位元とし,

E0[p
n](K̄) := {P ∈ E0(K̄) | pnP = O} ∼= Z/pnZ × Z/pnZ

Tp(E0) := lim←−n
E0[p

n](K̄) ∼= Zp × Zp

とおく. また Tp(E0)の基底の一つ eE0 ∈ Tp(E0)を次で定義する: 各 n ≥ 0 に対し εn ∈
{x ∈ K̄ : xpn

= 1}を次のように帰納的に定義する:

ε0 = 1, ε1 �= 1, εp
n+1 = εn.

そこで ε := (εn)n≥0 ∈ Tp(K̄
×/qZ)に対し, eE0 := φ0∗(ε)として定義する (ここで φ0∗ :

Tp(K̄/qZ) → Tp(E0)は (2.1)の写像 φ0が誘導する写像である).

Theorem 2.5 ([4]). E0, eE0 を上述の通りとし, ω := dx/y ∈ H0(E0, Ω
1
E0

)をE0の不変微分
形式とする. また

〈 , 〉 : Tp(E0) × H0(E0, Ω
1
E0

) → ˆ̄K(1) (2.2)

を Fontaineが [2]において定義したペアリングとする (ただし ˆ̄K(1)は K̄の完備化の一回
Tate捻りとする). このとき

〈eE0 , ω〉 =
�

Mp(a/b, 1)

が符号の差を除き成立する. 但し� := 〈ε, dt/t〉は乗法群スキームの周期とする.

�は,複素数 2πiの p-進類似とも見れるものである. よって (1.4)と比較すると,この定
理は実数体上の楕円曲線の複素周期の p-進類似を与えていると言える (証明方法もほとん
ど同じである). 残念ながら現在のところ p-進算術幾何平均による実周期との類似を与え
ることはできていない.

3. 2-進体上のお話

この節では 2-進体上の算術幾何平均と楕円曲線について考察する. この節を通して体K

は 2-進数体Q2の有限次拡大体, vをK上の加法付値, Kの剰余体 Fの F2上の拡大次数を
dとする. a, b ∈ Kが v((a/b) − 1) = v(8)を満たすとき, Proposition 2.3により, a, bを初期
値にもつ 2-進算術幾何平均列 {an}n≥0, {bn}≥0は収束しない. ここでこの数列の比のなす
数列 {μn}n≥0をとる. すなわち

μ0 := a/b, μn+1 :=
an+1

bn+1

=
μn + 1

2
√

μn

(3.1)

とおく. また各 n ≥ 0に対しK上の楕円曲線Enを

En : y2 = x(x − 1)(x − μ2
n)

と定義する. 主結果は次の通りである.

Theorem 3.1 ([4]). 記号は上述の通りとする. このとき各整数 0 ≤ i < d, n ≥ 0に対して,
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1. 楕円曲線EnはK上良い通常還元を持つ5.

2. 部分列 {μdn+i}n≥0はK \ {0, 1}内に収束する.

3. μ↑
i := lim

n→∞
μdn+iとおく. このとき楕円曲線E↑

i : y2 = x(x − 1)(x − μ↑
i )は, Eiの還

元 Ẽiの標準的持ち上げとなる.

Remark 3.2. 標準的持ち上げとは, 次の Serre-Tateの定理によって定義される楕円曲線で
ある.

Theorem 3.3 (Serre-Tate[5]). pを素数とし, F を Qp 上の d次不分岐拡大体とする. このと
き F の剰余体 Fpd 上定義された任意の通常楕円曲線 Ẽ に対し,次の条件を満たす F 上定
義された楕円曲線 E↑ が F -同型の差を除き唯一つ存在する:

(1) E↑ の還元と Ẽ は Fpd 上同型であり,

(2) End(Ẽ) ∼= End(E↑)が成り立つ.

E↑を Ẽの標準的持ち上げという.

Remark 3.4. 1. 有限体上の楕円曲線 Ẽの持ち上げによって得られる楕円曲線の自己準同
型環は, ほとんどの場合 End(Ẽ) よりも小さくなる. それは End(Ẽ)には整数倍写像の他
に, p-冪 Frobenius写像 : (x, y) 	→ (xpd

, ypd
)という特殊な自己準同型が含まれていて,この

写像は一般には持ち上がらない. それが Serre-Tateによれば, p-冪 Frobenius写像が持ち上
がるような Ẽの持ち上げが,同型の差を除いてただ一つ存在するのである.

2. Serre-Tateにより,標準的持ち上げはQ2上の不分岐拡大体上で定義される. 従ってTheo-

rem 3.1の μ↑
i はK の中の Q2 上不分岐拡大体 (F とおく)の元となる. 各 μ↑

i は Gal(F/Q2)

の生成元により写り合う関係にある.

3. Theorem 3.1の体K が Q2上有限次不分岐拡大のときは Gaudry, Mestre, Satoh等により
成立することが示唆されていた ([6]参照).

この節の残りで, 2-進算術幾何平均列と標準的持ち上げがどのような関係を持っている
のかを, Theorem 3.1の 1及び 2を認めた上で解説していきたい.

Lemma 3.5. 記号はすべて定理 3.1と同様とする. また Ẽnを Enの還元とする (つまり Ẽn

は F上の通常楕円曲線).

(1) 各 n ≥ 0に対し, Ẽn+1 は Ẽn の Frobenius捻り Ẽ
(2)
n (Ẽnの定義方程式の各係数を 2

乗したもの)と F上同型となる.

(2) Ẽn+1 と Ẽ
(2)
n を (1)の同型により同一視すると,次の図式は可換となる:

En(K̄)

red
��

gn ��

�

En+1(K̄)

red
��

Ẽn(F̄)
Frob.

�� Ẽ
(2)
n (F̄).

(3.2)

5K 上の楕円曲線 E が「良い還元を持つ」とは, E の還元 Ẽ が剰余体 F上で特異点を持たない事を指す
(すなわち Ẽ は F上楕円曲線となる). さらにそれが「通常」であるとは, Ẽ[p](F̄) ∼= Z/pZとなる事を意味す
る.
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但し K̄, F̄はそれぞれ K, Fの代数閉包であり, gn は (1.7)と同様にして定義される
K 上の同種写像である. また図式の縦の写像は還元写像,下の横の写像は 2乗写像
(Frob. : (x, y) 	→ (x2, y2))である.

今,各 n ≥ 0に対して Ẽnは体 F上定義されていて,さらに Fは F2上の拡大次数が dの
有限体だったので,

Ẽ(2d)
n = Ẽn

が成り立つ. これを踏まえて,各番号について図式 (3.2)を合成することで次の可換図式を
得る:

E0(K̄)

��

�� E1(K̄)

��

�� · · · �� Ed−1(K̄)

��

�� Ed(K̄)

��

�� · · ·

Ẽ0(F̄) �� Ẽ
(2)
0 (F̄) �� · · · �� Ẽ

(2d−1)
0 (F̄) �� Ẽ0(F̄) �� · · · .

図式下の写像の合成によって得られる Ẽ0上の自己準同型が 2-冪 Frobenius自己準同型に
なっている. 今,数列 {μdn+i}n≥0の収束を認めると, Lemma 3.5は μiを μ↑

i と取り換えても
成立し,従って上述の可換図式も μi を μ↑

i と取り替えても成立する. また μ↑
d = μ↑

0 である
から, E↑

d = E↑
0 を得る. 以上をまとめると,次の可換図式が得られた事になる:

E↑
0(K̄)

��

�� E↑
1(K̄)

��

�� · · · �� E↑
d−1(K̄)

��

�� E↑
0(K̄)

��

Ẽ0(F̄) �� Ẽ
(2)
0 (F̄) �� · · · �� Ẽ

(2d−1)
0 (F̄) �� Ẽ0(F̄).

従って図式の下の Ẽ0の 2-冪 Frobenius自己凖同型が, E↑
0の自己凖同型に持ち上がり, The-

orem 3.3から E↑
0 は Ẽ0の標準的持ち上げとなる.

4. 2-進体上の楕円曲線の j-不変量が成す力学系

最後に 2-進体上定義された楕円曲線の同型類の, 2-進算術幾何平均列を通してみた挙動
について解説する. この節で得られるある種の力学系は, Theorem 3.1がQ2上の任意の有
限次拡大体において成立する事から分かる現象である.

考察に入る前に,まず楕円曲線の同型類を定める j-不変量を定義する. kを標数 0の代数
閉体とする. k上の任意の楕円曲線Eに対し,ある λ ∈ k \ {0, 1}が存在して, Eは楕円曲線

Eλ : y2 = x(x − 1)(x − λ)

と k上同型になることが知られている. 今, 与えられた楕円曲線 E に対し E ∼= Eλなる
λ ∈ kをとり,

j(E) := 28 (λ2 − λ + 1)3

λ2(λ − 1)2
∈ k

とおく. このとき jは次の全単射な対応を与える:

j : {k上の楕円曲線 }/同型→ k.

Definition 4.1. 楕円曲線Eに対し, j(E)をEの j-不変量と言う.
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K を Q2 の有限次拡大体, v を K 上の加法付値, E を K 上の楕円曲線とする. また,

μ ∈ K が v(μ − 1) ≥ v(8)を満たすとき,数列 {μn}n≥0を (3.1)のように定義する ((3.1)で
a = μ, b = 1として定義される列). K上の楕円曲線は次の 3つの分類に帰着される.

Case 1. E が K 上で乗法的還元を持つとき, v(μ − 1) > v(8)を満たす μ ∈ K が存在して
E ∼= Eμ2 となる. そこでこの μに対して数列 {μn}n≥0 をとる. このとき 2-進算術
幾何平均列が同一極限に収束するため,数列 {μn}n≥0 は 1に収束する. 従って Eμ2

n

の j-不変量 j(Eμ2
n
)の付値は−∞に発散する.

Case 2. E がK 上で良い通常還元を持つとする. このとき v(μ− 1) = v(8)を満たす μ ∈ K

が存在して, E ∼= Eμ2 となる. この μに対し数列 {μn}n≥0をとると, Theorem 3.1に
より数列 {μn}n≥0 は周期的に収束することがわかる. 更に j(Eμ2

n
)は標準的持ち上

げの j-不変量に周期的に収束する.

Case 3. EがK 上で超特異還元を持つとする (つまりEがK上良い還元を持ち,さらに還元
Ẽがp-等分点を持たない). このとき 0 < v(μ−1) < v(8)または v(μ) = v(μ−1) = 0

をみたす μ ∈ K が存在して, E ∼= Eμ2 となる. この場合 μの平方根の標準的な選び
方が存在しないため, 2-進算術幾何平均列を関連付けることは出来ない. 各段階で
平方根の選び方を固定することで数列 {μn}n≥0を (3.1)のように強引に定義すると,

列 {μn}n≥0および {j(Eμ2
n
)}n≥0 は収束しないが, {v(j(Eμ2

n
))}n≥0 は 0に収束する.

:Canonical Supersingular

Multiplicative

Ordinary

Lift

�

�
�� ���

�

右図は,楕円曲線の同型類を j-不変量を介して
P1(K̄) の点と見做した時の上述の様子を視覚化
したものである (赤い矢印が算術幾何平均による
j-不変量の挙動を表している). ここで無限遠点∞
は特異曲線と対応しているとしていて, ordinary

の中の各小円は,同じ還元を持つ楕円曲線の同型
類の集合を表している (図は d = 1, 2, 3の部分を
表している). 図からも分かるように, 2-進体上の
楕円曲線の j-不変量は, 2-進算術幾何平均によっ
てある種の力学系を定めていて, 無限遠点, 及び
標準的持ち上げの j-不変量は周期的吸引点のよ
うに振る舞っている.
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Rigorous numerics for semilinear parabolic PDEs via the

Conley-Rybakowski index

Kaname Matsue ∗

Abstract

We show an idea to prove the existence of steady-state solutions for differential equa-
tions defined on bounded domains with several boundary conditions by using the Conley-
Rybakowski index. As an application, we prove the existence of some type of solutions for
parabolic PDEs with rigorous numerics.

1 From differential equations to dynamics

In this section, we review the basic approach to generate the dynamics.

Definition 1.1. A local dynamical system (or local semidynamical system) on a complete topolog-
ical space X is a map π such that

• π : D → X is a continuous mapping, D being an open subset of R+ ×X. (We write xπt for
π(t, x).)

• For every x ∈ X there is an ωx, 0 < ωx ≤ ∞, such that (t, x) ∈ D if and only if 0 ≤ t < ωx.

• xπ0 = x for x ∈ X.

• If (t, x) ∈ D and (s, xπt) ∈ D, then (t+ s, x) ∈ D and xπ(t+ s) = (xπt)πs.

Remark 1.2. If ωx =∞ for all x ∈ X, then π is called a (global) semiflow on X.

Here we consider the following differential equation:{
du
dt = −Au+ f(t, u)

u(t0) = u0
, (1)

where A is a linear operator (possibly depending on a differential operator ∂/∂x, and so on) on
a Banach space X and f is a function defined on an open subset U in a suitable Banach space.
Such a problem with a condition u(t0) = u0 is called an initial value problem of the evolutionary
equation. ODEs or PDEs are considered as kinds of evolutionary equations. When we consider the
above problem, the first step is to consider the following property:

• The existence of solutions (locally on time variable t).

• The uniqueness of solutions (depending on the initial value u0)

• The continuously dependence of solutions on initial value and variables (t, . . . ).

• The regularity (= smoothness) of solutions.

∗Department of Mathematics, Kyoto University, Kyoto 606-8502, Japan (k-matsue@math.kyoto-u.ac.jp).
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If all the above properties are satisfied, we say the initial value problem (1) is locally well-posed.
If the initial value problem is locally well-posed, we can define the local semiflow on a suitable
Banach space. In fact, we define a map T : R≥0 → Y (as long as this can be defined) as

T (t)u0 := u(t).

Then T (t) defines a local semiflow by the locally well-posedness. In that case, we say that the
evolutionary equation (1) generates a local semiflow.

There are several cases that the initial value problem may be solved backward in time. In that
case, we call such a semiflow a flow or a dynamical system. In other words, a flow on a complete
metric space X is the group action of the Lie group R with addition “ + ” to X.

An approach to understand the dynamical system is to study sets of solutions which exist
globally in R and are bounded. Such sets are called invariant sets. In this paper, we show an idea
to study global solutions of PDEs as an invariant set of dynamics by topological tools and rigorous
numerics.

Throughout this paper, we consider the dynamics generated by the following equation:{
ut = −Au+ f(u), (t, x) ∈ [0, T )× I,
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T )× ∂I,

(2)

where Au := −uxx, D(A) = H2(I) ∩ H1
0 (I), I ⊂ R is a compact interval. Our method can

be extended when A is strongly elliptic, more general, “sectorial” (see [5]) and A has compact
resolvent.

2 Decomposition of dynamics

Here we restrict the above problem adding the following assumptions.

Assumption 2.1. [4]

f ∈ C2(R,R), lim|u|→∞f(u)/u ≤ 0, f(0) = 0. (3)

Such an assumption corresponds to the dissipativeness of the system. Moreover, solutions of steady-
state problem corresponding to (2) have the appropriate regularity. Namely, the property f ∈ Hm(I)
implies that u ∈ H2+m(I) for some integer m.

These assumptions are essential to our verification. The first step of our verification is to divide
the above problem into finite dimensional and infinite dimensional ones, that is,{

d
dt (Phu) = Ph(uxx + f(u))
d
dt ((Iα − Ph)u) = (Iα − Ph)(uxx + f(u))

(4)

where Ph is the orthogonal projection onto a finite dimensional subspace Xh of an appropriate
subspace Xα (= D(Aα), the fractional power space of X, 0 ≤ α < 1) of X = L2(I) and Iα is the
identity on Xα. We have to choose the above space X and the projection Ph so that the above
decomposition is valid not only for theorical aspect of dynamical systems but also numerical aspect
of solving differential equations. Here we would like to choose X = H1

0 (I) in order to apply finite
element method.

Definition 2.2. We say a (semi)dynamics π on X is gradient-like if there exists a continuous
function V : X → R such that dV

dt (xπt) |t=0< 0 for x ∈ X unless x is an equilibrium, that is,
xπt = x for all t ∈ R.

Theorem 2.3. [3][4][5] (2) generates a gradient-like global semiflow (we define later) on H1
0 (I) =

X1/2. Moreover, f(u) ∈ H1
0 (I) and uxx ∈ L2(0, T,H1

0 (I)).

Remark 2.4. The above theorem implies that, if Ph is the orthogonal projection onto the finite-
element subspace Xh of H1

0 (I), the decomposition (4) “in H1
0 (I)” is valid.
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3 The main idea

We have decomposed the original system into the finite dimensional (main) term and the infinite
dimensional (tail) term in H1

0 (I):{
d
dt (Phu) = Ph(uxx + f(u))
d
dt ((Iα − Ph)u) = (Iα − Ph)(uxx + f(u))

. (5)

Here we explain our strategy briefly.

1. In general, we can calculate finitely many times on the computer. Therefore we would like to
make a mathematical assumption to the tail term which we can compute directly in order to
obtain results for original systems from those for the finite dimensional approximation. Of
course, such an assumption depends on mathematical tools we use. Here we use the Conley-
type index defined in the next section. In general, many types of fixed point theorems are
suitable for rigorous numerics.

2. We study the main (approximated) term directly to obtain what we desire.

3. We combine appropriate results in the main term and the tail term. The result we have
obtained is the rigorous result in our original problem.

4. Throughout our computations, we use rigorous numerics to obtain mathematically rigorous
results.

4 The Conley-Rybakowski index ([8])

In this section, we review a topological concept we shall use, the Conley index. This is the
algebraic-topological invariant which is defined for invariant sets with special property, called
isolated invariant sets. Let π be a local semiflow on a topological space X.

Let J ⊂ R be an interval and σ : J → X be a mapping. σ is called a solution (of π) if for all
t ∈ J , s ∈ R+ for which t+ s ∈ J, it follows that σ(t)πs is defined and σ(t)πs = σ(t+ s). If 0 ∈ J
and σ(0) = x then we may say σ is a solution through x. If J = R, then σ is called a global (or
full) solution.

Definition 4.1. Let Y be a subset of X. We define the invariant part of Y as

Inv(Y ) := {x ∈ X | ∃a solution σ : (−∞, ωx]→ X through x with σ(−∞, ωx] ⊂ Y }.

This set is the maximal invariant set contained in Y .

Definition 4.2. If K is a closed invariant set and there is a neighborhood U of K such that K is
the largest invariant set in U , then K is called an isolated invariant set. On the other hand, if N
is a closed subset of X and N is a neighborhood of K = Inv(N), i.e., if the largest invariant set in
N is actually contained in the interior of N , then N is called an isolating neighborhood of K.

To define the Conley-type index, we define an isolating neighborhood with the property that
the flow is transversal to boundaries.

Definition 4.3. Let N be an isolating neighborhood.

• x ∈ ∂N is called an exit point (x ∈ N+) if there are εx > 0 and a solution σ through x such
that xπt 6∈ N and σ(−t) 6∈ ∂N for t ∈ (0, εx).

• x ∈ ∂N is called an entrance point (x ∈ N i) if there are εx > 0 and a solution σ through x
such that σ(−t) 6∈ N and xπt ∈ int(N) for t ∈ (0, εx).

• N is called an isolating block if ∂N = N+ ∪N i holds and if N+ is closed in ∂N .
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Remark 4.4. If N is an isolating block for K, then the pair (N,N+) is regarded as the special
case of index pairs in N . We will not show the general definition of index pairs. For more details,
see [8].

The Conley index was originally introduced by Conley ([2]) to study the dynamics of ODEs.
In case of ODEs, the index is defined for a compact isolated invariant set S such that all solutions
in S exist globally. Rybakowski extended Conley’s original theory ([8]) in order to be applied to
many problems for infinite dimensional dynamics. He has succeeded to extend the index theory for
isolated invariant sets which has the same property as finite dimensional cases, that is, for compact
ones such that all solutions in them exist globally. We shall say such a property strongly admissible
(This property is defined for arbitrary closed sets).

Definition 4.5. Let K be an isolated π-invariant set with strongly π-admissible isolating neigh-
borhood N . Then the Conley-Rybakowski (CR) index is defined by

CH∗(K,π) := H∗(N1/N2, [N2]),

where (N1, N2) is an index pair of K in N .

Theorem 4.6. Let K be an isolated π-invariant set. If K = ∅, then CH∗(K,π) = 0. As a
consequence, if CH∗(K,π) 6= 0̄, then K 6= ∅. In particular, if π is gradient-like and CH∗(K,π) 6= 0,
then K contains a fixed point.

Theorem 4.7. Let S1 and S2 be mutually disjoint isolated invariant sets for a semiflow π. Then

CH∗(S1 ∪ S2, π) = CH∗(S1, π)⊕ CH∗(S2, π).

5 The verification method

The idea is based on the “lifting” of the problem in finite dimensions to that in infinite dimensions
originally by [7] and [9].

Let X = L2(I) and π be the local semiflow generated by (2), Xh be a finite dimensional
subspace of X1/2 = H1

0 (I), Ph : X1/2 → X1/2 be the projection onto Xh, N = N1 × N2 be a
bounded closed set in X1/2 such that N1 ⊂ Xh = PhX

1/2 and that N2 ⊂ (I1/2 − Ph)X1/2. In
applications, we can choose Xh as a finite element subspace. Also let π1,u2

be the local semiflow
generated by the following equation:

u̇1 = PhF (u) = PhF (u1, u2), ui ∈ Ni.

In this case, we realize u2 as a parameter variable. To be simplified we restrict the figure of N2 as
follows:

N2 = {q ∈ (I1/2 − Ph)X1/2 | ‖q‖H1
0
≤M}

for some M > 0.

Theorem 5.1. We assume

d

dt
‖(I1/2 − Ph)u‖H1

0
< 0 for u ∈ N such that ‖(I1/2 − Ph)u‖H1

0
= M. (6)

(a) If I ⊂ N1 is an isolating neighborhood for π1,u2
for all u2 ∈ N2, then so is I ×N2 ⊂ N for π.

(b) If (I1, I2) is an index pair (in N1) for π1,u2
for all u2 ∈ N2, then so is (Î1, Î2) := (I1×N2, I2×

N2) (in N) for π.

(c) The CR-index of Inv(N) for π coincides that of Inv(N1) for π1,u2
for all u2 ∈ N2.

The above theorem enables us to compute infinite dimensional objects from those of finite-
dimensional projections automatically.
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Theorem 5.2. If there exists an isolating block B1 ⊂ N1 for π1,u2 , u2 ∈ N2, such that{
CH∗(Inv(B), π1,u2

) 6= 0

condition (6)
(7)

holds for all u2 ∈ N2, then there exists a global solution of (2) in N . Especially, there exists a
steady-state solution of (2) in N (because our semiflow is gradient-like).

Remark 5.3. In our problem, we can write the entrance condition (6) explicitly. Namely, (6)
holds if the following inequality holds:

Ch sup
u∈N
‖(I1/2 − Ph)f(u)‖L2 < M,

where C > 0 is the constant which depends on the finite dimensional subspace Xh and h > 0 is the
grid size.

Now we represent a basic idea to construct an isolating block B1. The main idea is to transform
the original system to a perturbed diagonalized system around the approximation uh. A solution
u of the boundary value problem {

ut − uxx = f(u)

u = 0 on ∂I

also satisfies the following:

(ut, ϕ) = −(ux, ϕx) + (f(u), ϕ), ∀ϕ ∈ H1
0 (I).

Here we consider the finite dimensional projection of this problem:

(ut, ϕh) = −(ux, (ϕh)x) + (f(u), ϕh), ∀ϕh ∈ Xh.

If we set w := u− uh, w must satisfy

(wt, ϕh) = −(wx, (ϕh)x) + (f(u)− f(uh), ϕh), ∀ϕh ∈ Xh.

We rewrite the right hand side to the product of a matrix and a vector:

((Phw)t, ϕh) = −((Phw)x, (ϕh)x) + (Ph(f(u)− f(uh)), ϕh)

= −(
n∑
i=1

wiϕ
′
i, ϕ
′
h) + (Ph(Df(uh)w + e(w)), ϕh)

=: GWh + (ε1(w), . . . , εn(w))T ,

where w =
∑n
i=1 wiϕi + (I − Ph)w, n = dimXh, wi ∈ R, Xh = span{ϕ1, . . . , ϕn},

G = [Gij ]i,j := [−(ϕ′i, ϕ
′
j) + (Ph(

∑n
k=1Df(uh)ikϕk), ϕj)]i,j ,

Wh := (w1, . . . , wn)T and (ε1(w), . . . , εn(w)) := ((Phe(w), ϕ1), . . . , (Phe(w), ϕn)).

Next we rewrite the left hand side in the same way as the right hand side:

((wh)t, ϕh) = (

n∑
i=1

ẇiϕi, ϕh)

=

(
n∑
i=1

(ϕi, ϕ1)ẇi,
n∑
i=1

(ϕi, ϕ2)ẇi, . . . ,
n∑
i=1

(ϕi, ϕn)ẇi

)T

=


ϕ1,1 ϕ2,2 . . . ϕn,1
ϕ1,2 ϕ2,2 . . . ϕn,2

. . . . . . . . .
ϕ1,n ϕ2,n . . . ϕn,n



ẇ1

ẇ2

. . .
ẇn


=: ΦẆh,

－256－



where (·)T is the transpose of a vector or matrix and ϕi,j = (ϕi, ϕj). Therefore we obtain the finite
dimensional linear system

ΦẆh = GW + (ε1, . . . , εn)T .

If Φ is nonsingular, we obtain Ẇh = Φ−1
(
GWh + (ε1(w), . . . , εn(w))T

)
. Diagonalizing Φ−1G

by a matrix Q, we obtain the following perturbed diagonalized system:

Ẏh = ΛYh +Q−1Φ−1(ε1(w), . . . , εn(w))T ,

ẏi = λiyi + ε̃i(ỹ), i = 1, . . . , n,

where Λ = diag(λ1, . . . , λn) and ε̃i(ỹ) is the i-th entry in an interval vectorQ−1Φ−1(ε1(w), . . . , εn(w))T .
We remark that we can write the above system in the similar way if Λ has complex eigenvalues.

Suppose that the error term ε̃i(ỹ) has a bound [δ−i , δ
+
i ]. Then ẏi must satisfy the following

relation:

λi

(
yi +

δ−i
λi

)
< ẏi < λi

(
yi +

δ+i
λi

)
.

Here we set the candidate of our isolating block B̃1 is as B̃1 :=
∏dimXh

i=1 W̃i,W̃
(k)
i :=

[
− δ

+
i

λi
,− δ

−
i

λi

]
, if λi > 0,

W̃
(k)
i :=

[
− δ

−
i

λi
,− δ

+
i

λi

]
, if λi < 0.

(8)

B̃1 is the candidate of our isolating block around 0 corresponding uh. Finally, we set B1 :=
QB̃1 +{uh} and if B1 ⊂ N1 holds, then B1 is what we have desired. To compute the Conley index,
what we have to do is just to count the number of λi with positive real parts.

6 Globally time-dependent solutions

Finally we show an idea to prove the existence of globally time-dependent solutions. Let π be a
semiflow on a Banach space X. Suppose that we have already known the following result:

• There exists mutually disjoint isolated invariant sets S±0 and S1 such that

CHn(S+
0 ) ∼= CHn(S−0 ) ∼=

{
Z n = 0

0 n 6= 0
, CHn(S1) ∼=

{
Z n = 1

0 n 6= 1
.

These information are essential for our approach.
Next, we also assume that we have obtained an isolating neighborhood N which contains S±0

and S1, such that

CHn(Inv(N)) ∼=

{
Z n = 0

0 n 6= 0
.

Then we know the following result.

Theorem 6.1. Under the above assumptions, we have a Morse decomposition {S+
0 , S

−
0 , R} of

Inv(N) (i.e. the decomposition such that the semiflow in Inv(N) is gradient-like off the union
S+
0 ∪ S

−
0 ∪R). R contains S1 and its index is

CHn(R) ∼=

{
Z n = 1

0 n 6= 1
.

As a consequence, there exist connecting orbits from R to S+
0 and S−0 . If π is a semiflow generated

by a PDE, such orbits correspond to globally time-dependent solutions of the PDE.

The proof of this theorem is based on the homotopy and homology theory and the sum formula
of the Conley-Rybakowski index. In particular, we do not use rigorous numerical result in the
proof. We use rigorous numerics here to check all our assumptions.
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A Interval Arithmetic

Here we show an idea of rigorous numerics, interval arithmetic. Let [a, b] and [c, d] are intervals in
R. Then the basic interval arithmetic ◦ is defined as follows:

Definition A.1.
[a, b] ◦ [c, d] := {x ◦ y | x ∈ [a, b], y ∈ [c, d]},

where ◦ ∈ {+,−,×, /}.

In practice, we use the following formula and hence we need finite many times of calculations.

Proposition A.2. The following equations hold.

• [a, b] + [c, d] = [a+ c, b+ d].

• [a, b]− [c, d] = [a− d, b− c].

• [a, b] ∗ [c, d] = [A,B], where A = min{ac, ad, bc, bd}, B = max{ac, ad, bc, bd}.

• [a, b]/[c, d] = [a, b] ∗ [ 1d ,
1
c ], 0 6∈ [c, d].

We remark that the above relations hold just in the mathematical sense. When we calculate
on the computer, we have to deal with the floating numbers F. For example, we assume that
we want to calculate the value of π. We cannot calculate the exact value of π on the computer
because π is irrational and all computers have finite many memories. Therefore, if we calculate the
value of π = 3.14159265358979323846 . . . , computers should return the value 3.141592653589793
or 3.1415926535897934 (in double precision).

Such a fact induces the rounding error.

Definition A.3. Let a ∈ R be an arbitrary real number. We define the floating number ∆a as

∆a := min{b | b ∈ F, b ≥ a}.

Such a number is called the round upward of a. Similarly, we define the floating number ∇a as

∇a := max{b | b ∈ F, b ≤ a}.

Such a number is called the rounding downward of a. An error between a and ∆a or ∇a is called
the rounding error of a in general.

Remark A.4. There are another type of roundings, but we will not show here. Moreover, such
roundings depend on the standard of floating numbers.

In many applications, we usually use the interval arithmetic for [∇a,∆b], the rounding of an
interval [a, b] ⊂ R, instead of [a, b] on the computer.

Next, we show an example of another type of errors, the truncation error. We assume that we
want to calculate the exact value of the following sum:

S =
∞∑
n=1

an, an ∈ R.

We cannot compute the exact value of the above sum on the computer unless we know a mathe-
matical formula and use it to compute the sum. In general, we just compute the approximation of
the sum, for example,

SM :=
M∑
n=1

an, an ∈ R, M ∈ N.
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Therefore there is an error err(M) =
∑∞
n=M+1 an between S and SM . Such an error is called

the truncation error. However, we can easily estimated such an error by mathematical theory and
interval arithmetics. For example, we make an additional assumption:

an ∈ [− 1

n2
,

1

n2
] for n > M.

Then we can obtain the bound of err(M) by the following integration:∑
n>M

1

n2
≤
∫ ∞
M

1

x2
dx =

1

M
.

and hence

err(M) ⊂ [− 1

M
,

1

M
].

Finally we obtain the following bound of S.

S =
∑
n∈N

an = SM + err(M) ⊂
M∑
n=1

an +
1

M
· [−1, 1].

We have obtained an idea of rigorous numerics. When we study problems on computers rigor-
ously, we use the idea of self-validation, namely, the interval arithmetic taking the above roundings
and bounds of truncation errors into account.

We end this section introducing the library for interval arithmetic which the author have used.

• CAPD. This is a C++ library for studying the dynamical systems (made mainly by P.Pilarczyk,
T.Kapela, D.Wilczak, P.Zgliczyński and other researchers in Jagiellonian University, Poland),
like Poincaré maps, computation of time-t maps for ODEs, h-sets and so on. The author
uses this library whole his computations. See [1] for details.

References

[1] CAPD - Computer Assisted Proofs in Dynamics group, a C++ package for rigorous numerics,
http://capd.wsb-nlu.edu.pl/.

[2] C.Conley, Isolated Invariant Sets and the Morse Index, CBMS Reg. Con. Ser. Math., Vol.38,
Amer. Math. Soc. Providence, RI, 1978.

[3] A.Friedman, Partial Differential Equations of Parabolic Type, Prent. Hall, 1964.

[4] J.K.Hale, Asymptotic behavior of dissipative systems, Mathematical Surveys and Monographs,
25. AMS, Providence, 1988.

[5] D.Henry, Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations, Springer-Verlag, 1981.

[6] K.Matsue, Rigorous numerics for semilinear parabolic PDEs via the Conley-Rybakowski index
-1-dimensional case-, in preparetion.

[7] M.T.Nakao and N.Yamamoto, Self-Varidated Computations, Nihon Hyo-ron Sha, 1994 (in
Japanese).

[8] K.P.Rybakowski, The Homotopy Index and Partial Differential Equations, Springer-Verlag,
1987.

[9] P.Zgliczyński and K.Mischaikow, Rigorous numerics for partial differential equations: The
Kuramoto-Sivashinsky Equation, Found. Comput. Math. 1(2001), 255–288.

－259－



巴系イデアルの第 1ヒルベルト係数の挙動と基礎環の構造について

大関　一秀 (明治大学先端数理科学インスティテュート)

1. はじめに

可換環論は，与えられた代数方程式を具体的に解くという問題から発生した学問体系
であって，現代では組み合せ論や代数幾何学，特異点論，数論などと密接に関連した，
非常に大きな複合分野となっている．代数多様体上の各点の局所環の環構造は，対応す
る特異点の幾何学的な性質を如実に反映し，局所環 (A,m)の構造は，そこに含まれる
m-準素イデアルに関するヒルベルト函数の可能性や挙動，重複度解析，随伴次数環や
Rees代数の環構造により分類され，推測される．本報告の目的は，ヒルベルト函数の
挙動を指標に，与えられた局所環内にどのようなm-準素イデアルがいかに多様に含ま
れているかを解析しながら，局所環すなわち特異点の可換環論を展開するものである．
以下，Aを（可換な）Noether局所環とし，その極大イデアルをmと表し次元を d =

dimA > 0とする. 環A内のm-準素イデアル Iに対して，整数 {ei
I(A)}0≤i≤dたちが存在

し，十分大きい整数 n � 0に対して，イデアル Iのヒルベルト函数 �A(A/In+1)が

�A(A/In+1) = e0
I(A)

(
n + d

d

)
− e1

I(A)

(
n + d − 1

d − 1

)
+ · · · + (−1)ded

I(A)

という形の多項式で表わされることがよく知られている．但し，�A(∗)はA-加群として
の長さを表す. これを，イデアル Iのヒルベルト多項式と呼び，各係数 ei

I(A)たちをイ
デアル Iの第 iヒルベルト係数と呼ぶ. 特に，先頭項の係数 e0

I(A) (> 0)はイデアル Iの
重複度と呼ばれる. このヒルベルト函数の挙動には，イデアル Iの構造のみならず基礎
環Aの構造もかなり忠実に反映されていると考えられる．
次数付代数のヒルベルト函数の研究はD. Hilbertの不変式論の研究にまで遡るが，局

所環のヒルベルト函数の研究も P. Samuelや A. Grothendieckによって 1950年代まで
には基礎理論が整備され，その後，D. Northcott, S. Abhyankar, E. Matlis, J. Sallyた
ちにより，blow-up代数の環構造研究との関わりの中で深い研究が行われた．
本報告の目的は，Noether局所環内の巴系イデアルを取り出し，そのヒルベルト函数

の挙動から基礎環の構造を分類することにある.

本報告の内容は，L. Ghezzi, S. Goto, J. Hong, T. T. Phuong, W. V. Vasconcelos との共同研究
[GhGHOPV]及び，後藤四郎教授との共同研究 [GO]に基づいて構成されたものである.
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ここで，本報告の構成について述べたい. 第 2節では，環構造を分類する上で重要と
なる幾つかの環の定義とその性質について述べる. 特に，巴系イデアルの重複度による
特徴付けの視点から, これまでに知られている結果を紹介する. 第 3節では，巴系イデ
アルの第 1ヒルベルト係数の消滅性と基礎環のCohen-Macaulay性について述べる. ま
た，e1

Q(A) = 0を満たす巴系イデアルQを持つ環の特徴付けについても紹介する. 第 4

節は，巴系イデアルの第 1ヒルベルト係数の値が一定であるようなNoether局所環の環
構造を解析する.

2. 巴系イデアルのヒルベルト係数について

本節では，環構造を分類する上で必要となる幾つかの環の定義について，巴系イデア
ルQの重複度 e0

Q(A)の特徴付けによる視点から紹介する.

まず，一般Noether局所環A内の巴系イデアルQに対して，不等式

�A(A/Q) ≥ e0
Q(A)

がいつも成り立つことを述べておきたい.

本報告で重要となる，Cohen-Macaulay環，Buchsbaum環，そしてFLCを持つ環は，
巴系イデアルの重複度 e0

Q(A)を用いて次のように定義することができる.

定義 2.1. d > 0とする.

(1) 環 A内のある巴系イデアルQについて，等式 �A(A/Q) = e0
Q(A)が成り立つと

き，AをCohen-Macaulay環であると定義する.

(2) 環A内の全ての巴系イデアルQについて，�A(A/Q)− e0
Q(A)の値が一定であり，

巴系イデアルの取り方に依らないとき，AをBuchsbaum環であると定義する.

(3) supL{�A(A/Q)− e0
Q(A)}が有限であるとき，AはFLCを持つ環であると定義す

る. 但し，集合 L = {Q | QはA内の巴系イデアル }とする.

これら 3つの局所環の関係について述べると，Cohen-Macaulay環の一般化がBuchs-

baum環であり，さらにBuchsbaum環の一般化が FLCを持つ環となっている.

これらは，環Aの極大イデアルmによる局所コホモロジー加群Hi
m(A) (i ∈ Z)を用

いて特徴付けることができる. Cohen-Macaulay環の場合は次の通りである.

命題 2.2. d > 0とする. 次の 3条件は互いに同値である.

(1) AはCohen-Macaulay環である.

(2) 環A内の全ての巴系イデアルQについて，等式 �A(A/Q) = e0
Q(A)が成り立つ.

(3) 任意の整数 i �= dに対して，Hi
m(A) = (0)である.
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この命題 2.2の (2)から，Cohen-Macaulay環A内の全ての巴系イデアルQに対して等
式 �A(A/Q)−e0

Q(A) = 0が成り立つ. このことからも，Buchsbaum環はCohen-Macaulay

環の一般化であることが分かる.

Buchsbaum環については次の通りに特徴付けられる.

命題 2.3. d > 0とする. 次の 2条件は互いに同値である.

(1) AはBuchsbaum環である.

(2) 任意の整数 i �= dに対して，m·Hi
m(A) = (0)である.

従って，このとき，局所コホモロジー加群Hi
m(A) (i �= d)たちは剰余体A/m上の有限

次元ベクトル空間をなす.

最後に，FLCを持つ環は次の通りである.

命題 2.4. d > 0とする. 次の 2条件は互いに同値である.

(1) Aは FLCを持つ環である.

(2) 任意の整数 i �= dに対して，�A(Hi
m(A)) < ∞である.

このとき, 等式

supL{�A(A/Q) − e0
Q(A)} =

d−1∑

i=0

(
d − 1

i

)
�A(Hi

m(A))

が成り立つ. 但し，集合 L = {Q | QはA内の巴系イデアル }とする.

ここで述べられている FLCとは，finitely local cohomology modulesの略である. 命
題 2.4の (2)が示す通り，FLCを持つ環とはまさに局所コホモロジー加群Hi

m(A) (i �= d)

たちが有限生成であるような環のことである.

さらに, 環Aが FLCを持つ場合に，A内の巴系イデアルQが等式

�A(A/Q) − e0
Q(A) =

d−1∑

i=0

(
d − 1

i

)
�A(Hi

m(A))

を満たすとき，Qは標準的な巴系イデアルであるという ([STC]). 環 Aが FLCを持つ
ならば，十分大きい整数 lに対して，極大イデアルの冪mlに含まれる巴系イデアルは
全て標準的であることが知られている (cf. [Sch, STC]). そして，Buchsbaum環とは,

FLCを持っていてかつ，任意の巴系イデアルが標準的であるような環であると言える.

以上のような，巴系イデアルQの重複度 e0
Q(A)を用いた各種の局所環の特徴付けは非

常に良く知られている.

これに対して，本報告では，巴系イデアルQの第 1ヒルベルト係数 e1
Q(A)の挙動に

注目し，基礎環Aの環構造の分類を行う.
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3. 第 1ヒルベルト係数 e1
Q(A)の消滅性と基礎環のCohen-Macaulay性について

本節では巴系イデアル Qの第 1ヒルベルト係数 e1
Q(A)の消滅性と基礎環の Cohen-

Macaulay性に関する次のVasconcelosの予想への解答を与えることを目標とする. この
予想については，[GhHV, MV]に於いても部分的な解答が与えられていることを述べて
おきたい. 但し，環Aが unmixedであるとは，環Aのm-進完備化 Âについて，任意の
P ∈ AssÂに対して，等式 dimÂ/P = dが成り立つことである.

予想 3.1 ([GhHV, V]). 環Aを unmixedとする. このとき，A内のある巴系イデアルQ

に対して，e1
Q(A) = 0ならば，AはCohen-Macaulay環である.

もしAがCohen-Macaulay環ならば，A内の全ての巴系イデアルQについて，任意
の整数 1 ≤ i ≤ dに対して，ei

Q(A) = 0が成り立つことが，Cohen-Macaulay環の基本
構造から従う. そしてこのVasconcelosの予想は，その逆問題に対応するものである.

本報告の主結果の一つは次の通りである.

定理 3.2. 環Aを unmixedとし，d > 0とする. このとき，次の 4条件は互いに同値で
ある.

(1) AはCohen-Macaulay環である.

(2) 環A内の全てのm-準素イデアル Iに対して，e1
I(A) ≥ 0である.

(3) 環A内のある巴系イデアルQに対して，e1
Q(A) ≥ 0である.

(4) 環A内のある巴系イデアルQに対して，e1
Q(A) = 0である.

この定理 3.2により，予想 3.1への完全な解答が与えられている. 証明の概要を述べ
ると，(1) ⇒ (4)は，先ほど述べた，Cohen-Macaulay環の基本構造から，任意の巴系イ
デアルQに対して，e1

Q(A) = 0が成り立つことに従う. (1) ⇒ (2)は成田の定理 ([Na])

から従う. (2) ⇒ (3)及び，(4) ⇒ (3)は自明である. 従って，(3) ⇒ (1)がこの定理の本
質的な部分である.

この定理 3.2から次の系が直ちに導かれる.

系 3.3 ([MV]). 環A内の任意の巴系イデアルQに対して，e1
Q(A) ≤ 0が成り立つ.

定理 3.2を考察するに，e1
Q(A) = 0を満たす巴系イデアルQを含む局所環は特殊なも

のであることが期待できる. そして，本節ではそのような環構造の特徴付けも行いたい.

その為に，Vasconcelos環という概念を次のように定義する.

定義 3.4. Aを Noether局所環とする. このとき，d = 0であるか，または，d > 0で
あって，ある巴系イデアルQが存在して e1

Q(A) = 0を満たすとき，AをVasconcelos環
であると定義する.
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このVasconcelos環は次のように特徴付けることができる.

定理 3.5. d > 0とする. このとき，次の 4条件は互いに同値である.

(1) AはVasconcelos環である.

(2) 環A内の全ての巴系イデアルQに対して，e1
Q(A) = 0である.

(3) Â/UはCohen-Macaulay環であって，dim
̂AU ≤ d− 2である. 但し，U = U

̂A(0)

は環Aのm-進完備化 Â内の (0)の非混合部分を表す.

(4) 環Aのm-進完備化 Âについて，あるイデアル I �= Âが存在して，Â/IがCohen-

Macaulay環であって，dim
̂AI ≤ d − 2を満たす.

このとき，Âも Vasconcelos環をなし，Hd−1
m (A) = (0)であって，Âの正準加群K

̂Aは
Cohen-Macaulay Â-加群である.

この定理 3.5の (3)は，巴系イデアルの取り方に依らない条件である. それにより，
(1) ⇒ (2), 即ち，ある巴系イデアルQについて等式 e1

Q(A) = 0が一度成り立てば，全
ての巴系イデアルQについて等式 e1

Q(A) = 0が成り立つということが導かれる. これ
こそが，この定理 3.5の最も特徴的な部分である.

本節の残りの部分にて，この特徴付けの応用を幾つか紹介したい. 次の系では，環A

が unmixedを仮定していない.

系 3.6. d > 0とする. Qを環 A内の巴系イデアルとする. このとき，任意の整数
1 ≤ i ≤ dについて，ei

Q(A) = 0ならば，AはCohen-Macaulay環である.

以下，巴系イデアルQに対して，

R = R(Q) = A[Qt], G = G(Q) = R/QR ∼=
⊕

n≥0

Qn/Qn+1,

と定め，それぞれを，イデアルQのRees代数，随伴次数環と呼ぶ. 但し，tは環A上
の不定元とする. また，M = mR + R+をRees代数Rの次数付き極大イデアルとする.

これらの条件の下で，次の結果が得られた.

系 3.7. d > 0とする. このとき，次が正しい.

(1) RMがVasconcelos環であるということと，AがVasconcelos環であるというこ
とが同値条件である.

(2) 環AがCohen-Macaulay環の準同型像であるとする. このとき，AがVasconcelos

環であれば，GMもVasconcelos環である.

本節にて紹介したもの以外にも，[GhGHOPV]にて多くのVasconcelos環の特徴付け
がなされている. このことからも，Vasconcelos環は非常に興味深い研究対象であると
言える.
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4. 第 1ヒルベルト係数の定常性と基礎環のBuchsbaum性について

第 3節では，巴系イデアルの第 1ヒルベルト係数の消滅性と基礎環のCohen-Macaulay

性に関する結果を紹介してきた．これに対して，本節では，巴系イデアルQの第 1ヒ
ルベルト係数 e1

Q(A)の定常性と基礎環AのBuchsbaum性について述べたい.

以下，集合

Λ = Λ(A) = {e1
Q(A) | Qは環A内の巴系イデアル }

を定める.

ここで，次の 2つの問いが考えられる.

問題 4.1. AをNoether局所環とし，d ≥ 2とする.

(1) いつΛが有限集合をなすか？
(2) いつΛが一点集合をなすか？

前節のVasconcelos環の特徴付けによると, 次の同値条件が従う.

注意 4.2. 0 ∈ Λ ⇔ Λ = {0}.
問題 4.1に取り組むにあたって，これまでに知られている結果を紹介したい. その際

に，d = 1のときにはいつも等式 e1
Q(A) = −h0(A)が成り立つことから，d ≥ 2の場合

について考える必要がある.

以下，hi(A) = �A(Hi
m(A))は環Aの局所コホモロジー加群の長さを表す.

命題 4.3. 環Aが FLCを持つとし，d ≥ 2とする. Qを環A内の巴系イデアルとする.

このとき，次が正しい.

(1) ([GN]) 不等式 e1
Q(A) ≥ −∑d−1

i=1

(
d−2
i−1

)
hi(A)が成り立つ.

(2) ([Sch]) Qが標準的ならば，等式 e1
Q(A) = −∑d−1

i=1

(
d−2
i−1

)
hi(A)が成り立つ.

系 3.3によると，巴系イデアルQの第 1ヒルベルト係数について不等式 e1
Q(A) ≤ 0が

一般Noether局所環内に於いて成り立つ. これに対して，環Aが FLCを持つとき，命
題 4.3の (1)より，不等式

0 ≥ e1
Q(A) ≥ −

d−1∑

i=1

(
d − 2

i − 1

)
hi(A)

が成り立つ．このことから，環Aが FLCを持つならば，Λは有限集合をなすことが得
られる. また，巴系イデアルQが標準的ならば命題 4.3の (2)により，等式

e1
Q(A) = −

d−1∑

i=1

(
d − 2

i − 1

)
hi(A)
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が従う. よって，AがBuchsbaum環ならば，A内の全ての巴系イデアルQは標準的で
あることから，

Λ =

{
−

d−1∑

i=1

(
d − 2

i − 1

)
hi(A)

}

となり，Λは一点集合をなすことが分かる. そして，これらは全て逆の主張も正しいの
ではないかという自然な問が与えられる.

Λが有限集合である場合について，次の結果が得られた.

定理 4.4. 環Aをunmixedとし，d ≥ 2とする. Λを有限集合と仮定し，整数 � = −min Λ

と定める. このとき，任意の整数 i �= dに対して，m�·Hi
m(A) = (0)が成り立つ. 従って，

このときHi
m(A) (i �= d)は有限生成であり，Aは FLCを持つ.

本節の主結果は次の通りである.

定理 4.5. 環Aを unmixedとし，d ≥ 2とする. このとき，次の 2条件は互いに同値で
ある.

(1) AはBuchsbaum環である．
(2) 巴系イデアルQの第 1ヒルベルト係数 e1

Q(A)は一定値をとり，Qの取り方に依
らない.

この同値条件のどちらかが成り立つとき，Aの任意の巴系イデアルQに対して，等式

e1
Q(A) = −

d−1∑

i=1

(
d − 2

i − 1

)
hi(A)

が成り立つ.

この定理 4.5について，(1) ⇒ (2)及び最後の条件は前述の議論から従う. よって，本
報告では (2) ⇒ (1)の証明を紹介したい. その上で，次の命題が鍵となる.

命題 4.6. 環Aは FLCを持つとし，d ≥ 2，depthA > 0とする. Qは環A内の巴系イ
デアルとする. このとき，等式 e1

Q(A) = −∑d−1
i=1

(
d−2
i−1

)
hi(A)が成り立つならば，Qは標

準的な巴系イデアルをなす.

それでは，定理 4.5の証明の概略を紹介したい.

定理 4.5の証明 (2) ⇒ (1). Λが一点集合であることから，定理 4.4より，環 Aは FLC

を持つ. 環 Aが FLCを持つならば，A内に標準的な巴系イデアルは必ず含まれるの
で，−∑d−1

i=1

(
d−2
i−1

)
hi(A) ∈ Λが従う. そして, ここでも Λが一点集合であることから，

Λ =
{
−∑d−1

i=1

(
d−2
i−1

)
hi(A)

}
が成り立つ. 従って，命題 4.6により，A内の全ての巴系イ

デアルQが標準的であることが導かれる. 以上より，AはBuchsbaum環をなす. �
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このように，巴系イデアルQの第 1ヒルベルト係数 e1
Q(A)により，Buchsbaum環を

特徴付けることができた. これは Buchsbaum環の新しい特徴付けである. また，この
定理 4.5は環Aが unmixedでない場合には成り立たない. そのような例を紹介する.

例 4.7. B を正則局所環とし，d = dim B ≥ 3 とする. 環 B の正則巴系を
X1, X2, · · · , Xd とする. Noether局所環 A = B � B/(X1, X2, · · · , Xd−1)を B 上の剰
余環B/(X1, X2, · · · , Xd−1)によるイデアル化と定める. このとき，次が正しい.

(1) dim A = dであって，depth A = 1である.

(2) 任意のA内の巴系イデアルQに対して，e1
Q(A) = 0である.

(3) Aは FLCを持たない．特に，H1
m(A)は有限生成ではない.

本報告の最後に，Λが一点集合であるようなNoether局所環の特徴付けを紹介したい.

定理 4.8. d ≥ 2とする. このとき，次の条件は互いに同値である.

(1) Λは一点集合である.

(2) 環Aのm-進完備化 Â内の (0)の非混合要素を U = U
̂A(0)を定める. このとき，

dimÂ/U ≤ d − 2であって，Â/U はBuchsbaum環である.

この同値条件のどちらかが成り立つとき，A内の任意の巴系イデアルQに対して，等式

e1
Q(A) = −

d−1∑

i=1

(
d − 2

i − 1

)
hi(Â/U)

が成り立つ.
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