
基礎数学D レポート7 解答

答え 1 f(x), g(x)を次式で定義する．

f(x) = ∥x− α∥2 =
n∑

i=1

(xi − αi)
2, g(x) = a1x1 + · · ·+ anxn + b.

もちろん定義域DはRnとする．

まず gの停留点を確認しよう．gxi
= aiであり，a1, . . . , anはすべてが 0にならな

いことを仮定しているから，gには停留点がない．

したがってラグランジュの未定乗数法により，

Φ(x, λ) := f(x)− λg(x)

の停留点を探すことになる．

Φxi
= 2(xi − αi)− λai, Φλ = −g(x)

より，停留点の方程式は，{
xi = (λ/2)ai + αi,

a1x1 + · · ·+ anxn + b = 0.

これより，
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だから

f(x) =
∑
i

(xi − αi)
2 =

∑
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.

これが実際に最小値になることを示すには次のようにするとよい．上で求めた L

の点を xoと書く．また β := f(xo)と書く．今，

K := {x ∈ R3 | f(x) ≤ β + 1}

という集合を考えよう．Kの各点は αからの距離が
√
β + 1以下だから，Kは有界

集合．また fが連続関数なのでKは閉集合．よってKはコンパクト集合である．ま

た xo ∈ K ∩ Lであることに注意しよう．

さて，任意の x ∈ Lに対して f(x) ≥ βであることを示そう．まず x ∈ Kc ∩ Lの

ときは，f(x) > β + 1だから明らか．

次に x ∈ K ∩Lのときを考える．K ∩Lはコンパクト集合だから f はK ∩Lで最

小値をもつ．ところでK ∩ Lにある最小点は ∂Kには乗らない．ここで境界 ∂Kは

∂K = {x ∈ R3 | f(x) = β + 1}.

実際に境界上で f の値は β + 1．しかし我々の議論で f(xo) = βとなるからである．

よって f(x)の L上での最小点は intK ∩ Lに属することが分かった．ここで，

intK := {x ∈ R3 | f(x) < β + 1}.



なので始めから定義域をここに絞っておけば，最小点があるから，とくに極値点

が存在．つまり intKにおいて，ラグランジュの未定乗数法の解があるが，これは先

ほどの議論と同じで，一意的に定まっていた xoが出てくる．よって f(xo)が最小．

最小距離は平方根をとった，

|a1α1 + · · ·+ anαn + b|√
a21 + · · ·+ a2n

.


