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マルコフ連鎖と定常分布

長谷部高広

マルコフ連鎖は確率過程論の中で学びやすい対象で

ありながらも多くの応用を持つ．筆者は学生の頃に統

計物理学のモデルでマルコフ連鎖を使ったことがあ

る．意外なところではトランプを何回シャッフルすれ

ば十分に混ざるのかといった研究もある（6節で紹介
する）．本稿ではマルコフ連鎖において不動点の役割を

果たす定常分布という概念に焦点を当てて，特に定常

分布の分類と定常分布への収束を中心に解説する．マ

ルコフ連鎖を全般的にきちんと学習したい読者には文

献3, 6, 7, 10, 12, 13)を挙げておく．他にも文献4)は豊富な

例を含んでおり学習に役立つだろう．

1. 高校数学で現れる確率過程の例

高校数学の中で既に色々な確率過程が現れている．

読者は次のような問題に見覚えがあるかもしれない．

図 1のような正四面体の頂点 a, b, c, dの上を点 X が

以下のルールにより移動していくとする：(α) X は時

刻 0 で頂点 a にいる，(β) X が時刻 n においてある

頂点にいるとき，時刻 n + 1では他の三つの頂点のい
ずれかにそれぞれ確率 1

3 で移動する．基本的な問題と

して，時刻 nで頂点 a, b, c, dにいる確率をそれぞれ求

める問題がある．この例では，いわゆる確率漸化式を

立ててこれらの確率を求めることができる．ただし，

大学以降の数学では確率漸化式にはあまり頼らない．

というのも，確率漸化式の代わりに行列を用いる方が

様々な面で便利だからだ．このことは本稿を読み進め

てもらうといくぶんか理解できるだろう．

実は，上で考えた確率過程 X は本稿の主題となる

マルコフ連鎖に近いが，まだマルコフ連鎖とは言えな

い．理由の一つとしてX の「作り方」が明確でないこ

とが挙げられる．詳しくは 2節で論じる．

a

b
c

d

図 1 正四面体

2. マルコフ連鎖

1節の例をもう少し一般化・数式化してみる．X が

取りうる値の集合（状態空間）を S とする．1節の例
だと S = {a, b, c, d}である．本稿ではごく一部を除い
て S は有限集合とする．一般的に S の要素を状態と
呼ぶが，本稿では点あるいは頂点と呼ぶこともある．

まず，非負の実数 µ(i), p(i, j) ≥ 0 (i, j ∈ S)で以下
の条件を満たすものを用意する：∑

i∈S

µ(i) = 1,
∑
j∈S

p(i, j) = 1 (i ∈ S).

µ(i), p(i, j) たちをそれぞれまとめて µ = (µ(i))i∈S ,
P = (p(i, j))i,j∈S と表し，µを分布，P を推移確率と

いう．点 X が以下のルールで S 上を動くとする：全
ての i, j ∈ S と整数 n ≥ 0について，

• 時刻 0で X が iにいる確率は µ(i)である，すな
わち

P[X0 = i] = µ(i), (1)

• 時刻 nでX が iにいるとき，時刻 n + 1でX が

j に移動する確率は p(i, j)である，すなわち

P[Xn+1 = j|Xn = i] = p(i, j). (2)

ここで Xn は時刻 n における X の位置を表し，

P[A|B] = P[A∩B]
P[B] は条件付き確率を表している．た
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だし，条件付き確率は分母が 0になると意味をなさな
いため，正確には P[Xn = i] > 0を満たす iと nに対

してのみ条件 (2)を考える．
条件 (1), (2)はそれぞれ 1節の (α), (β)の一般化にな

っている．1節の例では，初期分布は µ(a) = 1, µ(b) =
µ(c) = µ(d) = 0で与えられる．このような場合，確
率過程 X は aから出発すると言う．また推移確率は

p(i, j) =

0, i = j,

1
3 , i ̸= j

(3)

となっている．

実は，条件 (1), (2)だけでは色々な基本的確率が計算
できない．例えば，確率 P[X0 = i, X1 = j, X2 = k]∗1）

の値は µ, P のみでは決まらない．そこで，(2)より強い
次の条件を考える：全ての i0, i1, . . . , in+1 ∈ S, n ≥ 0
に対して∗2）

P[Xn+1 = in+1|Xn = in, Xn−1 = in−1,

. . . , X0 = i0] = p(in, in+1). (4)

条件 (1) と (4) を満たす X のことを初期分布 µ と推

移確率 P を持つマルコフ連鎖と呼ぶ．推移確率が時

刻 nに依存するマルコフ連鎖も応用上重要なことがあ

るが，簡単のため今後は nに依存しない場合（時間的

一様という）のみを考える．なお，マルコフ連鎖はよ

くランダムウォークと呼ばれることがある．どのよう

な場合にそう呼ばれるのか明確なルールはなさそうだ

が，筆者の見たところ，次の定義が「ランダムウォー

ク」という用語の実際の使われ方をうまく表現してい

る：状態空間にグラフ構造や群構造など何らかの数学

的構造があるときに，その構造に適したマルコフ連鎖

をランダムウォークと呼ぶ．14, 序文)

条件 (4)から条件 (2)が導かれることは以下のよう
にして分かる．簡単のため n = 1の場合を考える．条
件 (4)は j = i2, i = i1 と置くと

P[X2 = j, X1 = i, X0 = i0]

= p(i, j)P[X1 = i, X0 = i0]

となる．両辺で i0について総和を取って P[X1 = i]で

*1） コンマによる区切りは「かつ」と読む．つまりこれは「X0 = i

かつ X1 = j かつ X2 = k となる確率」を意味する．

*2） 正確には，条件 (2) の場合と同様に，ここでも分母が 0 に
ならない場合のみを考える．つまり P[Xn = in, Xn−1 =
in−1, . . . , X0 = i0] > 0を満たすような i0, i1, . . . , in ∈ S
のみを考える．

割ると (2)が得られる.
条件 (2)と (4)を合わせると，等式

P[Xn+1 = in+1|Xn = in, . . . , X0 = i0]

= P[Xn+1 = in+1|Xn = in] (5)

が得られる（マルコフ性）．これはマルコフ連鎖が将来

どのように変化するかについての確率が現時刻 nでの

状態のみで決まり，過去の経過に依存しないという性

質を表している．等式 (5)のみでマルコフ連鎖の定義
としている文献もあるが，これだと推移確率 p(i, j)を
導入しにくいので，ここではそういった定義は採用し

ないことにした．条件付き確率は分母が 0になると意
味をなさないという点がやっかいである．

マルコフ連鎖に対しては，基本的に X0, X1, . . . を

用いて表される事象の確率は全て µ と P で決定され

る．このため，マルコフ連鎖はさまざまな確率計算

がしやすい確率過程となっている．例えば P[X0 =
i, X1 = j, X2 = k] は条件付き確率の定義により
P[X2 = k|X1 = j, X0 = i]，P[X1 = j|X0 = i]，
P[X0 = i]の積と等しいことが分かるから，その値は
µ(i)p(i, j)p(j, k) と計算される．同様にして，全ての
i0, i1, . . . , in ∈ S, n ≥ 0に対して

P[X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in]

= µ(i0)p(i0, i1)p(i1, i2) · · · p(in−1, in) (6)

が成り立つ．ただし n = 0 のときの条件 (6) は条件
(1) を意味すると解釈する．実は条件 (6) は (1) かつ
(4)と同値になる．文献3)などでは条件 (6)をマルコフ
連鎖の定義としている．この定義では条件付き確率が

現れないため，分母の確率が 0にならないかどうかを
気にする必要はない．

実際にマルコフ連鎖を「作る」にはどうしたらよい

だろうか？ 人が物理的な地点から地点へ次々に移動

するとしよう．各地点 i にくじ引き Li を用意してお

く．このくじ引きでは確率 p(i, j)で j という結果が出

るとする．∗3）また初期分布 µについても同様に，確率

µ(i)で iが出るようなくじ引き Lを用意する．以上の

準備をしたところで，ある人物 X が以下のルールで

移動する：まずくじ引き Lを実施し，出た結果が iで

あれば地点 iに移動し，そこを時刻 0での出発点とす

*3） 確率論では無理数の確率も許容するのが一般的だ．しかし，
p(i, j) が無理数の場合はくじ引きを作るのは困難であろう．
その点が気になる読者は p(i, j) は有理数と考えておくと良
い．
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る（X0 = i）．続いて地点 iでくじ引き Li を行い，出

た結果が j であれば j に移動し（X1 = j），また移動

先の j でくじ引き Lj を行うという具合で進んでいけ

ば，初期分布 µと推移確率 P を持つマルコフ連鎖にな

る（特に条件 (4)が成り立つ）．実は，この「作り方」
で大切なのは異なる時刻におけるくじ引き結果が「独

立」なことである．要するに，過去の経緯と独立に次

の行き先を確率的に決めていくのがマルコフ連鎖とい

うわけだ．条件 (2)や 1節の条件 (β)ではこの独立性
を十分に表現できていない．以上の「作り方」は文献5)

の “random mapping representation”や文献12)の式

(2.1.3)とおおよそ同じ考え方に基づいている．

3. 行列としての推移確率

有限状態空間 S 上の初期分布 µ, 推移確率 P を持

つマルコフ連鎖 X に対して P[Xn = i] を計算しよ
う．状態に番号をつけておくと便利なので，以降では

S = {1, 2, . . . , s}としよう（sは自然数）．このように

仮定しても一般性を失わないことは明らかだろう．∗4）

まず連立の確率漸化式

P[Xn+1 = j]

=
s∑

i=1

P[Xn+1 = j|Xn = i]P[Xn = i]

=
s∑

i=1

P[Xn = i]p(i, j) (7)

が成り立つ (1 ≤ j ≤ s, n = 0, 1, 2, . . . )．これを行列
を用いて書き換えてみる．時刻 nにおける確率を並べ

た横ベクトル（Xn の分布という）を

µn = (P[Xn = 1],P[Xn = 2], . . . ,P[Xn = s])

と表す．また推移確率 P = (p(i, j))s
i,j=1を (i, j)成分

が p(i, j)であるような s次正方行列とみなすことにす

る（推移確率行列）．すると (7)は

µn+1 = µnP, n = 0, 1, 2, . . . (8)

*4） S の番号付けの仕方によって推移確率行列の形（行列表示）
は変わる．番号付けを変えることは線形代数学で言うところ

の基底の変換になる．番号付けをすることで対称性を壊して

しまって，かえって行列の形が複雑になってしまう恐れもあ

る．よって番号付けをしない方が便利な場合もあり，このと

きは，P を行列ではなく C(S) における線型写像として扱
うことができる．ただし C(S) は S 上の実数値関数全体の
なすベクトル空間である．

と書き換えることができて見通しが良い．ただし µ0 =
µは初期分布とする．この関係式を繰り返し用いると，

µn = µP n が得られる．従って，P[Xn = i]の計算は
推移確率行列 P の n乗を求める問題に帰着される．行

列のベキ乗は対角化や Jordan標準形によって計算す
ることが可能である．

ところで，導出を見れば分かるように，確率漸化式

(7)が成り立つためにはX はマルコフ連鎖である必要

はなく，条件 (1)，(2)さえあれば良い．従って，大学
入試問題などで条件 (1)，(2)のみを考えているような
場合は，X はマルコフ連鎖とまでは言えないが，µnに

ついての確率漸化式を解く上では特に問題はないと言

える．

4. 定常分布

確率 P[Xn = i]の計算は推移確率行列のベキ乗の計
算に帰着されるが，状態空間の要素の個数が増えてく

ると容易ではない．そこで，より易しい（？）問題と

して，極限値

lim
n→∞

P[Xn = i]

が計算できないかどうかを考えてみる．まず，仮にこ

の極限値が全ての i ∈ S に対して存在すると仮定して
みると，横ベクトルとしての極限値

π := lim
n→∞

µn (9)

が存在することになる．等式 (8)の極限を取ると

π = πP (10)

という等式が得られる．∗5）つまり，π は P を横ベクト

ルに右からかける操作（写像）の不動点になっている．

ここでいったん µn の極限ということは忘れて，等

式 (10) を満たす任意の分布 π を定常分布と呼ぶ．等

式 (10) は s 次の連立一次方程式であるため，それほ

ど大きくない sの場合には手計算で解くことも十分可

能である．1節の例，つまり (3)で与えられる P につ

いて，a = 1, b = 2, c = 3, d = 4と考えて π = πP を

*5） 数学では写像としての正方行列や長方行列を縦ベクトルに
左からかける記法が圧倒的に主流である．しかしマルコフ連

鎖の分野では，(8) や (10) のように，横ベクトルとしての
分布に正方行列を右からかける記法がよく使われる．P や

π の代わりにそれらの転置を考えることにすれば「主流の記

法」に変換できる．他にも，圏論では f(x) を xf と書くこ

とがある．
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解いてみると，定常分布は π = ( 1
4 , 1

4 , 1
4 , 1

4 )のただ一
つだと分かる．ちなみに，「定常」とは「変わらない」

という意味で，定常分布は「不変分布」と呼ばれるこ

ともある．なぜこのように呼ばれるかというと，もし

マルコフ連鎖の初期分布が定常分布であれば，任意の

時刻 nでXn の分布は初期分布と等しい，つまり時間

が経っても分布が変化しないからである．

以降では，定常分布に関する次の三つの基本問題に

ついて見ていく．

(Q1) 定常分布はどれだけ存在するか？

(Q2) 極限値 (9) は存在するか？ もし極限値が存在
すれば定常分布になることは既に見た通り．

(Q3) 極限値 (9)が存在するとき，収束の速さはどの
程度か？

5. 定常分布はどれだけ存在するか

以降では，P n の第 (i, j)成分を pn(i, j)と表すこと
にする（n ≥ 0）．これは iから出発したマルコフ連鎖

が時刻 nで j にいる確率と等しい. このことは，µを

第 i成分が 1で他は全て 0の横ベクトルとした場合に
横ベクトル µn = µP n の第 j 成分が pn(i, j)と一致す
ることから分かる．

まず定常分布は存在するかという問題について，結

論から言うと以下のことが知られている．

定理 1 有限サイズの推移確率行列は定常分布を持つ．

複数の証明があるが，筆者の知る限りどれも難しい．

まずコンパクト凸集合に対する Brouwer の不動点定
理を使う方法がある．15)具体的には，確率分布の集合

∆ = {(π1, π2, . . . , πs) : πi ≥ 0,
∑s

i=1 πi = 1} は
Rs のコンパクト凸部分集合となっていて，さらに写像

π 7→ πP は ∆上の連続写像なので，Brouwerの不動
点定理により不動点，つまり定常分布が存在する．こ

の証明では Brouwer の不動点定理自体の証明が難し
い．この節の最後で別の証明方法を紹介する．

参考までに，無限状態空間でも無限サイズの推移確

率行列を考えることができるが，この場合は定常分布

が存在しないことも頻繁に起こる．例えば，整数点上

の単純ランダムウォーク（隣り合う整数のいずれかに
1
2 の確率で移動するマルコフ連鎖）は定常分布を持た

ない．

次に，定常分布はいくつあるか調べてみよう．複数

の定常分布を持つような例は簡単に作ることができる．

以下の推移確率行列を考えてみる．

P =


1
2

1
2 0 0

1
2

1
2 0 0

0 0 1
2

1
2

0 0 1
2

1
2

 .

P は定常分布 π1 = ( 1
2 , 1

2 , 0, 0), π2 = (0, 0, 1
2 , 1

2 )を持
つことが確認できる．この例では状態 1,2 と状態 3,4
は断絶されており行き来が全くできないので，二つの

定常分布があるのは自然に了解できる．さらに，これ

らの凸結合 tπ1 + (1 − t)π2 (0 ≤ t ≤ 1)も定常分布に
なる．これで全ての定常分布が尽くされることも容易

に分かる．

定常分布の一意性に関する有名な定理を一つ紹介す

る．有限状態空間 S と推移確率 P が与えられたとす

る．S の要素 i, j について，i から j に到達可能であ

るとは，ある n ≥ 0が存在して pn(i, j) > 0となるこ
とを言う．図 2のような状態遷移図を利用すると分か
りやすい．i から j に到達可能とは，状態遷移図にお

いて iからうまく矢印に沿って進んでいけば j まで行

けるという意味である．例えば図 2 では 4 → 5 → 3
と進めるから，状態 4から状態 3へは到達可能である．
状態 3から状態 1にはどう矢印をたどっても決して行
けないので，到達不可能である．

1 2 3

4

5

6

7

図 2 iから j に向かう矢印は p(i, j) > 0を意味する．
逆に i から j に向かう矢印が存在しないことは
p(i, j) = 0 を意味する．

任意の i, j ∈ S について iから jに到達可能なとき，

P は既約であると言う．要するに，どの状態から出発

しても（時間はかかるかもしれないが）他のどの状態

にも行くことができるという状況である．1節の例で
は P は既約である．逆に既約でないとは，何か二つの

状態 i, j が存在して iから j へ到達不可能だという状

況である．図 2の場合，P は既約ではない．

定理 2 有限サイズの推移確率行列 P が既約ならば，
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定常分布がただ一つ存在する．

定理 2は Perron-Frobeniusの定理と呼ばれる結果
の一部として知られている．9, Theorem 1.5) さらに別の

証明として文献5, 7)にあるような確率論的方法もある．

既約な場合には，到達時刻に関する確率または期待値

を利用して定常分布を表わすことができて，文献5, 7)に

ある証明はその表示を利用している．既に定理 1で見
たように，定常分布の存在だけを証明するには既約性

の仮定は不要ではあるが，既約性を仮定すると上記の

ように Brouwer の不動点定理を用いずに二通りの方
法で証明することが可能になる．

では，既約でない場合に定常分布はいくつあるのか

考えてみる．まず，既約でなくても定常分布が一つだけ

存在する例がある．S = {1, 2}, p(1, 1) = 0, p(1, 2) =
1, p(2, 1) = 0, p(2, 2) = 1とする．対応するマルコフ
連鎖は状態 1から出発したら必ず時刻 1で状態 2に移
動して，それ以降は状態 2に留まる．また状態 2から
出発したら，以降は全く動かない．とてもつまらない

マルコフ連鎖である．状態 2から出発したら状態 1に
決して行けないから，この P は既約ではない．しかし

定常分布は π = (0, 1)の一つしかないことが簡単な計
算から分かる．余談だが，このような最も簡単な例か

ら出発して徐々に難しい例を調べていくことは研究に

おいて基本的なやり方である．

実は，一般の既約とは限らない状況でも定常分布を全

て決定することは可能である．そのためには S を同値
類に分解する．まず S の要素 i, jが P に関して同値で

あるとは，iから j に到達可能かつ j からも iに到達可

能なことをいう．いわば，iと jはお互いに行き来でき

る．互いに同値な状態どうしを全て集めて S の中の一
つのグループ（部分集合）とし，これを同値類と呼ぶ．S
が既約というのは，同値類が一つしかないことを意味す

る．図 2の場合なら同値類は {1, 2}, {3, 4, 5}, {6}, {7}
の全部で 4グループある．
同値類たちをさらに二種類に区別する．同値類 C

が開いているというのは，マルコフ連鎖が C の中から

外に出られることを言う（つまりある状態 i ∈ C から

ある状態 j ∈ S \ C へ到達可能である）．そうでない

場合には閉じていると呼ぶ．これは，マルコフ連鎖が

C の中から外に決して出られないことを意味する．図

2で言うと，同値類 {1, 2}と {6}は開いており，同値
類 {3, 4, 5}と {7}は閉じている．特にいったん状態 7
に到達すると，以降動かない. このような状態を吸収

状態と呼ぶ．

閉じた同値類を用いると，有限状態空間における定常

分布を全て決定することができる．まず，有限状態空間

では閉じた同値類が少なくとも一つ存在する（背理法で

考えると良い）．全ての閉じた同値類をR1, R2, . . . , Rl

と表すことにしよう．任意の i を固定して Ri に着目

すると，Ri 内の状態から出発したマルコフ連鎖はずっ

と Ri 内に留まるので，Ri 自体を状態空間とみなして

その中だけで推移確率（行列）を考えることが可能で

ある．Ri の中ではどの状態どうしも行き来できるか

ら，Ri の中での推移確率は既約になり，定理 2により
定常分布をただ一つ持つ．この Ri 上の定常分布を Ri

の外では 0として S 全体に拡張したものを πi と表す

と，これは S 上の定常分布になることが比較的容易な
考察から分かる．

定理 3 上述の π1, π2, . . . , πl たちの凸結合

l∑
i=1

tiπi

(
ti ≥ 0,

l∑
i=1

ti = 1

)
は全て S 上の定常分布であり，しかもこれで S 上の
全ての定常分布が尽くされる．特に，定常分布がただ

一つになるための必要十分条件は，閉じた同値類の個

数が１であることである．

πiたちの凸結合が定常分布になることは容易に分かる

が，それで全ての定常分布が尽くされることを示すには

込み入った議論が必要になる．参考文献を挙げると，結

果の述べ方はかなり異なるが実質的に12, Theorem 4.1.10)

が定理 3に相当する．なおこの文献では無限状態空間
も扱っている．以上で問題 (Q1)が解決した．
問題 (Q2) に移る前に，ここで Brouwer の不動点
定理を使わない定理 1の二通りの別証明について述べ
る．どちらも定理 2を用いる．まず定理 3を議論して
いる途中で定理 2を用いて定常分布を構成しているの
で，それが既に定理 1の別証明になっている．ちなみ
に，推移確率行列が既約というのは閉じた同値類の個

数が 1 かつ開いた同値類の個数が 0 ということなの
で，定理 3は定理 2も包含している．ただし本稿では
π1, π2, . . . , πl の構成が定理 2に基づいているので，定
理 3によって定理 2の別証明ができるわけではない．
また，同値類ではなく近似の観点から定理 1を証明

することもできるので紹介する．補助的に全ての成分

が 1/sである正方行列 J を用意して，P と J の凸結合

Pt = (1 − t) P + tJ
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を定める（0 < t ≤ 1）．すると Pt も推移確率行列と

なり，しかも全ての成分が正なので既約になることが

すぐに分かる．よって定理 2により Pt は定常分布 πt

を持つ．あとはいわゆるコンパクト性の議論によって，

πt の部分列をうまく選んで t → 0+ の極限を取れば収

束し，その極限が P の定常分布になる．

6. 定常分布への収束

問題 (Q2)の極限値 (9)の存在について述べるため
の準備として，次の集合の最大公約数を P に関する i

の周期と呼ぶ：

T (i) = {n ∈ N : pn(i, i) > 0}.

P が既約のときは，いずれの状態も同じ周期を持つこ

とが分かる．このとき，この共通の値を単に P の周期

と呼ぶ．P の周期が１のとき，P は非周期的と言う．

周期とは何か分かりづらいかもしれない．例で計算

してみよう．1節の例，つまり (3)で与えられる P は

既約であり，i = a, b, c, dのいずれについても

T (i) = {2, 3, 4, 5, 6, . . . }

となる．すなわち，頂点 iから出発して 1ステップで i

に戻ることはできないが，2ステップ，3ステップ，...
のいずれでも i に戻ることができる．よって，i の周

期は 1 であり，P は非周期的である．別の例として，

頂点 1, 2, 3, 4を持つ正方形上で隣り合う二つの頂点の
いずれかに等確率 1

2 で移動していくマルコフ連鎖（図

3）を考える．この推移確率は既約である．頂点 iから

出発して奇数ステップで iに戻って来ることはできな

いから，n が奇数だと pn(i, i) = 0 となる．逆に，n

が偶数だと pn(i, i) > 0となることも分かる．よって，
i = 1, 2, 3, 4のいずれについても

T (i) = {2, 4, 6, 8, ...}

となり，P の周期は 2になる．

1 2

34

図 3 正方形

既約性＋非周期性は次の分かりやすい特徴づけを持

つ．証明は例えば文献13)にある．

命題 4 有限サイズの推移確率行列 P が既約かつ非周

期的になるための必要十分条件は，ある自然数 nが存

在して P n の全ての成分が正になることである．

既約性と非周期性はよくマルコフ連鎖の理論で仮定

される．その利点は問題 (Q2)について以下のように
解答が得られることである．証明は文献3, 5, 13)などを

参照のこと．

定理 5 有限サイズの推移確率行列 P が既約かつ非周

期的ならば，任意の初期分布 µについて，limn→∞ µP n

が存在する．

この定理に関する注意点を二つ述べる．まず極限

limn→∞ µP n は定常分布になることが分かっていて，

さらに既約性より P の定常分布はただ一つだから，極

限 limn→∞ µP n は µに依存しない．そして初期分布

µは任意に選べることから，行列の全ての成分が収束

するという意味で limn→∞ P n が存在し，その極限行

列は定常分布を s個縦に並べた正方行列になることが

分かる．

このように初期点に写像を反復して適用していくと

その写像の不動点に収束するという議論は，マルコフ

連鎖以外の分野でもよく現れる．このような議論では，

写像の「縮小性」と呼ばれる性質を利用することが多

い．定理 5の場合も P はある種の「縮小性」を持って

おり，それを用いた証明が文献3)にある．

次に問題 (Q3)の定常分布への収束の速さについて，
一つの結果を紹介する．まず定理 1より P は定常分布

を持つから P は固有値 1を持つ（行列を転置しても固
有値は変わらないことに注意する）．このことは定理 1
を使わなくても簡単に示すことができる：全ての成分

が１であるような縦ベクトルを 1とすると，P の各行

の和が 1になることから P 1 = 1が成り立つので，こ
れより P は固有値１を持つと分かる．実は，その他の

1でない固有値（複素数になりうる）の中で，絶対値
が最も大きいものが収束の速さを調べる上で大きな役

割を果たす．これを第二固有値と呼ぶ．

定理 6 既約かつ非周期的な有限サイズの推移確率行

列 P を考える．また，π を P の定常分布とする．こ

のとき以下が成り立つ．

(i) 固有値 1の多重度は 1である．
(ii) 1でない P の固有値の絶対値はいずれも 1より

小さい．
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(iii) 1でない P の固有値の絶対値の中で最大のもの

を rとする．ある定数 C > 0と g ≥ 0が存在し
て，任意の初期分布 µと nに対して，

∥µP n − π∥ ≤ Cngrn

が成り立つ．ただし ∥v∥は横ベクトル v の長さ

を表す．

(i), (ii)は Perron-Frobeniusの定理の一部になって
いる．9, Theorem 1.1). (iii)は定理 5の精密化になってい
て，P の Jordan標準形を利用して証明することがで
きる．ngrn は Jordan細胞を n乗すると現れる項で，

定数 g は最大の Jordan細胞のサイズから 1を引いた
数として取ることができる．もし P が対角化可能であ

れば，g = 0で良い．詳しくは文献8)を参照のこと．

定常分布への収束の速さに関しては cutoff 現象が
興味深い．ある時刻を境にマルコフ連鎖の分布 µn が

定常分布へ急激に近づくという現象である．特に状態

空間のサイズが大きい場合によく見られる．この現象

が見られる有名な例として，トランプのシャッフルを

何回くらい行えばよく混ざるのかという問題がある．

まずカードの可能な並び順を全て列挙した集合を状態

空間とみなす．従って，状態空間は 52!個の要素を持
つ（52ではなく 52!，およそ 1068 個）．一回シャッフ

ルするという操作をこの巨大な状態空間の中の状態が

確率的に別の状態へ推移すると考えると，シャッフル

を繰り返す操作をマルコフ連鎖としてとらえることが

できる．推移確率はまさにシャッフルの仕方によって

決まる．通常，定常分布は一様分布になる．一様分布

とはカードの並び方 52!通りのうちいずれも等しい確
率で現れることを意味する．カードの並び方が一様分

布のときにカードが最もよく混ざっていると考えるの

が合理的である．そこで，マルコフ連鎖の時間を進め

て（=シャッフルを繰り返して）いき，その分布が一
様分布に十分に近づいたらカードがよく混ざったと考

えることにする．シャッフルのやり方もいろいろある

が，riffle shuffleというやり方の場合は，7回目あたり
で急激によく混ざることが Diaconis たちの研究で分
かっている．詳しくは文献1, 2, 5, 11)などを参照のこと．

7. 展望

定常分布は線型写像の不動点なので，不動点の問題

としては易しく見えるかもしれない．実際，定理 3で

不動点の構造はかなり分かっている．しかし，具体的

なマルコフ連鎖は状態空間が巨大だったりと複雑にな

りやすく，定常分布に関する解析は容易でないことが

ある．この辺りは文献5)に詳しく書かれている．

本稿では触れなかったが，時間と状態空間が連続の場

合にもマルコフ連鎖の類似が考えられる．これはマルコ

フ過程と呼ばれており，統計物理学に由来する Brown
運動（Wiener過程とも呼ばれる）が代表例になる．連
続の場合は確率積分，確率微分方程式といった「微積

分」の手法が確立されており，これらを利用すること

により深い計算が可能になる．マルコフ連鎖をある程

度理解できた読者はぜひこちらにもチャレンジして欲

しい．連続とは言っても，マルコフ過程のシミュレー

ションを行う場合などは時間と状態空間をともに離散

化してマルコフ連鎖で近似するのが基本になるため，

マルコフ連鎖もやはり大切な役割を果たす．

最後に，原稿段階で洞彰人氏，宮尾忠宏氏，坂井哲

氏からいただいた貴重なご意見が本稿の改善に役立っ

たことを記しておく．
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