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1 非可換確率論
1.1 名前の由来

量子物理学では物理量を非可換な作用素として扱う数学モデルが導入され，今日に至るまで受け入れられて
いる．例えば素粒子理論では，粒子 (あるいは量子場)が消滅したり，粒子同士が相互作用して別の粒子に変
化したりと激しい変化が起こるが，このような変化を複数の作用素の積により記述する．よって作用素のなす
代数 (作用素環)が必要になる．なぜ物理量を非可換な作用素にするのかという素朴な疑問もあるが，それは
ここでは措いておく．
Newton力学のような古典物理学とは異なり，量子物理における物理量 (位置や運動量など)は非可換であ
ることに加えて，本質的に確率変数として定義され，確率を回避することはできないというのが一般的な了解
となっている．このように量子物理においては物理量は‘非可換’であることに加えて‘確率変数’であると
いう性質を持っている．このことから，物理量を非可換確率変数とも呼ぶ．量子物理の理論をなんとか非可換
ではない古典確率論*1に帰着させようという試みもなされてきたが，ある自然な仮定のもとでは古典確率論に
帰着できないことが実験によって確認されている [AGR81]．
非可換確率論は量子確率論，代数的確率論とも呼ばれる．ひとまず確率論的な側面を強調した作用素環論だ
と理解しておけば良いと思う．

1.2 ランダム行列

積演算について非可換な確率変数として，分かりやすい例は成分が確率変数となっている行列である．こ
れはランダム行列と呼ばれる．ランダム行列がなぜ研究されるのかというと，2つの重要な由来がある．まず
1920年代にWishartによって推定理論への応用のためにランダム行列が用いられ，また 1950年代にWigner

によって原子核の核子のエネルギー準位を記述するモデルとしてランダム行列が用いられた．その後の研究で
様々な分野との関係が見つかっている．数学に関しては，可積分系 (Painlevé方程式など)，表現論，素数の
分布などとの関係が知られている [Meh04]．より応用的な分野になると膨大にあるが，最近では無線通信理論
[TV04]，学習理論 [WNKTN14]や量子情報理論 [CN16]にランダム行列が応用されている．これらのランダ
ム行列の応用において一貫して重要になるのは，固有値が確率的にどのように分布しているかを調べることで
ある．

*1 量子物理に対して，それ以前の物理を古典物理と呼ぶことがある．これに倣って非可換確率論以前の普通の確率論を古典確率論と
呼ぶことがある．
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1.3 自由確率論の出現

非可換確率論では，Voiculescuが 1980年代に‘自由確率論’を提唱した時点から 1つの新しい分流ができ
た [Voi85, Voi86]．‘自由確率論’というのは奇妙な用語に見えるが，群や代数の自由積と相性の良い (非可
換)確率論ということで，このように呼ばれている．生成元が n個の自由群 Fn から作られる von Neumann

環 L(Fn)というものがあり，例えば n ̸= mの時に L(Fn)と L(Fm)は非同型になるかという問題が古くから
ある．Voiculescu は L(Fn) の理解が進むことを期待して自由確率論を始めたと [VDN92] の序文に書いてい
る．ちなみに上記の同型問題は現在でも未解決である．
古典的な確率論の文脈でも，群の自由積上でのランダムウォークの再帰性を議論する際に自由確率論が有効
であることをWoessが発見している [Woe86] (この研究は自由確率論とは独立になされており，Woessは現
在 Voiculescu変換と呼ばれているものを Voiculescuと独立に発見している)．
自由確率論とは何かを一言で説明するならば，確率論における‘独立性’を‘自由独立性’で置き換えた
らどうなるか，ということを調べる分野である (自由独立性は第 3節で定義する)．古典独立性も自由独立性
も，E[XYXY ]のように X,Y が混ざった期待値 (混合モーメント)をいかにして E[Xm]，E[Y n]のみを用い
て計算するかという計算規則である．例えば X,Y が古典独立 (特に可換)ならば E[XYXY ] = E[X2Y 2] =

E[X2]E[Y 2] となる．自由独立ならばどうなるかというと，E[XYXY ] = E[X2](E[Y ])2 + (E[X])2E[Y 2] −
(E[X])2(E[Y ])2 となる．

1.4 独立性とは何か

上記のように，古典独立性と自由独立性は互いに異なった‘混合モーメントの計算規則’と理解できるのだ
が，すると他にも独立性があるのではないかと疑問が湧いてくる．まず SpeicherとWoroudiによってブール
独立性というものが見つかった [SW97]．続いて Speicher はある仮定のもとでは非可換確率論における独立
性は古典独立性 (可換独立やテンソル独立とも呼ぶ)，自由独立性，ブール独立性の 3つに限るという定理を証
明した [Spe97]．
この Speicherの仮定は自然なものだったが，その仮定を満たさない例として，村木が 2000年ごろに単調独
立性・反単調独立性を発見した [Mur00]．さらに村木は Speicherよりも弱い条件を導入し，それを満たす独
立性は古典・自由・ブール・単調・反単調独立性の 5つのみであることを示した [Mur02]．ちなみに反単調独
立性というのは，単調独立性と本質的に同じものであるため，本質的には 4 つの独立性に分類されたことに
なる．
その後，Speicherや村木の独立性の定義をさらに弱めるなどして，様々な独立性が定義されている．かな
り一般的な定義もされているが，しばらくすると他の誰かがその枠組みから外れるような例を考えたりして，
今の所は全てを網羅するような独立性の定義は存在しないと思う．本稿では村木の分類 (5種類ないし 4種類)

の独立性のみを扱う．独立性に関しては第 3節で詳しく解説する．

1.5 確率論のアナロジーの探求

自由確率論は古典独立性が自由独立性に置き換わった非可換確率論であり，古典確率論の色々な概念のア
ナロジーを定義することができる．例えばフーリエ変換 (特性関数)，確率分布のたたみこみ，中心極限定理，
Poissonの少数の法則，無限分解可能性，Lévy過程，確率積分，エントロピーなどの自由確率論版が自然に
定義される．理論と理論の間にあるアナロジーを考察するのは数学者の好むところであるから，確率論とのア
ナロジーの宝庫である自由確率論は格好の研究対象である．確率論の定理をそのまま自由確率論に焼き直すこ
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とができるケースもかなりあるが，技術的な困難から証明されていないこともある．例えば，2通りある自由
エントロピーの定義が互いに一致するかどうかまだ分かっていないだとか，エントロピーの性質として自然に
期待されるがまだ証明されていない性質もある．自由エントロピーについては日本語の論説 [Hia99, HU06]

があり，また出版予定のMingoと Speicherの本 [MS17]に詳しい．このように，期待される確率論のアナロ
ジーの証明が自由確率論でより難しくなる場合もあるし，逆に簡単になる場合もある．
かなり確率論の諸定理の類似が成り立つが，証明手法は大きく異なることもよくあるのが不思議で面白い点
である．本稿の第 6節でも‘単峰性’をキーワードに，不思議なアナロジーを紹介する．

1.6 極限定理と無限分解可能分布

確率論のアナロジーとして Voiculescu は自由確率論の最初の論文で中心極限定理の自由版を考えた
[Voi85]．確率変数 X1, X2, . . . が自由独立で同分布を持つとし，さらに各 Xi は平均 0，分散 1を持つとする
と，(X1 +X2 + · · ·+Xn)/

√
nの分布が n → ∞においてWignerの半円則

1

2π

√
4− x2 1[−2,2](x) dx (1.1)

に弱収束することが示された．さらに Poissonの少数の法則の自由版もあり，極限には自由 Poisson分布とい
うものが現れる．これはMarchenko–Pastur分布とも呼ばれる．
ところで確率論では中心極限定理や Poissonの少数の法則がかなり一般化できることが知られており，無限
分解可能分布というクラスの確率分布が極限に現れることが知られている (Khintchineの定理，[GK54]を参
照)．Bercoviciと Pata [BP99]がその自由版を (やや弱い形で)証明し，この業界における重要な結果の 1つ
となっている．さらに Bercoviciと Pataの定理を拡張し，古典確率論の定理とまったく同じような形にした
のが Bercovici と Pata [BP00]，Chistyakov と Goetze [CG08a] である．極限定理と無限分解可能分布につ
いては本稿の 4–7節で詳しく述べる．

1.7 ランダム行列と自由確率論

自由中心極限定理においてWigner の半円則が現れる．この分布はWigner が 1950 年代にランダム行列
の固有値分布においてすでに発見していた．おそらくこれだけの状況証拠から，Voiculescu は自由確率論と
ランダム行列の間に関係があるのではないかと推測し (たのだと筆者は推測している)，驚くべき定理を証明
するに至った．各 N = 1, 2, 3, . . . に対して 2つの (3 つ以上でも話は同様である) N 次エルミートランダム
行列 X(N), Y (N)が与えられ，行列のサイズを大きくした極限 N → ∞で X(N), Y (N)の経験固有値分布
がそれぞれ R 上の確率測度 µ, ν に確率収束するとする．このとき N → ∞ の極限で X(N), Y (N) が自由
独立な非可換確率変数のようにふるまうならば，X(N), Y (N) は漸近的自由であるという．*2 Voiculescu は
X(N), Y (N) が互いに古典独立な GUE (Gaussian Unitary Ensemble) と呼ばれるランダム行列のときに，
漸近的自由性を示した [Voi91]．現在では GUEより広いクラスのランダム行列に対して漸近的自由性が成り
立つことが知られている．漸近的自由な X(N), Y (N)に対しては，例えば和 X(N) + Y (N)の経験固有値分
布は µと ν の自由たたみこみ µ⊞ ν (3.6節を参照)に確率収束することが分かる．またWignerが 1950年代
に証明した半円則は漸近的自由性と前節の自由中心極限定理から系として従うことも分かる．
このように，自由確率論はランダム行列の固有値解析に応用でき，その観点から多くの研究がある．ランダ
ム行列と自由確率論については出版予定のMingoと Speicherの本 [MS17]で詳しく解説される．最近の大き
な進展としては，漸近的自由な複数のランダム行列の多項式の固有値分布を数値的に調べるアルゴリズムが考

*2 素粒子物理 (場の量子論)でも同じ「漸近的自由」という用語を用いるのでちょっと紛らわしいが，ここでは全く別の用語である．
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案された [BTS]．他にも Collins，福田，Nechita，Belinschiらによって量子情報理論への応用が精力的に研
究されている [CN16]．物理学から離れてほぼ純粋数学として発展した自由確率論がランダム行列を介して量
子物理学に戻ってきた感がある．
それではブール独立性や単調独立性はランダム行列と関係あるのか，と気になってくる．長いこと何も知ら
れていなかったが，最近になってブール独立や単調独立を漸近的に実現するランダム行列モデルが Lenczewski

[Len14]によって構成された．

1.8 非可換確率論で用いる数学

作用素環論と確率論が基本的な知識になり，他に様々な道具を用いる．本稿の中心的な話題となる確率
分布のたたみこみの研究を行う場合は複素関数論，特に Herglotz 関数あるいは Pick 関数と呼ばれる単位
円板あるいは上半平面で定義された解析関数が重要になる．中でも深い結果としては，単位円板からそれ
自身への解析写像は，一次分数変換でなければ，内部または境界上に吸引的な固定点をただ 1 つ持つとい
う Denjoy–Wolff の定理が使われる [BB07]．最近では Loewner chain の理論を使った研究も出てきている
[Sch, FH]．組合せ論からは Gian-Carlo Rotaによる poset上でのメビウス関数とゼータ関数の理論を活用す
る．これは Voiculescuが定義した自由キュムラントという概念をさらに発展させるために Speicherが利用し
た [Spe94]．自由キュムラントは組合せ論的に深い対象で，Hopf代数を使った研究などもある [MN10]．他に
も Accardiと Bożejko [AB98]によって直交多項式の理論が非可換確率論に導入され，それが Fock空間の一
般化と結びついたことで，この分野が発展する大きなきっかけとなった (日本語の本 [AO03]にも詳しく載っ
ている)．

1.9 他分野へ与えた影響

非可換確率論の応用，または非可換確率論に動機付けられて始まった他分野での研究について触れておく．
ランダム行列が最も重要な例であるが，これについてはすでに触れた．他には量子群の研究がある [BBC07]．
また Biane [Bia97]が対称群と noncrossing partitionに関する興味深い発見をしており，Coxeter群の研究に
波及している [Arm06]．同じく Bianeが対称群の漸近表現論という分野 (Kerov，Vershikなどが発展させた)

において自由確率論の応用を発見した [Bia98]．また本稿の主題となる自由無限分解可能分布が現れるような
Young 図形の漸近極限を考察している [Bia01]．この分野については洞による日本語の論説がある [Hor05]．
Bianeは古典確率論と表現論と非可換確率論の全てにおいて面白い研究成果をあげており，その研究スタイル
に憧れている人は結構多いのではないかと思う (筆者もその 1人である)．
自由確率論の研究に動機づけられて Barndorff-Nielsen と Thorbjørnsen [BT04] が古典無限分解可能分布
に対する upsilon transformという概念を導入した．これはその後 Lévy過程上の確率積分と関連して大きく
発展し，現在も研究が続いている．初期の重要な論文としては，Barndorff-Nielsen，前島，佐藤による論文が
ある [BMS06]．
グラフ理論においては，2 つのグラフから新しいグラフを得る積演算 (グラフ積) が様々に知られている．
いくつかのグラフ積については，その隣接行列を使って単調独立性やブール独立性が実現されることが発見
され，Accardi や尾畑を中心として発展した [AO03, Oba16]．彼らは成長していくグラフの隣接行列のスペ
クトルを漸近的に解析するために非可換確率論の手法を用いている．尾畑による日本語の解説記事もある
[Oba05]．
Noncommutative function theoryという分野にも，自由確率論が影響を与えている．この分野では例えば
素朴な疑問として z1, z2, . . . , zd が非可換な変数のときに，その関数 f(z1, . . . , zd)の Taylor展開とはどのよ
うなものかと調べたりする．Vinnikovらが精力的に研究している [KVV14]．
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最近の新展開として，Marcus らによる finite free probability がある [Mar, MSS]．彼らは多項式の根に
ついての不等式評価を用いることによってある種の Ramanujan graph の存在を証明し [MSS15a]，さらに
Kadison–Singer 予想を解いた [MSS15b]．彼らは多項式の根と自由確率論の驚くべき関係を発見し，finite

free convolutionという概念を導入した．まだ始まったばかりの分野で，今後さらに研究が進んでいくと思う．

1.10 論説の構成

第 2, 3節では確率論をモーメントの言葉で定式化することから始め，次に非可換確率論と独立性，そして確
率測度のたたみこみについて解説する．第 4節で古典・非可換の場合の無限分解可能分布の基本を解説する．
第 5節で古典・非可換の極限定理と，そこから無限分解可能分布が現れることを見る．そして第 6, 7節にお
いて古典と比較しつつ自由無限分解可能分布の例や性質を述べる．

2 古典確率論とモーメント
2.1 モーメント

確率空間 (Ω,F ,P) 上の R に値を取る確率変数 X に対して，その分布を µX と表す．つまり Borel 集
合 A ⊂ R に対して µX(A) = P[X ∈ A] である．さらに X のモーメントが全て有限とする，つまり
E[|X|n] =

∫
R
|x|ndµX(x) < ∞, ∀n ∈ N のとき，その n次モーメント (積率)を

mn(µX) =

∫
R

xndµX(x) = E[Xn] (2.1)

と表す．しばしば確率変数 X は忘れて，R 上の確率測度 µ の n 次モーメント mn(µ) =
∫
R
xndµ(x) を考

える．
確率分布 µ のモーメントが全て有限であるとする．このとき µ のモーメント列 {mn(µ)}n≥0 が決定的で
あるとは，もし確率分布 ν が {mn(ν)}n≥0 = {mn(µ)}n≥0 を満たすなら ν = µとなることを言う [Akh65]．
モーメント列が決定的であるための十分条件として Carlemanの条件 [Akh65, p. 85]がある．これにより，コ
ンパクト台を持つ分布や正規分布のモーメント列は決定的となる．もし µのモーメント列が決定的ならば，µ

の他に同じモーメント列を持つ確率分布は存在しないので，µをモーメント列と同一視することができる．

2.2 古典独立性

確率変数 X,Y が古典独立であるとは，Borel集合 A,B ⊂ Rに対して

P[X ∈ A, Y ∈ B] = P[X ∈ A]P[Y ∈ B] (2.2)

が成り立つことであるが,よく知られた同値条件として，任意の有界連続関数 f, g に対して

E[f(X)g(Y )] = E[f(X)]E[g(Y )] (2.3)

が成り立つと言うこともできる．さらに確率変数 X,Y が決定的なモーメント列を持つならば，(2.3)は以下
の条件とも同値になる:

E[XmY n] = E[Xm]E[Y n], ∀m,n ∈ N . (2.4)

(2.3)から (2.4)はルベーグ収束定理の応用問題である．(2.4)から (2.3)の証明には，決定的なモーメントを
持つ µに対しては多項式の全体が L2(R, µ)において稠密であること [Akh65, Corollary 2.3.3]を用いる．こ
れさえ認めれば，あとは Schwarzの不等式を用いるだけで簡単に証明できる．
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2.3 古典たたみこみ

X,Y が古典独立な確率変数であるとき，X + Y の確率分布を µX と µY の古典たたみこみといい，記号
µX ∗ µY で表す．さらに X,Y は有限なモーメント列を持つとする．このとき X + Y のモーメントは二項定
理によって

E[(X + Y )n] =
n∑

k=0

(
n

k

)
E[XkY n−k] =

n∑
k=0

(
n

k

)
E[Xk]E[Y n−k] (2.5)

となる．特に，X + Y のモーメントは X のモーメント E[Xm] と Y のモーメント E[Y n] のみで計算され
る．ちなみに X,Y が決定的なモーメント列を持っていても，X + Y のモーメント列は決定的とは限らない
[Ber85]．
古典確率論でよく知られているように，(指数的)積率母関数 (moment generating function)を用いてたた
みこみを特徴付けることができる．積率母関数とは

MX(z) =

∫
R

ezxdµX(x) =
∞∑

n=0

E[Xn]

n!
zn (2.6)

で定義される関数であり，これを用いるとたたみこみが以下のように特徴付けられる:

MX+Y (z) = MX(z)MY (z). (2.7)

以上のように独立性やたたみこみはモーメントの言葉で書くことができる．モーメントが決定的であるかど
うかについて微妙な問題があるが，だいたい確率分布とモーメントが同一視できると考えることにする．この
ように色々な概念をモーメントで理解しておくと，次節での非可換の場合を考えやすくなる．

3 非可換確率論
3.1 非可換確率空間 (多項式環の場合)

これまでX,Y は確率変数を表していたが，この節では積について (一般には)非可換な元と考えてみる．つ
まり XY と Y X は等しくないかもしれない．以下では C[X,Y ]や C[X]によって複素係数の多項式全体を
表す．同様に C[x, y]や C[x]なども用いるが，多項式環において小文字で x, y と書いたら，これらは関係式
の無い非可換な (自由な)単なる文字だと仮定する．また C0[x, y],C0[x]などは単位元 (定数項)を含まない多
項式の全体を表す．
また E : C[X,Y ] → C を線形写像とし，E[1] = 1 を満たすとする．このような E を期待値と呼ぶ．組

(C[X,Y ],E)のことを非可換確率空間と呼ぶ (一般には C[X,Y ]に限らず，任意の単位元を持つ代数を考え
るが，本稿ではそのような一般的な場合は考えない)．また期待値に正値性を仮定するのが一般的であるが，
ここでは省略する．
非可換確率論の設定では，モーメント E[(X + Y )n]は以下のように計算される:

E[X + Y ] = E[X] + E[Y ],

E[(X + Y )2] = E[X2] + E[XY ] + E[Y X] + E[Y 2],

E[(X + Y )3] = E[X3] + E[X2Y ] + E[XYX] + E[Y X2]

+ E[XY 2] + E[Y XY ] + E[Y 2X] + E[Y 3],

E[(X + Y )4] = E[X4] + E[X3Y ] + E[X2Y X] + · · · .

(3.1)

これだけだと自明な非可換二項定理に Eをかぶせただけなので，面白くない．ここに‘独立性’が加わると，
俄然面白くなってくる．
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3.2 古典・ブール・単調・反単調独立性

一般的には，混合モーメント E[Xp1Y q1 · · ·XpnY qn ] をこれ以上計算することはできない．そこで，混合
モーメントを E[Xm],E[Y n]を用いて計算する規則を導入しよう．このような計算規則を独立性と呼ぶことに
する．以下の例が代表的な独立性である．

定義 1. (1) X と Y が古典独立である (X |= CY )
def⇐⇒ ∀q1, p2, . . . , pn ∈ N , p1, qn ∈ N ∪ {0}，

E[Xp1Y q1Xp2 · · ·XpnY qn ] = E[Xp1+···+pn ]E[Y q1+···+qn ].

(2) X と Y がブール独立である (X |= BY )
def⇐⇒ ∀q1, p2, . . . , pn ∈ N , p1, qn ∈ N ∪ {0}，

E[Xp1Y q1 · · ·XpnY qn ] = E[Xp1 ]E[Y q1 ] · · ·E[Xpn ]E[Y qn ].

(3) X と Y が単調独立である (X |= MY )
def⇐⇒ ∀q1, p2, . . . , pn ∈ N , p1, qn ∈ N ∪ {0},

E[Xp1Y q1 · · ·XpnY qn ] = E[Xp1+···+pn ]E[Y q1 ] · · ·E[Y qn ].

(4) X と Y が反単調独立である (X |= AMY )
def⇐⇒ ∀q1, p2, . . . , pn ∈ N , p1, qn ∈ N ∪ {0},

E[Xp1Y q1 · · ·XpnY qn ] = E[Xp1 ] · · ·E[Xpn ]E[Y q1+···+qn ].

端のべき p1, qn のみ 0も許しているのは，XY · · ·Y X や Y X · · ·Y X なども考えたいからである．注意と
して，Eの線型性によって単項式 Xpi , Y qi を多項式に一般化しても同値な定義になる．例えば X |= MY は以
下の主張と同値になる: ∀Q1, P2, . . . , Qn−1, Pn ∈ C0[x], ∀P1, Qn ∈ C[x]，

E[P1(X)Q1(Y ) · · ·Pn(X)Qn(Y )] = E[P1(X) · · ·Pn(X)]E[Q1(Y )] · · ·E[Qn(Y )]. (3.2)

ここでも両端の多項式には単位元 (定数項)を含めることができる．

3.3 自由独立性

非可換の場合に最も重要な独立性は自由独立性であるが，自由独立な確率変数の混合モーメントは古典・
ブール・単調とは異なり簡潔な積表示を持たない．そのために定義を後回しにした．

定義 2. X と Y が自由独立である (X |= FY )
def⇐⇒ P1(x), Q1(x), . . . , Pn(x), Qn(x) ∈ C[x] が E[Pi(X)] =

E[Qi(Y )] = 0 (∀1 ≤ i ≤ n)を満たすならば，

E[P1(X)Q1(Y ) · · ·Pn(X)Qn(Y )] = 0.

この定義から以下の性質がすぐに従う:

X |= FY =⇒ ∀P (x), Q(x) ∈ C[x], P (X) |= FQ(Y ). (3.3)

自由独立性の定義は他と比べると特異だが，きちんと混合モーメントの計算ルールを与えている．

例 1. X,Y が自由独立だと仮定する．このとき平均値を引き去って P (x) = x−E[X], Q(y) = y−E[Y ]とい
う多項式を取ってくると，E[P (X)] = E[Q(Y )] = 0となる．自由独立性の定義から，E[P (X)Q(Y )] = 0と
なる．そこで左辺を展開してみると，E[P (X)Q(Y )] = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])] = E[XY ] − E[X]E[Y ] −
E[X]E[Y ] + E[X]E[Y ] = E[XY ]− E[X]E[Y ]となる (期待値の線型性と E[1] = 1を用いた)．したがって

E[XY ] = E[X]E[Y ] (3.4)
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を得る．同様の計算を行うと，以下の結果を得ることができる．

E[XYX] = E[X2]E[Y ],

E[XYXY ] = E[X2](E[Y ])2 + (E[X])2E[Y 2]− (E[X])2(E[Y ])2.
(3.5)

このように自由独立の場合には混合モーメントは和 (差)と積を用いて表される．

(3.2) や (3.3) を参考に，確率変数の族を 2 つ考えたときの独立性を定義することもできる．簡単のため
{X,Y }と {Z}の場合を考える．

定義 3. 任意の多項式 P (x, y) ∈ C0[x, y], Q(x) ∈ C0[x] に対して P (X,Y ) と Q(Z) が独立であるとき，
{X,Y }と {Z}は独立であるといい，{X,Y } |= {Z}のように表す．

3.4 単位的な独立性

自由独立性の定義においては，単位元を含まない多項式環 C0[x]は使わなかった．この点がブール・単調・
反単調の場合と大きく異なる点である．この違いを見るために，以下のように定義をする．

定義 4. 独立性 |= が与えられたとする．(任意の非可換確率空間における)任意の確率変数X に対してX |= 1
かつ 1 |= X のとき，独立性 |= は単位的であるという．

命題 1. 5つの独立性のうち，単位的な独立性は古典と自由のみである．

古典独立性が単位的であることは確率論でよく知られた事実だが，別の言い方をすると，定義 1(1)におい
て仮定されている条件 q1, p2, . . . , pn ∈ N は q1, p2, . . . , pn ∈ N ∪ {0}でも同値な定義になるということであ
る．ところがブール・単調・反単調だと 0を含めることができない．
単位的な独立性の方が面白くなる傾向があるが，単位的でない独立性も様々な興味深い性質を持っている．
例えば単調独立性の極限定理は非自明な面白い問題になってくる (第 5節)．

3.5 独立性の分類

さて，混合モーメント E[Xp1Y q1 · · ·XpnY qn ]の計算規則を独立性と呼ぶのだった (より正確な独立性の定
義は参考文献 [Spe97, Mur02]にある)．これだけだと幾らでも例が作れる．例えば

E[Xp1Y q1 · · ·XpnY qn ] =
1

2
(ブール独立の計算則) +

1

2
(単調独立の計算則)

などと人工的な独立性を定義することもできる．そこで，良い独立性であるための条件を考える．

• (可換性) X |= Y ⇐⇒ Y |= X．
• (結合律) X |= Y かつ {X,Y } |= {Z} ⇐⇒ {X} |= {Y,Z}かつ Y |= Z．

可換性というのは比較的分かりやすい．独立性 X |= Y の定義において，X と Y の扱いが対等ということ
である．定義 1 を見ると，単調独立性と反単調独立性は可換でないが，古典とブールは可換である．また
自由も可換である．それに対して結合律というのは少し分かりにくい．単調独立の例で説明してみる．まず
{X,Y } |= M{Z}かつ X |= MY とすると，単調独立性の定義から

E[(Y 2)Z(X3Y XY )Z2] = E[Y 2X3Y XY ]E[Z]E[Z2] = E[X4]E[Y 2]E[Y ]2E[Z]E[Z2]

となる．一方で {X} |= M{Y, Z}かつ Y |= MZ とすると，

E[(Y 2Z)X3(Y )X(Y Z2)] = E[X4]E[Y 2Z]E[Y ]E[Y Z2] = E[X4]E[Y 2]E[Y ]2E[Z]E[Z2]
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となり結果は同じになる．このように括弧の付け替えをしても計算結果が同じであるということが結合律の意
味である．5つの独立性は結合律を満たしていることを証明できる．混合モーメントの計算規則を何か人工的
に作ってみると，たいてい結合律が破れる．これまで独立性は 2つの確率変数に対して定義してきたが，結合
律があればX1, X2, . . . , Xn の独立性も自然に定義できる．逆に結合律が破れていると‘X,Y, Z が独立’とい
う 3変数の独立性が一意的に定義できなくなるので，都合が悪い．古典と自由は単位的・可換・結合的という
3つの条件を満たすので，特に良い性質を持っている．
実は結合律はかなり強い条件で，これだけで独立性は 5つに絞られる．

定理 1. (1) [Spe97] 可換かつ結合的な独立性は古典・自由・ブールの 3つのみである．
(2) [Mur02] 結合的な独立性は古典・自由・ブール・単調・反単調の 5つのみである．

注意 1. 単調と反単調は可換でないので，村木の定理は Speicherの定理の拡張になっている．

3.6 たたみこみ (自由・ブール・単調の場合)

非可換の場合，等式 E[Xn] =
∫
R
xn dµX(x)を満たす R 上の確率分布 µX を確率変数 X の分布と定義す

る．Eが正値で X が自己共役ならばこのような µX が存在するが，ここでは深く立ち入らない．話を簡単に
するため，本稿では常に µX が存在することを仮定する．
独立性があれば，古典確率論のアナロジーとしてたたみこみが定義できる．例えば自由独立な確率変数

X,Y に対して，和X + Y の確率分布 µX+Y を µX と µY の自由たたみこみと呼び，µX ⊞ µY と書く．同様
に単調たたみこみ，ブールたたみこみを記号 µX ▷ µY , µX ⊎ µY で表す．記号が表しているように，一般には
µ ▷ ν ̸= ν ▷ µである．なお反単調たたみこみは本質的に単調たたみこみと同じとみなせるため，今後は扱わな
いことにする．
どのようにたたみこみが計算できるだろうか．単調独立の場合を例にとってみよう．古典の場合と同様に，
確率変数 X の分布をそのモーメント列とだいたい同一視することができる．よって µX = {E[Xn]}∞n=0 とみ
なすことにする．すると問題は X,Y が単調独立なときに µX ▷ µY = µX+Y = {E[(X + Y )n]}∞n=0 を計算す
ることになる．自明な非可換二項定理 (3.1)に単調独立性を適用すると，

E[(X + Y )2] = E[X2] + 2E[X]E[Y ] + E[Y 2],

E[(X + Y )3] = E[X3] + 3E[X2]E[Y ] + 2E[X]E[Y 2] + E[X](E[Y ])2 + E[Y 3]

となり，X のモーメント，Y のモーメントのみで計算ができる．しかし，これだとモーメントの次数ごとに
逐一計算しなければならないので大変だから，全ての nに対する計算を俯瞰できる公式があるとよい．そこで
母関数を用いる．第 2節で定義した積率母関数の代わりに，Cauchy変換とその逆数

Gµ(z) =

∫
R

1

z − x
µ(dx) =

∞∑
n=0

mn(µ)

zn+1
, (3.6)

Fµ(z) =
1

Gµ(z)
= z − b1(µ)−

b2(µ)

z
− b3(µ)

z2
− · · · (3.7)

を導入する．ここで bn(µ)は n次以下のモーメントm1(µ), . . . ,mn(µ)の多項式で表せ，ブールキュムラント
と呼ばれている [SW97]．さらに Fµ の逆関数は

F−1
µ (z) = z + f1(µ) +

f2(µ)

z
+

f3(µ)

z2
+ · · · (3.8)
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という形になり，f1(µ), f2(µ), . . . を自由キュムラントと呼ぶ [Voi85, Spe94]．また

Kµ(z) = z − Fµ(z), (3.9)

φµ(z) = F−1
µ (z)− z (3.10)

をそれぞれエネルギー関数，Voiculescu変換と呼ぶ．これらによりたたみこみが特徴づけられる．

定理 2. (1) Mµ∗ν(z) = Mµ(z)Mν(z). (すでに (2.7)にあるが，比較のため)

(2) [Voi86] φµ⊞ν(z) = φµ(z) + φν(z).

(3) [SW97] Kµ⊎ν(z) = Kµ(z) +Kν(z).

(4) [Mur00] Fµ▷ν(z) = Fµ(Fν(z)).

これまでは確率分布とモーメントを同一視してきた．実はモーメントを持たない場合の処方箋も知られてお
り，たたみこみは一般の確率分布に対して定義され，定理 2は一般の確率分布に対しても成立する (一般の場
合の自由たたみこみは [BV93]で扱われた)．この場合，Cauchy変換 Gµ は (3.6)の積分表示により上半平面
C+ = {z ∈ C : Im(z) > 0}において定義され，下半平面 C− に値をとる解析関数である．またその逆数 Fµ

とエネルギー関数Kµ も上半平面 C+ において定義される．Voiculescu変換 φµ は上半平面の適当な領域 (無
限遠における Stolz角領域)で定義される．

4 無限分解可能分布
たたみこみ ⋆ ∈ {∗,⊞,⊎, ▷}に対して，R上の確率分布 µが ⋆-無限分解可能であるとは任意の n ∈ N に対
してR上の確率分布 µn が存在して，

µ = µn ⋆ µn ⋆ · · · ⋆ µn︸ ︷︷ ︸
n 個

(= µ⋆n
n と表す)

となることを言う．このような確率分布の集合を ID(⋆)と表す．この定義に出てくる µn というのは µの‘n

乗根’であり，無限分解可能分布 µに対しては一意的であることが知られている．よって µn = µ⋆1/n と書く
こともできる．さらに，t = m/n (m,n ∈ N)の場合に µ⋆t := µ⋆m

n と定義し，連続性から実数 t ≥ 0に対し
ても µ⋆t を定義することができる．こうして定義された {µ⋆t}t≥0 は

µ⋆(s+t) = µ⋆s ⋆ µ⋆t, s, t ≥ 0, µ⋆1 = µ, µ⋆0 = δ0 (4.1)

を満たし ⋆-たたみこみ半群と呼ばれる．逆に ⋆-たたみこみ半群に埋め込まれる確率分布 µは明らかに ⋆-無限
分解可能である．
例えば µ = N(0, 1) (正規分布)を考えると，µ∗t = N(0, t)となる．すなわち ∗-たたみこみ半群は熱核の一
般化となっている．熱核にはブラウン運動が対応するように，一般の ∗-たたみこみ半群に対しても確率過程が
対応し，Lévy過程と呼ばれる．これは連続時間ランダムウォークと見なすことができる．Lévy過程について
は佐藤による名著 [Sat13]に詳しい．
古典の無限分解可能分布は，以下の特徴づけが知られている [GK54]．

定理 3 (Lévy–Khintchine表現). R上の確率分布 µが ID(∗)が属するならばある γ ∈ Rと有限測度 ρの組
(γ, ρ)が一意的に存在して

Mµ(z) = exp

(
γz +

∫
R

(
ezx − 1− zx

1 + x2

)
1 + x2

x2
ρ(dx)

)
, z ∈ iR (4.2)

となる．逆に任意の γ ∈ R と有限測度 ρ に対して (4.2) の式によって ∗-無限分解可能分布 µ が定まる．す
なわち {(γ, ρ) : γ ∈ R, ρはR上の有限測度 } と ID(∗) の間に全単射が与えられたことになる．組 (γ, ρ) 対
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応する µ ∈ ID(∗)を µγ,ρ
∗ と表す．また，µ ∈ ID(∗) が (γ, ρ) で特徴づけられる時，たたみこみ半群 µ∗t は

(tγ, tρ)で特徴づけられる．

注意 2. 近年では上記の形 (4.2)での Lévy–Khintchine表現はあまり用いられず，後述のガウス成分を分離し
た形 (6.1)の方が標準的である．それぞれメリット・デメリットがあり，近年の標準形 (6.1)は Lévy過程の
観点から明快な意味を持っている ([Sat13]を参照)．一方で確率分布の弱収束を議論する場合には (6.1)より
も (4.2)が便利である ([GK54]を参照)．例えば後述の定理 7(2)においては，(6.1)を用いると主張がやや複
雑になってしまう．

例 2. (1) [正規分布] γ ∈ R，ρ = vδ0, v > 0 とする．このとき

M
µ
γ,vδ0
∗

(z) = eγz+
1
2 vz

2

である．すなわち µγ,vδ0
∗ は正規分布 N(γ, v)である．正規分布の一般化で安定分布というクラスもある

[GK54, Sat13]．第 5.1節の最後で安定分布と極限定理について少し触れる．
(2) [Poisson分布] γ = λ/2 > 0，ρ = (λ/2)δ1 とすると，

M
µ
λ/2,(λ/2)δ1
∗

(z) = eλ(e
z−1)

となる．すなわち µ
λ/2,(λ/2)δ1
∗ はパラメータ λの Poisson分布である．

Lévy–Khintchine表現のアナロジーが自由，ブール，単調たたみこみに対しても知られている．

定理 4 (Bercovici & Voiculescu [BV93]). R上の確率分布 µに対して，以下は同値である．

(1) µ ∈ ID(⊞)．
(2) −φµ は Pick関数 (解析関数 C+ → C+ ∪R)に解析接続される．
(3) ある γ ∈ Rと有限測度 ρが存在して

φµ(z) = γ +

∫
R

1 + zx

z − x
ρ(dx), z ∈ C+. (4.3)

逆に任意の γ ∈ Rと有限測度 ρに対して (4.3)の式によって ⊞-無限分解可能分布 µが定まる．また (γ, ρ)は
一意である．この (γ, ρ)に対応する ⊞-無限分解可能分布 µを µγ,ρ

⊞ と表す．

なおこの定理に至る前に，Voiculescu [Voi86] (µがコンパクト台を持つ場合)，Maassen [Maa92] (µが有
限の分散を持つ場合)による部分的な結果がある．

定理 5 (Muraki [Mur00]，Belinschi [Bel05]). R 上の確率分布 µ が ID(▷) に属するならば，ある解析関数
A : C+ → C+ ∪R が存在して，微分方程式

d

dt
Ft(z) = A(Ft(z)), F0(z) = z (4.4)

の解として得られる流れ {Ft}t≥0 が F1 = Fµ を満たす．さらに γ ∈ Rと有限測度 ρが存在して

−A(z) = γ +

∫
R

1 + zx

z − x
ρ(dx), z ∈ C+ (4.5)

と表される．逆に任意の γ ∈ Rと有限測度 ρに対して (4.5)によって Aを定め，(4.4)の解の時刻 1での写像
を F1 とすると，F1 = Fµ によって ▷-無限分解可能分布 µが定まる．またこのとき (γ, ρ)は一意である．以上
によって ID(▷)と {(γ, ρ) : γ ∈ R, ρはR上の有限測度 }の間に全単射が存在する．組 (γ, ρ)に対応する ▷-

無限分解可能分布を µγ,ρ
▷ と表す．
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図 1 Wignerの半円分布 (γ = 0, v = 1)
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図 2 自由 Poisson分布 (λ = 1)

この定理はまず村木により µが有限の分散を持つ場合に証明され，Belinschiにより一般の場合が示された．
Belinschiは証明において Cowen [Cow81]による複素関数論の定理を用いている．その定理は Riemann面の
一意化定理を用いて証明され，興味深い．

定理 6 (Speicher & Woroudi [SW97]). (1) R上の任意の確率分布は ⊎-無限分解可能である．
(2) R上の確率分布 µに対してある γ ∈ Rと有限測度 ρが存在して

Kµ(z) = γ +

∫
R

1 + zx

z − x
ρ(dx), z ∈ C+. (4.6)

逆に任意の γ ∈ Rと有限測度 ρに対して (4.6)式によってR上の確率分布 µが定まる．また (γ, ρ)は一意
である．この (γ, ρ)に対応する確率分布 µを µγ,ρ

⊎ と表す．

この定理の証明はほぼ Pick関数 (あるいは Herglotz関数)の積分表示をそのまま使うだけで，比較的やさ
しい．ちなみに 4つの特徴づけの中で，単調の場合 (定理 5)の証明が圧倒的に難しい．
驚くべきことに，4種類全ての特徴づけにおいて同じパラメータ (γ, ρ)が現れている．この偶然とも思える
一致の持つ深い意味は極限定理 (第 5節)においてより明確になる．

例 3. (1) [Wignerの半円分布，図 1] γ ∈ R，ρ = vδ0, v > 0 とする．このとき

φ
µ
γ,vδ0
⊞

(z) = γ +
v

z
, z ∈ C+

である．このとき F−1
µ (z) = z + φµ(z)から F−1

µ を計算し，さらに Fµ を計算し，Gµ(z) = 1/Fµ(z)を
計算すると

G
µ
γ,vδ0
⊞

(z) =
−z + γ +

√
(z − γ)2 − 4v

2v
, z ∈ C+

となる．Stieltjesの逆変換公式 µ(dx) = −(1/π) limy↓0 Gµ(x+ iy) dx を用いると，

µγ,vδ0
⊞ (dx) =

√
4v − (x− γ)2

2πv
1[γ−

√
4v,γ+

√
4v](x) dx

となる．この確率分布をWignerの半円分布と呼ぶ．GUEランダム行列 (より一般にWigner行列)の
固有値分布として現れる．またWignerの半円分布を含む自由安定分布というクラスがあり，古典安定分
布のアナロジーになっている [BP99]．

(2) [自由 Poisson分布，図 2] λ > 0に対して，古典 Poisson分布と同じ組 (γ, ρ)を取ると，

φ
µ
λ/2,(λ/2)δ1
⊞

(z) =
λz

z − 1
, z ∈ C+

となる．ここから Cauchy変換を計算して，Stieltjesの逆変換公式を適用すると，分布は

max{1− λ, 0}δ0 +

√
((1 +

√
λ)2 − x)(x− (1−

√
λ)2)

2πx
1((1−

√
λ)2,(1+

√
λ)2)(x) dx
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であることが分かる．この分布を自由 Poisson 分布または Marchenko–Pastur 分布という．これは
Wishart行列というランダム行列の固有値分布として現れる．

(3) Wignerの半円分布と自由 Poisson分布を含む分布の族として自由Meixner分布 [BB06, SY01]がある．

例 4. この論説では主に自由の場合について解説していくが，単調・ブールの例を少し挙げておく．

(1) [逆正弦則] 単調たたみこみに関して，正規分布 N(0, v)に対応するのは逆正弦則である:

µ0,vδ0
▷ (dx) =

1

π
√
2v − x2

1[−
√
2v,

√
2v](x) dx.

(2) [Bernoulli分布] ブールの場合，正規分布 N(0, v)に対応するものは Bernoulli分布である:

µ0,vδ0
⊎ (dx) =

1

2
(δ−

√
v + δ√v).

5 極限定理と無限分解可能分布
5.1 古典確率論における極限定理

無限分解可能分布が研究されてきた大きな理由のうち，1 つはそれが Lévy 過程の分布として特徴づけら
れること，もう 1つは極限定理の極限分布として特徴づけられることである．ここでは Lévy，Khintchine，
Gnedenkoらによって 1930年代から 40年代に発展した古典的な極限定理について紹介する．5.1節の内容は
Gnedenkoと Kolmogorovの本 [GK54]に基づいている．
まずよく知られている極限定理として中心極限定理がある．確率変数 X1, X2, . . . が独立同分布でそれぞれ
平均mと分散 v > 0を持つとき，

X1 + · · ·+Xn −mn√
vn

の分布→ N(0, 1) (弱収束) (5.1)

という主張である．ここで左辺を
X1√
vn

+ · · ·+ Xn√
vn

−
√
nm√
v

と書き直してみると，nが大きくなるとき，1つ 1つの項Xi/
√
vnは小さくなっていく．つまり中心極限定理

は‘独立な微小量を多く足し合わせ，さらに適当に定数を引いたとき，うまくそれらのバランスが取れていれ
ば有限な極限に収束する’と見ることができる．他に有名な極限定理として Poissonの少数の法則がある．こ
れもやはり‘独立な微小量をたくさん足す’タイプの定理で，極限が Poisson分布になるという主張である．
これらの定理を可能な限り一般化してみる．同分布の仮定もはずすことにする．各 n ∈ N ごとに独立な
確率変数列 Xn1, Xn2, . . . , Xnkn と実数 an が与えられたとする．さらに kn ↑ ∞と仮定し，nが大きい時に
Xnk たちが一様に小さいという条件

∀ε > 0, lim
n→∞

sup
1≤k≤kn

P[|Xnk| ≥ ε] = 0 (5.2)

を仮定する．このとき和
Xn1 +Xn2 + · · ·+Xnkn + an (5.3)

の分布の弱収束を考えることにする．この問題を分布の言葉で書き換えておく．確率変数 Xnk の分布を µnk

とすると，条件 (5.2)は
∀ε > 0, lim

n→∞
sup

1≤k≤kn

µnk((−ε, ε)c) = 0 (5.4)
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となり，確率変数 (5.3)の分布は
µn1 ∗ · · · ∗ µnkn ∗ δan (5.5)

になる．上記のように kn ↑ ∞となり，(5.4)を満たす確率分布の族のことを無限小配列と呼ぶ．
ここで無限小配列に関する基本的な極限定理を述べる．有限測度の弱収束を記号 w→で表す．

定理 7. 確率分布の無限小配列 {µnk}1≤k≤kn,1≤n と実数列 a1, a2, . . . を考える．

(1) [Khintchine] µn1 ∗ · · · ∗ µnkn ∗ δan がある確率分布 µに弱収束すれば，µ ∈ ID(∗)である．
(2) [Gnedenko (?)] 実数 γ と有限測度 ρに対して，以下は同値である．

• µn1 ∗ · · · ∗ µnkn ∗ δan

w→ µγ,ρ
∗ ．

• 実数 ank =
∫
|x|<1

xµnk(dx)によって µnk の平行移動 µ̊nk(B) := µ(B + ank) (B は Borel集合)を
定義したとき，以下の 2条件が成り立つ:

kn∑
k=1

x2

1 + x2
µ̊nk(dx)

w→ ρ, an +

kn∑
k=1

(
ank +

∫
R

x

1 + x2
µ̊nk(dx)

)
→ γ. (5.6)

証明は [GK54, Chapter 4]を参照されたい．この本には明示的に書かれていないが，(2)は Gnedenkoによ
るものだと思う．文献を調べてみたら，Gnedenkoの 1939年のロシア語の論文 [Gne39, Theorem 5]にそれ
らしい定理が書いてあった (筆者はロシア語は読めないので，翻訳ソフトの助けを借りた)．少し自信がないの
で (?)を付けておく．
和 (5.3)の特別な場合を考えると中心極限定理になるが，もう少し一般化したバージョンもある．独立同分
布列 {Xi}i≥1 と実数列 ai ∈ R, bi > 0に対して確率変数

X1 + · · ·+Xn

bn
+ an (5.7)

の分布が弱収束した場合，極限は安定分布と呼ばれる．もし Xi が有限な分散を持っていれば bn =
√
nと取

れて極限は正規分布になるが，そうでない場合は bn は典型的には n1/α という形になり (0 < α < 2)，極限は
正規分布ではなくなる．また {Xi}が独立だが同分布でない場合，(5.7)の極限分布は自己分解可能というク
ラスになる (定義は 6節を参照)．これらの結果は [GK54, Chapters 6, 7]に載っている．

5.2 非可換確率論における極限定理

Voiculescuは和 (5.1)において確率変数X1, X2, . . . を自由独立と仮定し，中心極限定理の自由版を考察し，
極限分布がWignerの半円分布になることを示した．そこで定理 7のアナロジーも考えてみたくなる．この問
題を同分布な確率変数 (すなわち µn1 = µn2 = · · · = µnkn)でかつシフトが無い (an = 0)場合に限って考察
したのが Bercoviciと Pataであり，非常に有名な定理である．彼らはブールの場合も証明している．さらに
AnshelevichとWilliamsが単調の場合に証明を与えた (単調の場合の証明は他と比べてかなり難しい)．

定理 8 (Bercovici & Pata [BP99]，Anshelevich & Williams [AW14]). 確率分布の列 µ1, µ2, . . . , 自然数列
k1 < k2 < · · · , 実数 γ と有限測度 ρに対して，以下の主張は同値である．

(1) µ∗kn
n

w→ µγ,ρ
∗ ;

(2) µ⊞kn
n

w→ µγ,ρ
⊞ ;

(3) µ⊎kn
n

w→ µγ,ρ
⊎ ;

(4) µ▷kn
n

w→ µγ,ρ
▷ ;
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(5) 以下の 2条件が成り立つ:

kn
x2

1 + x2
µn(dx)

w→ ρ, kn

∫
R

x

1 + x2
µn(dx) → γ.

注意 3. (a) 同分布かつシフト 0の場合は，µ∗kn
n が無限分解可能分布に弱収束することから µn

w→ δ0 が示さ
れる (∗だけでなく ⊞,⊎, ▷でも同様)．したがって無限小条件 (5.4)は仮定しなくてよい．

(b) (5)の条件は Gnedenkoの条件 (5.6)と異なるように見えるが，同分布 (µn1 = · · · = µnkn
)でシフト 0の

場合は同値であることが示される．
(c) 単調の場合は Pick関数の反復合成に対する極限定理を与えており (定理 2(4)を参照)，複素関数論の観点
からも興味深い．

この驚くべき定理から，同分布の場合には古典・自由・ブール・単調の (弱収束)極限定理はどれも等価であ
り，またこれによって無限分解可能分布の特徴づけに現れる同じパラメータ (γ, ρ)の意味が明確になったと言
える．一般の同分布とは限らない無限小配列については解析がさらに複雑になる．まず Khintchineの定理の
自由版が Bercoviciと Pata によって示された．

定理 9 (Bercovici & Pata [BP00]). R上の確率分布の無限小配列 {µnk}1≤k≤kn,1≤n と実数の列 {an}n≥1 を
考える．n → ∞としたとき µn1 ⊞ · · ·⊞ µnkn ⊞ δan がある確率分布 µに弱収束するならば，µ ∈ ID(⊞)で
ある．

この定理 9 と定理 4 によって，収束極限が存在すれば，それは µγ,ρ
⊞ の形になる．この結果を用いて，

Chistyakov と Goetze は定理 8 の古典と自由の同値性 (1)⇔(2) を同分布とは限らない一般の場合に拡張し
た．またブールの場合にはWangが拡張した．

定理 10 (Chistyakov & Goetze [CG08a]，Wang [Wan08]). R上の確率分布の無限小配列 {µnk}1≤k≤kn,1≤n，
実数の列 {an}n≥1，実数 γ と有限測度 ρに対して以下の主張は同値である．

(1) µn1 ∗ · · · ∗ µnkn ∗ δan

w→ µγ,ρ
∗ ;

(2) µn1 ⊞ · · ·⊞ µnkn ⊞ δan

w→ µγ,ρ
⊞ ;

(3) µn1 ⊎ · · · ⊎ µnkn ⊎ δan

w→ µγ,ρ
⊎ .

これらの条件はもちろん Gnedenkoの条件 (5.6)と同値である．この定理から，無限小配列に対する極限定
理は古典，自由，ブールの間で同等であるという見事なアナロジーが示された．ところで，単調たたみこみは
定理 10で言及されていない．別に書き忘れたわけではない．実は単調たたみこみの場合は定理 10の同値性
は成り立たないことが知られている [FH]．面白いことに，単調の極限定理では同分布とそうでない場合の間
に大きな違いがある．
この節では述べなかったが，独立な確率変数の積に関する極限定理も研究されている [CG08b]．和の場合と
は異なり，積の場合は古典と自由の極限定理は同等ではない．なぜ和と積で違いが出てくるのか，理由はあま
り明らかになっていない．

6 無限分解可能分布の性質
無限分解可能分布はどのような性質を持っているだろうか．以下では古典と自由の場合を中心にいくらかの
性質を紹介する．無限分解可能分布の性質を見る場合には，Lévy-Khintchine表現 (4.2)を書き換えた方がよ
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いことが多い．以下の同値な表現を用いることにする:

Mµ(z) = exp

(
ηz +

1

2
az2 +

∫
R

(
ezx − 1− zx1[−1,1](x)

)
ν(dx)

)
, z ∈ iR. (6.1)

ここで η ∈ R, a ≥ 0であり，ν は ν({0}) = 0と
∫
R
min{1, x2}ν(dx) < ∞を満たす R上の測度で，Lévy

測度と呼ばれる．これらは (γ, ρ)を用いて表すことができる (具体的な公式は [BT02, p. 327]にある)．また
(6.1)に対応する ⊞-無限分解可能分布の表現もある．Voiculescu変換の亜種である R変換を

Rµ(z) = zφµ(1/z)

と定義する．すると表現 (4.3)は以下のようになる:

Rµ(z) = ηz + az2 +

∫
R

(
1

1− zx
− 1− zx1[−1,1](x)

)
ν(dx), z ∈ C−. (6.2)

ここで現れるパラメータは (6.1)と全く同じ条件を満たす．また ν は自由 Lévy測度と呼ばれる．

6.1 単峰性

R上の測度 τ が単峰 (unimodal)であるというのは，ある c ∈ Rと関数 f : R → [0,∞)が存在して，f

は (−∞, c)において単調非減少，(c,∞)において単調非増加であり，

τ(dx) = τ({c})δc(dx) + f(x) dx (6.3)

となることを言う．ここで cのことをモードという (モードは一意的とは限らない．一様分布なども単峰分布
に含めているからである)．大雑把に言えば確率分布 (の密度関数)を図示したときのグラフの形として，山が
1つしか存在しないということである．例えば正規分布 N(γ, v)は単峰で，モードは平均値の γ となる．また
Wignerの半円分布も単峰である (図 1)．自由 Poisson分布は λ ≥ 1ならば単峰だが (図 2から λ = 1ならば
モード 0)，0 < λ < 1の時は原点に原子を持つために，単峰ではない．単峰性に関する有名な定理として，以
下で紹介する山里の定理がある．

6.2 山里の定理

確率分布が ∗-自己分解可能であるとは，任意の c ∈ (0, 1)に対し，ある確率分布 µc が存在して

µ = (Dcµ) ∗ µc. (6.4)

となることを言う．ここで Dc は c 倍のスケール変換 ((Dcµ)(B) = µ(c−1B)，B はボレル集合) である．
c ↑ 1のとき Dcµ

w→ µであり，さらに µc
w→ δ0 となることが証明できる．ここで (6.4)をもう一度用いると

µ = (Dc2µ) ∗ (Dcµc) ∗ µc となり，さらに繰り返し用いると

µ = (Dcnµ) ∗ (Dcn−1µc) ∗ · · · ∗ (Dcµc) ∗ µc

となる．例えば c = 1− 1/
√
nと取れば c ↑ 1かつ cn ↓ 0となり，従って µは無限小配列の極限として表され

る．Khintchineの定理 (定理 7)より µ ∈ ID(∗)である (詳細は [GK54, §29]を参照)．
実は確率分布 µが ∗-自己分解可能であることは次の条件と同値である: µ ∈ ID(∗)であり，その Lévy測度
を ν としたとき |x|ν(dx)がモード 0の単峰測度になる，つまり (−∞, 0)上で単調非減少，(0,∞)上で単調非
増加となる関数 k : R → [0,∞)によって

ν(dx) =
k(x)

|x|
dx (6.5)
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と表される (Lévy測度の性質 ν({0}) = 0に注意しておく)．証明は [GK54, §30，Theorem 1]にある．例え
ば正規分布は ν = 0なので ∗-自己分解可能となる．
以下の定理が知られている．

定理 11 (山里 [Yam78]). 全ての ∗-自己分解可能分布は単峰である．

この定理は何人もの数学者が誤った証明を与えたことで有名であり，Gnedenko と Kolmogorov の本
[GK54]のロシア語原著にも誤った証明が載っていたそうである (英訳本では定理は撤回されており，巻末で
事情が説明されている)．山里の論文に証明されるまでの経緯が書かれている．
さて，自由確率論においても単峰性を考えてみたい．明らかに Wigner の半円分布は単峰である．さら
に Biane が論文 [BP99] の付録において自由安定分布が単峰であることを示した．その後，Haagerup と
Thorbjørnsen [HT14]が自由ガンマ分布と呼ばれる分布に対して単峰性を示した．これらを一般化した山里
の定理の自由版も成り立つことが最近になって示された．

定理 12 (長谷部 & Thorbjørnsen [HT16]). 全ての ⊞-自己分解可能分布は単峰である．

注意 4. ⊞-自己分解可能分布の定義は (6.4)において ∗を ⊞で置き換えればよい [BT02]．自由 Lévy測度に
よる特徴づけも全く同じ条件 (6.5)になる．例えばWignerの半円分布，(あまり解説していないが) 自由安定
分布や自由ガンマ分布は ⊞-自己分解可能である [HST]．

このように単峰性については見事なアナロジーが古典確率論と自由確率論の間に存在する．なぜアナロジー
があるのか説明があると良いが，今のところよく分かっていない．別個のアイデアで証明されているのみであ
る．単峰性については，他にも対称な無限分解可能分布について古典と自由の間の見事な対応が発見されてい
る [HS]が，やはりなぜうまくいくのか理由はよく分からない．
最後に単調とブールの場合についても少し触れておく．これらの場合は正規分布に相当する分布が逆正弦則
とベルヌーイ分布であり (例 4を参照)，ともに単峰ではない．従って山里の定理の類似は成り立たないことに
なる．安定分布の場合には密度関数が具体的に分かり，それを用いて単峰性の完全な分類がなされている．そ
の結果，安定分布の中には単峰なものとそうでないものがあることが分かっている [HS15]．例えば Lévy測度
がどのような条件を満たせば単峰になるかという問題も考えられるが，何も知られていない．

6.3 単峰性に関するアナロジーの破れ

さて，自由と古典ではまるっきり異なる結果も存在する．まず古典の場合は以下の結果がある．

定理 13 (Wolfe [Wol78]). µを ∗-無限分解可能分布とし，(6.1)における 3つ組を (η, a, ν)とする．また a = 0

とし，Lévy測度 ν は平均 m ̸= 0と分散 Var(ν) < ∞を持つ確率測度とする．このとき t > 3Var(ν)/m2 な
らば µ∗t は単峰ではない．

これに対して，自由の場合にはほぼ反対の結果がある．

定理 14 (長谷部 & 佐久間 [HS]). R上のコンパクト台を持つ ⊞-無限分解可能分布を µとする．またM > 0

を µの自由 Lévy測度の台が [−M,M ]に含まれるような最小の数とする (ただし自由 Lévy測度が 0の時は
M = 0と定義する)．このとき t ≥ 4M2/Var(µ)ならば µ⊞t は単峰である．

注意 5. 自由確率論では µがコンパクト台を持つことと，その自由 Lévy測度がコンパクト台を持つまたは 0

となることが同値である．したがってM < ∞が成り立つ．
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これに関して色々な未解決問題がある．例えば，

問題 1. 定理 14において，コンパクト台を持つという仮定は緩められるだろうか？

他にもこの定理に関する問題や予想が [HS]にある．古典の場合には他にも単峰性に関する色々な結果があ
る．例えば佐藤 [Sat13]，渡部 [Wat01]を参照されたい．

6.4 分布の正則性 (古典)

R上の確率分布 µは µ = µd + µac + µsc と離散 +ルベーグ絶対連続 +特異連続の 3つに分解できること
を思い出そう．正則性というのは，確率分布がルベーグ絶対連続であるかどうか，もし絶対連続ならば密度関
数は滑らかかどうか，といった性質の総称である．例えば基本的な問題として，∗-無限分解可能分布の 3つ組
(η, a, ν)がいかなる条件を満たしていれば µはルベーグ絶対連続になるかという問題を考えることができる．
まず古典の場合に成り立つ定理を挙げておく．

定理 15. (1) µをR上の ∗-無限分解可能分布で，式 (6.1)における 3つ組を (η, a, ν)とする．µが discrete

(µ = µd)となるための必要十分条件は，a = 0，ν(R) < ∞かつ ν が discreteとなることである [Sat13,

Corollary 27.5]．
(2) デルタ測度ではない ∗-自己分解可能分布はルベーグ絶対連続である [Sat13, Theorem 27.13]．

また (2)については，密度関数の滑らかさに関する精密な結果もある [Sat13, Theorem 28.4]．

6.5 分布の正則性 (自由)

自由の場合はかなり強い正則性が知られている．

定理 16 (Belinschi & Bercovici [BB04]). µを ⊞-無限分解可能とする．

(1) µは特異連続部分を持たない．つまり µsc = 0である．
(2) µの持つ原子の数は高々 1つである．つまり µd の台は高々 1点である．
(3) µac の密度関数は台の内点において実解析的である．つまり開集合 U ⊂ Rが存在して µac(R \U) = 0を
満たし，dµac/dxは U 上で実解析的である．

注意 6. ⊞-無限分解可能分布に限らず，単に 2つの確率分布の自由たたみこみを取るだけで，強い正則性が成
り立つことが知られている [Bel08]．

⊞-無限分解可能分布に対して µsc = 0が分かったので，次の問題として µの持つ原子の数 (0 or 1)を求め
たい．また dµac/dxは台の内点では実解析的だが，台の境界においてはどのように振る舞うだろうか．自由
Lévy–Khintchine表現 (6.2)の観点からは以下の結果が知られている．

定理 17 (長谷部 & 佐久間 [HS]). 3つ組 (η, a, ν)を持つR上の ⊞-無限分解可能分布 µに対して，以下が成
り立つ．

(1) a > 0，または a = 0かつ ν(R) ∈ (1,∞]ならば µはルベーグ絶対連続であり，さらに µの確率密度関数
はR上の連続関数に拡張できる．

(2) a = 0かつ ν(R) = 1ならば µはルベーグ絶対連続である．
(3) a = 0かつ ν(R) ∈ [0, 1)ならば，実極限 c := φµ(+i0)が存在して µ({c}) = 1− ν(R)となる．
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⊞-自己分解可能分布はデルタ測度を除いてケース (1)に該当する．定理 16と合わせると以下が成り立つ．
結果が古典の場合と似ているのが面白い (定理 15を参照)．

系 1. デルタ測度ではない ⊞-自己分解可能分布はルベーグ絶対連続であり，その密度関数は台の内点で実解
析的であり，さらにR上の連続関数に拡張できる．

定理 17において (3)の場合は，絶対連続部分 µac の密度関数はR上で連続であることも，そうでないこと
もある．しかし (2)の場合の µ = µac の密度関数は連続になるような例が知られていない．例えばパラメータ
λ = 1の自由 Poisson分布は (2)の場合で，密度関数は

√
(4− x)/x1(0,4)(x)となり，x = 0において無限大

に発散している．他にも例があり，以下のことが成り立つのではないかと予想している．

予想 1. 定理 17(2)の場合，dµ/dxは点 φµ(+i0) (∈ Rである)において無限大に発散する．

単調とブールの場合には正則性に関する研究はほとんどないが，筆者の知る限り唯一，以下の結果が知ら
れている [Has10, Theorem 3.5]: ▷-無限分解可能分布 µが a ∈ Rにおいて孤立した原子を持っているならば
(すなわち µ({a}) = µ(U) > 0となる aの開近傍 U が存在する)，R \ {a}において µはルベーグ絶対連続に
なる．従って，例えばベルヌーイ分布のような 2点以上の台を持つ離散分布は ▷-無限分解可能とはならない．

7 非自明な自由無限分解可能分布の例 — 古典確率論で有名な分布から
7.1 正規分布

どのような確率分布が ⊞-無限分解可能 (以下 FID，Freely Infinitely Divisible) になるかを知りたい．
Wignerの半円分布や自由 Poisson分布のように自由確率論で重要な分布の多くは FIDとなり，⊞-たたみこ
み半群 (4.1)も具体的に分かることが多い．たたみこみ半群が具体的に分からなくても，Voiculescu変換の形
が具体的に分かっていれば，FIDであるかどうか判定するのは易しい (定理 4(2)が便利である)．そうでない
場合は FIDかどうかは難しい問題になる．例えば正規分布が FIDかどうかという問題を考えてみると，すぐ
にお手上げになってしまう．まず Cauchy変換は

GN(0,1)(z) =

∫
R

1

z − x

1√
2π

e−x2/2 dx (7.1)

となるが，これ以上計算できそうにないし，また逆関数 G−1
N(0,1) あるいは F−1

N(0,1) も計算できそうにない．と
ころがこの問題については肯定的な答えが知られている．鍵となるのは定理 4(2)であるが，さらに便利なの
は次の補題である [AH13]．

補題 1. ある領域 C+ ⊂ Ω ⊂ C が存在して，Cauchy変換 Gµ : C
+ → C− が解析的全単射 Ω → C− に解析

接続されるならば，µは FIDである．

この補題の証明はそれほど困難ではない．難しいのは正規分布に対して Ωをどうやって構成するかである．
論文 [BBLS11]では (7.1)を部分積分することにより導かれる一階の常微分方程式

G′
N(0,1)(z) = 1− zGN(0,1)(z) (7.2)

を解析することで，Ωの存在が示され，以下の定理が示された．

定理 18 (Belinschi & Bożejko & Lehner & Speicher [BBLS11]). 正規分布は FIDである．

正規分布は古典確率論における重要な分布であることと，初めて非自明な (つまり Voiculescu 変換が具体
的に書けない) 確率分布に対して FIDが示されたという意味で注目された結果である．この定理が何かに応
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用を持つかどうかは分かっていないが，組合せ論などいくつかの背景があることが [BBLS11] で議論されて
いる．ちなみに定理 18の別証明が知られているが [ABBL10, AB13, Has14]，最も簡単な証明は [Has14]の
Remark 6.5にある証明だと思う．
最近，Belinschi et al. の定理をさらに強くすることに成功したので報告する．

定理 19 (長谷部 & 佐久間 & Thorbjørnsen [HST]). 正規分布は ⊞-自己分解可能である．

この定理の証明においては，以下の特徴づけがカギになる．

補題 2. µ を補題 1 の仮定を満たす確率分布とし，Cauchy 変換の解析接続である全単射写像を同じ記号
Gµ : Ω → C− によって表す．このとき µが ⊞-自己分解可能であることは以下と同値である:

Im

(
ω +

Gµ(ω)

G′
µ(ω)

)
≤ 0, ω ∈ Ω. (7.3)

たいてい領域 Ωの形は具体的に書けないのだが，正規分布の場合には微分方程式 (7.2)を用いると Ωの形
が分からないまま補題 2の条件 (7.3) を示すことができて，定理 19が従う．
したがって正規分布の自由 Lévy測度は (6.5)の形をしている．また定理 19と定理 12によって，たたみこ
み半群 N(0, 1)⊞t, t > 0 の分布はすべて単峰であることが分かる．しかし正規分布に関する疑問はまだまだ
残っている．

問題 2. 正規分布に対応する ⊞-たたみこみ半群はどのようなものだろうか？　確率密度関数を特殊関数を用
いて表示できるだろうか？　ちなみに 0 < t ̸= 1ならば N(0, 1)⊞t ̸= N(0, t)である．

7.2 ベータ分布，第二種ベータ分布，ガンマ分布，逆ガンマ分布，t分布

正規分布が FID であることが 2011 年に示されてから，その手法を発展させたり別の手法を考案すること
で，筆者を含む何人かの研究者は多くの古典確率論で有名な分布が FIDであることを見出してきた．以下の
例では，特別なパラメータを除いて Voiculescu変換 φµ を具体的に求めることができないので，証明は非自
明である．以下の例は (4)の一部を除き，全て補題 1を用いて証明される．

定理 20. (1) [Has14, Has16] p, q > 0をパラメータに持つ (0, 1)上のベータ分布

1

B(p, q)
xp−1(1− x)q−1 1(0,1)(x) dx

は以下の場合に FIDとなる (図 3): (i) p, q ≥ 3/2; (ii) p ≤ 1/2, q ≥ 3/2; (iii) p ≥ 3/2, q ≤ 1/2．ベータ
分布は (平行移動した)Wignerの半円分布と自由 Poisson分布 (λ = 1)を含むことに注意しておく．なお
論文 [AH13, AB13]では特別なパラメータの場合にこの結果を証明している．

(2) [Has14] p, q > 0をパラメータに持つ第二種ベータ分布

1

B(p, q)

xp−1

(1 + x)p+q
1(0,∞)(x) dx

は p ∈ (0, 1/2] ∪ [3/2,∞)ならば FIDとなる (図 4)．
(3) [Has14] p > 0をパラメータにもつ ultraspherical分布

1

22p−1B(p, p)
(1− x2)p−1 1(−1,1)(x) dx

が FIDになるための必要十分条件は p ≥ 3/2である．なお Arizmendiと Belinschiが論文 [AB13]にお
いて特別なパラメータの場合に証明している．
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図 4 第二種ベータ分布

(4) [Has14] q > 0をパラメータに持つR上の t分布

1

B(1/2, q)
(1 + x2)−q−1/2 1R(x) dx

は以下の場合に FIDとなる: q ∈ (0, 3/2] ∪
∪∞

n=1 [2n− 1/4, 2n+ 3/2] . なお q = 1/2 (Cauchy分布)と
q = 3/2の場合は Voiculescu変換が具体的に計算できる．

(5) [Has14] p > 0に対して定義されるガンマ分布

1

Γ(p)
xp−1e−x 1(0,∞)(x) dx

は p ∈ (0, 1/2] ∪ [3/2,∞)のとき FIDである．なお p = 1/2の場合はカイ二乗分布であり，この場合は
Arizmendi–長谷部–佐久間 [AHS13]によって FIDである事が示された．

(6) [Has14] 逆ガンマ分布
1

Γ(p)
x−p−1e−1/x 1(0,∞)(x) dx

は全ての p > 0に対して FIDである．なお p = 1/2の場合は古典 1/2-安定分布である．
(7) この他にも [AH13, AH16, BH13, Has16]等で例が知られている．

証明に関して少し触れると，ベータ分布，第二種ベータ分布，t分布の Cauchy変換は全て Gaussの超幾何
級数で書くことができて，それが満たす微分方程式を解析し，補題 1の Ωを構成することで定理が証明され
た．ガンマ分布と逆ガンマ分布は，それぞれスケールを変えたベータ分布と第二種ベータ分布の極限として得
られるので，それらが FIDであることは (1)と (2)から直ちに従う (FIDのクラスは弱収束に関して閉集合で
ある)．Ultrasherical分布はベータ分布の p = q の場合の一次変換から得られる．この場合には FIDである
ための必要十分条件が得られている．
図 3と図 4の白い領域については，FIDでない部分が存在することが分かっているが，まだ FIDとも FID

でないとも分かっていない部分もある．例えば図 3で 0 < p, q ≤ 1の時は FIDでないことが分かっている．
ガンマ分布についても，FIDではないことが分かっている p ∈ (1/2, 3/2)もあるし，まだ分かっていないもの
もある．詳細については [Has14] を参照されたい．未解決のパラメータ領域については以下の予想を立てて
いる．

予想 2. (1) ベータ分布は図 3の白い領域においては FIDではない．
(2) 第二種ベータ分布は図 4の白い領域 (1/2 < p < 3/2)においては FIDではない．
(3) ガンマ分布は 1/2 < p < 3/2の場合には FIDではない．
(4) t分布はすべての q > 0に対して FIDである．
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7.3 古典かつ自由無限分解可能な分布

古典の場合は ∗-無限分解可能分布 (以下 ID分布)の研究がかなりあり，様々な面白いクラスが知られてい
る．例えばGGC (Generalized Gamma Convolution)やGoldie–Steutel–Bondesson*3というクラス [Bon92]

は，特徴づけに Pick関数 (C+ からC+ ∪Rへの解析関数)を用いる点で，自由確率論 (定理 4)と共通してい
る．そこで現れる公式なども自由確率論の場合とよく似ており，何か関係があるのではないかと思わされる．
また定理 20 で提示した確率分布は (1) と (3) を除いてパラメータの制限なしで ID にもなっている (例えば
Bondessonの本に証明が載っている [Bon92])．IDかつ FIDであるような例は他にも [AH16, BH13, Has16]

で見つかっており，ID分布と FID分布の共通部分はなかなか広いクラスのように思われる．これは偶然だろ
うか．

問題 3. (1) 古典的な安定分布は FIDであるかどうかを調べよ．正規分布 (定理 18)，Cauchy分布 (自由安定
分布でもある)と正の 1/2-安定分布 (定理 20(6)の p = 1/2)の場合には肯定的な答えが知られている．安
定分布についての参考文献として [Sat13, GK54]がある．

(2) 古典確率論で HCMという分布のクラスがある [Bon92]．これは ID(∗)の部分集合で，確率変数のベキ
乗や，独立な確率変数の積について閉じている．このような性質を持つクラスを自由確率論の場合に見出
せ．ちなみに積やベキ乗に関するいくつかの結果が [AHS13, Has16]にある．

(3) ID(∗)と ID(⊞)の共通部分に何らかの理論を構築せよ．(エルミート行列値確率変数として) ID分布を
持つランダム行列で，その固有値分布が FID分布に収束するようなモデルが知られている [BG05, CD05]．
このモデルを用いて何か言えないだろうか？

7節では主に自由の場合の話をしてきたが，では単調の場合の非自明な無限分解可能分布の例はあるかとい
うと，全く知られていない．難しくて手が出ないというのが筆者の印象である．例えば正規分布が ▷-無限分解
可能かどうかは知られておらず，自由の場合よりもずっと難しい問題だと思う．
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[Sat13] K. Sato, Lévy Processes and Infinitely Divisible Distributions, corrected paperback edition, Cambridge

University Press, Cambridge, 2013.

[Sch] S. Schleissinger, The chordal Loewner equation and monotone probability theory, arXiv:1605.06689

[Spe94] R. Speicher, Multiplicative functions on the lattice of non-crossing partitions and free convolution, Math.

Ann. 298 (1994), 611–628.

[Spe97] R. Speicher, On universal products, Free Probability Theory, ed. D. Voiculescu, Fields Inst. Comm. 12,

AMS, 1997, 257–266.

[SW97] R. Speicher and R. Woroudi, Boolean convolution, Free Probability Theory, ed. D. Voiculescu, Fields

Inst. Comm. 12, AMS, 1997, 267–280.
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