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1 はじめに

ミクロ経済学に社会選択の理論 (social choice theory)があり、その中に rank-
ing theoryというものがあるそうである。経済統計学者の紙屋英彦と竹村彰
通は 1997年に ranking theory の 高次元 unfolding modelに関する基本的定
理を、超平面配置の理論を適用して証明した [KT]（紙屋はこの業績で統計学
小川賞を受賞）。筆者はこの結果を知り興味を持ち、両氏との communication
が始まったが、その際、social choice theoryにおける最も重要な結果である
Kenneth Arrow (1969年ノーベル経済学賞受賞) の Impossibility Theorem
について教えていただき、それが純粋に組合わせ数学の定理であることを学
んだ。また、筆者の長年の共同研究者である P. Orlik を巻き込んで４人で
ranking patterns の数について少しく結果を得た。
「代数学シンポジウム」で講演させていただいた折り、Arrow’s Impossi-

bility Theoremを紹介したが、何人かの方々が興味を持って下さり、「証明を
知りたい」という声もあったので、前半に「数学者向け」の完全な証明をつ
けた。後半は、Kamiya-Takemura[KT]と４人の共同研究の紹介である。

2 Arrow の Impossibility Theorem

まずは Arrowの Impossibility Theoremの純粋に数学的な formulationと証
明を与えた後、その社会科学的意味を筆者の理解する範囲で述べよう。

Sn を [n] := {1, 2, . . . , n} から [n] への全単射全体のなす集合とする。
F2 := {0, 1} を２元体とする。各 ordered pair i, j ∈ [n], i �= j,に対して写像

πij : Sn −→ F2, πij(σ) =

{
1 if σ(i) > σ(j),

0 if σ(i) < σ(j)

を定義する。m を自然数として、

S
m
n := Sn × · · · × Sn (m回), F

m
2 := F2 × · · · × F2 (m回),
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πm
ij := (πij , . . . , πij) : S

m
n −→ F

m
2

とする。

定理. (Arrow’s Impossibility Theorem (1963)) n ≥ 3とするとき、以
下の２条件をみたす写像 ϕ : S

m
n −→ Sn は、ある成分への射影に限る。

(1) 各 ordered pair i, j ∈ [n], i �= j,に対して、以下の図式を可換にする写
像 ϕij が存在する:

S
m
n

ϕ−→ Sn

πm
ij ↓ ↓ πij

F
m
2

ϕij−→ F2

(2) 1 := (1, 1, . . . , 1) ∈ F
m
2 とするとき、ϕij(1) = 1.

以下、ミクロ経済学の教科書 [M-CWG]に沿った証明をやや変形して紹
介しよう。F

m
2 を成分ごとの和と積で環とみなす。また F

m
2 の元を 1S =

(ε1, ε2, . . . , εm) (ただし、εp = 1 ⇔ p ∈ S) と表記する。

step 1. ϕij は i, j によらない。
まず、i, j, k ∈ [n]は相異なるとして、

ϕij = ϕik, ϕji = ϕki

を示そう。S ⊆ [m] として、σ = (σ1, σ2, . . . , σm) ∈ S
m
n を{

σp(i) > σp(j) > σp(k) if p ∈ S,

σp(j) > σp(k) > σp(i) if p �∈ S

となるように取っておく。すると、

πm
ij (σ) = πm

ik(σ) = 1S, πm
jk(σ) = 1

である。πjk ◦ ϕ(σ) = ϕjk ◦ πm
jk(σ) = ϕjk(1) = 1 より ϕ(σ)(j) > ϕ(σ)(k)を得

る。同様に πij ◦ ϕ(σ) = ϕij ◦ πm
ij (σ) = ϕij(1S) より、

ϕij(1S) = 1 ⇔ ϕ(σ)(i) > ϕ(σ)(j).

従って、
ϕij(1S) = 1 ⇒ ϕ(σ)(i) > ϕ(σ)(k) ⇔ ϕik(1S) = 1.
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これは、ϕij = ϕik を示している。
次に、T := [m] \S とすると、πm

ji (σ) = πm
ki(σ) = 1T = 1+1S である。こ

のとき、

ϕji(1T ) = 1 ⇔ ϕ(σ)(j) > ϕ(σ)(i) ⇔ ϕij(1S) = 0

⇔ ϕik(1S) = 0 ⇔ ϕ(σ)(k) > ϕ(σ)(i) ⇔ ϕki(1T ) = 1.

これは、ϕji = ϕki を示している。
さて、i, j, k, � ∈ [n], i �= j, k �= � とする。n ≥ 3 なので、p ∈ [n] \ {i, k}

となる p をとって、

ϕij = ϕip = ϕkp = ϕk�.

よって、以下、ϕ = ϕij と表記する。

step 2. ϕ(1 + x) = 1 + ϕ(x) (x ∈ F
m
2 ).

x = 1Sとすれば、これは、step 1の後半ですでに示されている。

step 3. x,y ∈ F
m
2 で ϕ(x) = ϕ(y) = 1 とすると、ϕ(xy) = 1.

i, j, k ∈ [m]が相異なるとせよ。x = 1S,y = 1T とする。σ = (σ1, σ2, . . . , σm) ∈
S

m
n を ⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
σp(i) > σp(j) > σp(k) if p ∈ S ∩ T,

σp(k) > σp(i) > σp(j) if p ∈ S \ T,

σp(j) > σp(k) > σp(i) if p ∈ T \ S,

σp(k) > σp(j) > σp(i) if p �∈ S ∪ T.

となるように取っておく。すると、

πm
ij (σ) = 1S, πm

jk(σ) = 1T , πm
ik(σ) = 1S∩T

である。step 1で見たように

ϕ(σ)(i) > ϕ(σ)(j) > ϕ(σ)(k)

であり、

ϕ(xy) = ϕ(1S∩T ) = ϕ ◦ πm
ik(σ) = πik ◦ ϕ(σ) = 1.
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step 4. ある h ∈ [m]が存在して、

1{h} =
∏

x∈ϕ−1(1)

x.

右辺を 1T と置くと、step 3 より、ϕ(1T ) = 1. もし、ϕ(x) = 1 ならば、
1T = x1T であることに注意しておく。ϕ(0, 0, . . . , 0) = ϕ(1+1) = 1+ϕ(1) =
0なので、T は空でない。よって h ∈ T をとる。(1+1{h})1T = 1T +1{h} �= 1T

なので、0 = ϕ(1 + 1{h}) = 1 + ϕ(1{h}). 従って、ϕ(1{h}) = 1 であり、
1T = 1{h}1T = 1{h}.

step 5. ϕ = projh (h 番目の成分への射影).

もし、ϕ(1S) = 1 ならば 1{h} = 1S1{h} なので、h ∈ S. この対偶として
h �∈ S ⇒ ϕ(1S) = 0を得る。もし、h ∈ S ならば、1+ϕ(1S) = ϕ(1+1S) = 0
なので、ϕ(1S) = 1.

step 6. ϕ = projh (h 番目の成分への射影).

σ = (σ1, σ2, . . . , σm) ∈ S
m
n , i, j ∈ [n], i �= j, とするとき、

ϕ(σ)(i) > ϕ(σ)(j)

⇔ πij(σh) = projh ◦ πm
ij (σ) = πij ◦ ϕ(σ) = 1 ⇔ σh(i) > σh(j).

よって、ϕ(σ) = σh. これで証明が終わった。

この定理の社会科学的な解釈は次のとおりである。m 人からなる社会を
考える。1, 2, . . . , nの n 個の (政策)optionsがあり、各人が n 個の optionsに
ついて好みの ranking表を持っているとする。各 ranking表は Sn の要素を定
めるので、各人の ranking表の総体は、S

m
n の要素をひとつ定めていると思え

る。さて、各人の ranking表から、社会としての ranking表を決定する方法と
は、写像ϕ : S

m
n −→ Sn のことなので、写像 ϕが政策決定の方法、あるいは、

政治体制そのものであるとも言えよう。ϕは social welfare functionalと
呼ばれる。さて、Impossibility Theorem の中で写像 ϕ について課せられた
２条件は、

(1)ふたつの options i, jに対して、社会として、どちらの optionを上位に
置くかは、社会の構成員の中で誰が option iを option jよりも上に置いている
か、ということのみに依存する。(the pairwise independence condition)

(2) 社会の構成員全員が option iを option jよりも上位に置いているなら
ば、社会全体としても、option iを option jよりも上位に置く。(the Paretian
condition)
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ということに他ならない。いずれも社会的に合理的な制約と言えよう。しか
るに定理の帰結は、社会の中に特別な人（独裁者）hが存在して、h の個人
的な ranking表をそのまま社会としての ranking表として採用するというこ
とに他ならない。すなわち、上記２条件を満たす政治体制は独裁制である、
というショッキングな帰結を得る。

Impossibility Theorem の中の n ≥ 3という条件は本質的である。「賛成」
と「反対」のように、optionが２つしかない場合 (n = 2)、賛否同数の際に
は、「議長」に “tiebreaker”の権利を与えておけば、多数決原理は機能して、
条件 (1)(2)をともに満足する。よって、n = 2 の場合は、多数決原理によっ
て独裁性が回避される。しかし、optionが３つになる (n = 3)と、社会の構
成員が３人 A, B, C の場合でさえも、

A の ranking表: 123
B の ranking表: 231
C の ranking表: 312

という状況では「３すくみ」となり、多数決原理は社会としての ranking表を決
定できない。このことは、すでに 18世紀に Condorcet侯爵 (1743-1794)によっ
て指摘され、Condorcet’s paradoxとして知られている。Arrow’s Impossibility
Theoremは Condorcet’s paradox の延長線上にある。

3 超平面配置の rankingへの応用

さて、Arrow’s Impossibility Theoremの否定的帰結（独裁制）を回避する方
法は色々提案されているようだが、ここでは、写像 ϕの定義域 S

m
n を小さく

する、という考え方を紹介する。つまり、個々人の選好（ranking表）はすべ
ての順列が可能なわけではなくて、あるパターンのものしか現れない、とい
う考え方である。ひとつの例として、個人の選好が１次元的パラメータで決
定されている場合を考える。具体的には、価格のみで購入を決める場合など
が考えられる。また、政治的立場が「右寄り」とか「左寄り」とか表現され
るときは１次元パラメータで決定されている、ということができる。
心理統計学者の C. H. Coombs [C1, C2] は次のような１次元 unfolding

modelを提唱した。すなわち n個の options 1, 2, . . . , nの１次元パラメータ
x1 < x2 < · · · < xn が実数直線上に置かれ、個人 Y の理想の option もま
た y として同一直線上に置かれる。この model では、距離 |y − xi| が個
人 Y の理想と現実の option iとの（心理的）距離を表している。すなわち、
|y−xi| < |y−xj |のとき、個人Y の ranking表では、option iが option jより
も上位に置かれている。たとえば、n = 3 の場合を考えると、options 1, 2, 3
のパラメータ x1 < x2 < x3 が generic に与えられているとき、個人の ideal
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point y の位置による ranking表の変化は以下のとおりである。

y < (x1 + x2)/2 のとき : 123

(x1 + x2)/2 < y < (x1 + x3)/2 のとき : 213

(x1 + x3)/2 < y < (x2 + x3)/2 のとき : 231

(x2 + x3)/2 < y のとき : 321

よって、可能な ranking表は４通りだけであって、S3 の元がすべて登場す
るわけではない。このように social welfare functional ϕ の定義域を小さく
しておくと、「多数決原理」が、the pairwise independent condition と the
Paretian condition の２条件を満たすことがわかる。特に、この modelでは
Condorcet’s paradoxは回避されている。
１次元 unfolding model を自然に高次元に拡張したmodel は以下のよう

に与えられる。n個の options 1, 2, . . . , n のもつ d個のパラメータを用いて、
R

d内に、n点 x1, . . . ,xn を plot する。個人 Y の ideal point y もR
d内に置

く。１次元 unfolding model と同様に y と xi とのユークリッド距離を用い
て Y の ranking表を作成することができる。このとき、可能な ranking表の
数について以下の基本的定理がある。

定理. (H. Kamiya-A. Takemura[KT]) n ≥ d とする。n個の optionsを
もつ d次元 unfolding modelにおいて可能な ranking表の数は

c0 + c1 + · · ·+ cd

に等しい。ただし

n∑
i=0

cit
i =

n−1∏
j=1

(1 + jt).

この定理は超平面配置の理論の見事な応用である。証明の概略を紹介し
よう。 i, j ∈ [n], i < j, に対して、超平面

Hij := {(x1, x2, . . . , xn) ∈ R
n | xi = xj}, Mij := {x ∈ R

d | |x− xi| = |x − xj |}
を定義する。超平面配置

Bn := {Hij | 1 ≤ i < j ≤ n}
は組紐超平面配置 (braid arrangement)と呼ばれる。このとき、超平面配置

Ad
n := {Mij | 1 ≤ i < j ≤ n}
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が (組合せ的に) Bn を generic な d次元平面で切った切り口 (d-dimensional
truncation)になっていることが証明される。従って、Ad

n のPoincaré 多項式
[OT] π(Ad

n, t)は、Bn の Poincaré 多項式 π(Bn, t) の (d + 1)次以上の項を切
り落としたものになっている。組紐超平面配置については

π(Bn, t) =
n−1∏
j=1

(1 + jt).

であることが古典的に知られている (e.g., [OT]) ので、

π(Ad
n, t) =

d∑
i=0

cit
i

一方、[Z] から、部屋の数は Poincaré 多項式に t = 1 を代入したものである
ので、定理を得る。

さて、n個の optionsをもつ d次元 unfolding modelにおける可能な rank-
ing表全体の集合を ranking pattern と呼ぶ。ranking pattern P は Snの
部分集合であり、上記のKamiya-Takemura の定理から、|P |は一定である。
しかし、何通りの ranking patternsが可能であるか、という問題は、１次
元の場合ですらも未解決であるようだ。以下、d = 1 とする。たとえば、
n = 3, x1 < x2 < x3, のときは、ranking patternは

{123, 213, 231, 321}
のただひとつだが、n = 4になると

P1 = {1234, 2134, 2314, 3214, 3241, 3421, 4321},
P2 = {1234, 2134, 2314, 2341, 3241, 3421, 4321}

とふたつの ranking patternsが可能であり、どちらが起こっているかは、与
えられた１次元データの分布によって決まっている。r(n) を n個の options
をもつ１次元 unfolding model の ranking patternsの個数とする。r(n) の一
般項は知られていない、と思われるが、対称群の表現で著名な hook formula
の発見者の一人であるR. M. Thrall (1952)が、あるYoung tableaux の個数
を数えることによって与えた上界がある:

r(n) ≤
(

n
2

)
!(n − 2)!(n − 3)! . . . (3!)(2!)

(2n − 3)!(2n − 5)! . . . (5!)(3!)
.
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以下、r(n) をある超平面配置の部屋の数として解釈しよう。まず、

Hpqrs := {(x1, . . . , xn) ∈ R
n | xp + xq = xr + xs}

と定義する。ただし、1 ≤ p < q ≤ n, p < r < s ≤ n とし、p, q, r, sは相異
なるとする。中面超平面配置 (mid-hyperplane arrangement) を

An := Bn ∪ {Hpqrs | (p, q, r, s)は上記の範囲を動く }
として定義する。そのとき、

定理.(Kamiya-Orlik-Takemura-Terao) r(n)は、Anの部屋数を n!で割っ
たものに等しい。

従って、r(n)を求めるためには Anの部屋数を求めればよいが、そのた
めのひとつの有力な方法は、以下に解説する有限体帰着法である。

定理. ([CR], [T, (4.10)]) Fq を q元体とせよ。Aが、F
n
q 内の超平面配置と

するとき qnπ(A, q−1)は、F
n
q の点の内Aのどの超平面にも乗っていない点の

個数に等しい。

q を素数とし、中面超平面配置Anと同じ方程式で F
n
q 内で定義された超

平面の集合を中面超平面配置Anの q-reductionと呼び、An,q と表す。する
と一般論より、q が「ある程度大きい」素数ならば、 Anとその q-reduction
は組合せ的には同一な超平面配置であるので、

qnπ(An, q−1) = qnπ(An,q, q
−1)

となる。従って、何個かの「ある程度大きい」素数 q1, q2, . . . に対して F
n
qi
の

点の内、An,qi
のどの超平面にも乗っていない点の個数を数えることによっ

て An の Poincaré 多項式 π(An, t) が決定され、そこに t = 1を代入し n!で
割ることによって r(n)が求まる。
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