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概 要

本講演では，古典平衡統計力学モデルの代表格である「強磁性イジング模型」

の相転移と臨界現象について，個人的に最重要クラスだと考える結果を振り

返る．まずは2000年までの結果を概観し，残された宿題がどんなものであっ
たのか思い出す．続いて，それらの宿題が21世紀に入ってどのように解決さ
れていったのか概説する．全てではないが，それら宿題の解決のカギとなっ

たのが「ランダムカレント表示」である．その導出や帰結について，幾つか

例題を挙げて説明する．最後に，いま現在も残された宿題を纏め，将来の起

点としたい．

1. 強磁性イジング模型の相転移・臨界現象

＜数学的な定義＞ イジング模型とは，磁性体を極端に単純化した古典統計力学モデル

である．結晶構造を表わす有限グラフG = (V,E)が与えられたとき，各点x ∈ V に＋

1または－ 1を値として取るスピン変数 σxが置かれていると考え，それらが相互作用

係数J ≡ {Jb}b∈Eや磁場h ≡ {hx}x∈V で協力し合った結果，

HG,J ,h(σ) = −
∑

b={x,y}∈E

Jbσxσy −
∑
x∈V

hxσx (1.1)

を系のエネルギーとしてもつと考えようというものである．平衡統計力学の枠組みに

従って，スピン配置σ ≡ {σx}の関数の逆温度β ≥ 0における熱力学的期待値を

⟨f⟩G,J ,h,β =
1

ZG,J ,h,β

∑
σ∈{±1}V

f(σ) e−βHG,J,h(σ) (1.2)

と定義する．ただしZG,J ,h,βは分配関数で，⟨1⟩G,J ,h,β = 1 となるように選んだ規格化

定数である．

以下の話を簡単にするために，特に断らない限り，Gとしてd次元超立方格子Zdの

部分グラフΛ = (V (Λ), E(Λ))を考える．ただし，E(Λ)は ∥x − y∥1 = 1をみたす格子

点x, y ∈ V (Λ)のペアの集合とする．そして，同じく特に断らない限り，相互作用係数

Jbは b ∈ E(Λ)であれば 1，そうでなければ 0とし，磁場hxはxによらない値hをとる

ものとして，⟨f⟩Λ,h,βのように表記を簡略化する．
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果たして，このような単純なモデルで，我々の知る磁石の振る舞い，すなわち「常

温で磁石のままでいられること」や「温度を上げていくと磁性を失うこと」などを記

述できるだろうか？

＜相転移＞ 実は，有限系では上述の問題に関して面白そうなことは起きない．では，

Vn := V (Λn) = {x ∈ Zd : ∥x∥1 ≤ n}として，原点スピンの期待値 ⟨σo⟩Λn,h,β
のn → ∞

極限（この極限の存在や，hやβに対する単調性は，あとで引用するGriffithsの不等式

で保証される）はどうか？ 得られた極限をさらにh ↓ 0と飛ばせば，上述の「磁石の
ままでいられる」指標である自発磁化になろう：

mβ = lim
h↓0

lim
n→∞

⟨σo⟩Λn,h,β
. (1.3)

自発磁化が消失する臨界点をβcと表わす：

βc = inf{β ≥ 0 : mβ > 0}. (1.4)

このβcが意味ある量なのかについては，定義した時点では明らかではない．

また，相転移を特徴づける別の方法として，2点関数の和である「帯磁率」を測ると

いう手もあろう．すなわち，2点関数を

G+
β (x, y) = lim

h↓0
lim
n→∞

(
⟨σxσy⟩Λn,h,β

− ⟨σx⟩Λn,h,β
⟨σy⟩Λn,h,β

)
(1.5)

と定義（存在性はGriffithsの不等式が保証）し，帯磁率を

χβ =
∑
x∈Zd

G+
β (o, x) (1.6)

と定義する．もしβ < βcであれば，2点関数は単なる 2スピン期待値に退化するので，

その領域では単調に増大するであろう（これもGriffithsの不等式で保証される）．そこ

で，帯磁率が有限でいられる上限をβ′cと表わす：

β′c = sup{β < βc : χβ <∞}. (1.7)

前述の βc同様，この β′cが意味ある量なのかどうかは，この時点では明らかではない．

単に現実の磁石を測る真似事をしているだけである．仮に意味ある量だったとして，こ

れら二つの臨界点は一致するだろうか？

＜臨界現象＞ 実際の磁性体では臨界点は唯一つで，その近傍で「普遍的な」特異性

を示すようだ．例えば，或るべき指数（「臨界指数」と呼ぶ）β̂, γ, γ′, η が存在して，

mβ ≈
β↓βc

(β − βc)
β̂, χβ


≈

β↑βc

(βc − β)−γ,

≈
β↓βc

(β − βc)
−γ′

,
G+

βc
(o, x) ≈

|x|→∞
|x|2−d−η, (1.8)

（ここでの極限は適当に「それぞれの対数の比が1に収束する」くらいに解釈しておく）

のように振る舞うものと考えられている．果たして，このような特異性をイジング模

型は捕まえることが出来ようか？



2. 前世紀の重要な結果と残された宿題

Lenzから提案されたこのモデルが 1次元では有限温度で相転移しないことを証明した

のが Ising[21]である．当時はこのような単純なモデルで相転移など記述できないと思

う研究者が半分は居たらしい（そういった裏話や，この講演より遥かに深い内容の詰

まった参考書として，最近出版された田崎, 原 [30]がある）から，Isingの得た結果は大

して反響を呼ばなかったかも知れない．しかし，Peierlsの論法に始まる非自明な結果

から，このモデルが実際に意味のある面白いモデルなのだという認識が広まって以来，

イジング模型の研究には大勢の研究者が魅了され，貢献を続けている．

以下，個人的なテイストで選んだ，イジング模型の相転移・臨界現象に関する前世

紀に得られた重要な結果を年代順に列挙する．

• Peierls[25]（1936年）：2次元以上で自発磁化をもつことを証明する論法の発案．

実際に数学的に証明されたのは 1960年代半ばで，Griffiths[13]とDobrushin[10]

による．

• Onsager[24]（1944年）：ゼロ磁場における2次元イジング模型の「自由エネルギー」

が完全に解かれた．可解模型の研究の幕開けである．これと関連して，Yang[32]

が β̂ = 1
8
を，Wu, McCoy, Tracy, Barouch[31]がη = 1

4
を導出している．

• Lee, Yang[23]（1952年）：ゼロ磁場でなければ自由エネルギーは解析的．つまり，

変なことが起こるとすれば，それはゼロ磁場ライン上だけである．

• Griffiths[14, 15, 16]（1967年）：相関関数の正値性や単調性を保証する相関不等

式の開発．その他大勢の研究者によって開発された有益な相関不等式が存在する

が，その一つであるLebowitzの不等式 [22]は（もしγが存在すれば）γ ≥ 1を暗

示する．

• Fröhlich, Simon, Spencer[12]（1976年）：鏡映正値性を仮定した場合の2点関数の

赤外評価．「周期的境界条件」を課した最近接モデルは鏡映正値性をみたす．

• Aizenman[2]（1982年）：臨界現象が平均場的なものに退化するための十分条件

（「バブル収束条件」と呼ばれる）が示された．これと赤外評価を組み合わせると，

d > 4において γ = 1が得られる．この論文では，Griffiths, Hurst, Sherman[17]

が開発した「ランダムカレント表示」が威力を発揮している．

• Aizenman, Fernández[5]（1986年）：バブル収束条件下ではd > 4，赤外評価が使

える状況ではd > 7
2
における自発磁化の連続性証明．これにより，最近接モデル

の自発磁化の連続性問題は，3次元を残すのみとなる．同論文では，バブル収束

条件の下，d > 4において β̂ = 1
2
であることも示されている．

• Aizenman, Barsky, Fernández[3]（1987年）：βc = β′cの証明．同論文で証明され

た微分不等式は（もし β̂が存在すれば）β̂ ≤ 1
2
も暗示する．

これらの結果で解決できなかった以下の問題が，「前世紀に残された宿題」だった．

(i) 自発磁化の連続性は 3次元においても成立するか？ また，鏡映正値性など仮定

しなくとも，自発磁化の連続性を保証できるか？



(ii) 帯磁率はβ > βcで収束するか？ また，β ↓ βcにおける振る舞いは？

(iii) 鏡映正値性を仮定しなくとも，d > 4でバブル収束条件は成立するか？ また，バ

ブル収束条件だけでは特定できない臨界指数（ηや「1-arm指数」ρなど）もd > 4

で平均場の値に退化するのか？

(iv) d = 3または4における臨界現象はどのようになっているのか？

3. 今世紀に解決された宿題

最後の重要な結果が発表されたのが1980年代，それ以降「宿題」に関して大きな進展

はなかった．いろいろ事情はあると思うが，一つの理由として，イジング模型とパーコ

レーションをカップルさせた「ランダムクラスター模型」に研究者たちの興味が移った

ことが考えられる．パーコレーションの知識を活用してイジング模型の宿題を解こうと

いう思惑もあったろうし，逆もまた然りである．幾つか重要な結果が得られているが，

その中の一つにGrimmett[18]の結果が挙げられる．これが直接宿題を解決したわけで

はないが，後のBodineau[6]の結果と合わせると，次元によらず，自発磁化がβ > βcで

連続であることが分かってしまうのである．

Bodineau[6]は，これまた全ての次元で，臨界点以外の「並進対称な」平衡分布は，

「プラス境界条件」の極限分布と「マイナス境界条件」の極限分布の一次結合に等しい，

という重要な結果も示している．これはHiguchi[20]とAizenman[1]による，2次元イジ

ング模型の「任意の」平衡分布が同様の一次結合で書ける，という主張を少し弱めた

上で，全ての次元に拡張したものである．プラス境界条件とは，境界 ∂Vn以外で消磁

しておく一方，境界上の磁場を発散させて，そこでのスピンを＋ 1にピン止めしたも

のである．

また，今世紀に入ってからは，イジング模型やパーコレーションなどの 2次元統計

力学モデルの共形不変なスケーリング極限を表わすと考えられる SLEκに注目が集ま

り，2012年にはイジング模型の境界線のスケーリング極限がSLE3で表わされることが

Chelkak, Smirnov[8]により証明された．

さて，宿題の方はどうだろう？

• Sakai[26]（2007年）：イジング模型のレース展開とその展開係数を分解する相関不

等式の完成．これにより，十分広いクラスに属する相互作用係数J （鏡映正値性

が成り立つ必要はない）では，d > 4においてmβc = 0やη = 0（したがってバブル

収束条件も）が成立することが証明された．Jbが bの両端点距離 |b|の関数として
|b|−d−α（ただしα > 0）のように冪減衰する長距離モデルでは，d > 2min{2, α}
までmβc = 0を拡張できる [9]．

• Aizenman, Duminil-Copin, Sidoravicius[4]（2015年）：mβc = 0が成立するための

十分条件が示された．鏡映正値性をみたすモデルであれば，相互作用係数Jから

生成されるランダムウォークが推移的であるとき，この十分条件が成立する．3

次元最近接モデルは，その一例であるし，上述の冪減衰長距離モデルであれば，

d > min{2, α}で十分条件が成立する．

• Duminil-Copin, Tassion[11]（2016年）：βc = β′cの証明の簡略化．1987年のAizen-

manらの難しい仕事 [3]を，Simonの不等式 [28]に似たアイデアを上手く使って，



驚くほど簡単に臨界点の一意性と β̂ ≤ 1
2
を証明してしまった．上述の連続性証明

の論文を見たときは「悔しい！」と思ったが，この論文を読んだときは「こりゃ

敵わん！」と喝采した．

• Handa, Heydenreich, Sakai[19]（2016年）：d > 4における 1-arm指数 ρの上限評

価．プラス境界条件下での 1スピン期待値 ⟨σo⟩+Λn,β
は n → ∞で自発磁化mβに

収束するので，臨界点直上ではゼロに収束することが上述の通り分かっている．

その収束の速さを特徴づける臨界指数を，1-arm指数という．従来はハイパース

ケーリング不等式 [29] による上限 ρ ≤ d−2
2
しか得られていなかったが，d > 4で

最適な（つまり「これ以上良くならないはず」という意味で）ρ ≤ 1に改善した．

少し結果の選び方が偏った恐れはあるが，重要なことは，これらが全て「ランダム

カレント表示」という共通言語で達成されたということである．� �
命題 3.1 (ランダムカレント表示 [17]). Λに属さないダミーの点としてg（“ ghost

site”や“ graveyard”と呼ばれる）を導入し，Λ̄g = (V (Λ̄g), E(Λ̄g))を V (Λ̄g) =

V (Λ)∪{g}，E(Λ̄g) = E(Λ)∪{{x, g} : x ∈ V (Λ)}と定義する．また，各辺b ∈ E(Λ̄g)

にカレントnb ∈ Z+を与える重みを

wΛ̄g(n) =
∏

b∈E(Λ)

βnb

nb!

∏
x∈V (Λ)

(βh)nx,g

nx,g!
(3.1)

とし，カレント配置n ∈ ZE(Λ̄g)
+ の源泉集合を

∂n =

{
x ∈ V (Λ̄g) :

∑
b∈E(Λ̄g)

nb1{x∈b} は奇数

}
(3.2)

と定義する．さて，A ⊂ V (Λ)を相異なる点の集合とし，σA =
∏

x∈A σxと解釈し

たとき，次の等式が成り立つ：

1

2|V (Λ)|

∑
σ

σAe−βHΛ,h(σ) =


∑
∂n=A

wΛ̄g(n)
[
|A|が偶数のとき

]
,∑

∂n=A∪{g}

wΛ̄g(n)
[
|A|が奇数のとき

]
.

(3.3)

� �
上の命題から，1スピン期待値 ⟨σo⟩Λ,h,βは

⟨σo⟩Λ,h,β =

∑
∂n={o,g}

wΛ̄g(n)∑
∂n=∅

wΛ̄g(n)
(3.4)

と書ける．つまり「原点oから湧き出したカレントがgまで流れている」というパーコ

レーション問題と等価になる．

それにしても，これは確かに有難い表現であろうが，それほど強力なのだろうか？

統計力学を勉強したことのある人は，「高温展開と大して変わらないじゃないか」と思

うだろう．違いが明らかになるのは，次の「源泉移し替え等式」のおかげである．



� �
補題 3.2 (源泉移し替え等式 [17]の特別なケース). カレント配置N = {Nb}b∈E(Λ̄g)

が与えられたとき，正のカレントが付与された辺を繋いで2点x, y ∈ V (Λ̄g)を結べ

ることを x←→
N

y と表わす．このとき，次の等式が成り立つ：

∑
∂m={x,y}

∏
b∈E(Λ̄g)

(
Nb

mb

)
= 1{x←→

N
y}

∑
∂m=∅

∏
b∈E(Λ̄g)

(
Nb

mb

)
. (3.5)

� �
例えば，2点関数の定義 (1.5)に現れた期待値の差 ⟨σxσy⟩Λ,h,β − ⟨σx⟩Λ,h,β ⟨σy⟩Λ,h,βを

書き換えてみよう．ランダムカレント表示を用いれば，∑
∂n={x}△{y}

∂m=∅

wΛ̄g(n)

WΛ,h,β

wΛ̄g(m)

WΛ,h,β

−
∑

∂n={x,g}
∂m={y,g}

wΛ̄g(n)

WΛ,h,β

wΛ̄g(m)

WΛ,h,β

(3.6)

と書き直すことができる．ただしWΛ,h,β =
∑

∂n=∅ wΛ̄g(n)と略記し，第 1項目には

WΛ,h,β/WΛ,h,β ≡ 1を掛けた．さらに第2項は，N = n+mで和を取ると，∑
∂N={x}△{y}

wΛ̄g(N )

(WΛ,h,β)2

∑
∂m={y,g}

∏
b∈E(Λ̄g)

(
Nb

mb

)
(3.7)

と書き直すことができる．源泉移し替え等式を使ってから和を取り直すと，∑
∂N={x}△{y}

wΛ̄g(N)

(WΛ,h,β)2
1{y←→

N
g}

∑
∂m=∅

∏
b∈E(Λ̄g)

(
Nb

mb

)

=
∑

∂n={x}△{y}
∂m=∅

wΛ̄g(n)

WΛ,h,β

wΛ̄g(m)

WΛ,h,β

1{y←→
n+m

g} (3.8)

となるので，(3.6)に戻せば，

⟨σxσy⟩Λ,h,β − ⟨σx⟩Λ,h,β ⟨σy⟩Λ,h,β =
∑

∂n={x}△{y}
∂m=∅

wΛ̄g(n)

WΛ,h,β

wΛ̄g(m)

WΛ,h,β

(
1− 1{y←→

n+m
g}

)
(3.9)

という等式を得る．右辺の意味するところは，「一つのカレント配置nだけでも（源泉

条件のせいで）xと yは繋がっているが，もう一つのカレント配置mの助けを借りて

も gとは繋がってはいけない」ということである．

同様の書き換えを応用して，Simonの不等式 [28]，Duminil-Cpoin, Tassionの不等式

[11]，レース展開 [26] などを導くことができる．� �
定理 3.3 (Simonの不等式 [28]と高温相での指数関数的減衰). 任意の Γ ⊂ Λnに

対し，

⟨σo⟩+Λn,β
≤

∑
x∈V (Γ)

∑
y/∈V (Γ):
|x−y|=1

⟨σoσx⟩Γ,0,β (tanh β) ⟨σy⟩+Λn,β
(3.10)

が成り立つ．もしφβ(Γ) :=
∑

x∈V (Γ)

∑
y/∈V (Γ):|x−y|=1 ⟨σoσx⟩Γ,0,β (tanh β) < 1をみた

す部分グラフΓが存在すれば，⟨σo⟩+Λn,β
はnについて指数関数的に減衰する．� �



上記の事実を踏まえて，

β̃c = sup
{
β ≥ 0 : ∃Γ

[
o ∈ V (Γ), φβ(Γ) < 1

]}
(3.11)

と定義する．� �
定理 3.4 (Duminil-Cpoin, Tassionの不等式 [11]と β̂ の上限評価). cΛ,h,β =

miny∈V (Λ) ⟨σo⟩Λ,h,β / ⟨σy⟩Λ,h,βとすると，

d

dβ
⟨σo⟩2Λ,h,β ≥

2cΛ,h,β
β

(
inf

Γ:o∈V (Γ)
φβ(Γ)

)(
1− ⟨σo⟩2Λ,h,β

)
(3.12)

が成り立つ．もしβ > β̃cならば，mβ ≥
√

1− β̃c/βが成り立つ．� �
以上より，実は β̃c = βc = β′cということが分かったのである．� �
定理 3.5 (レース展開と高次元での平均場臨界現象 [26]). レース展開係数と呼ばれ

る或る関数列π(n)

Λ,β : Λ→ [0,∞)が存在して，Π(N)

Λ,β =
∑N

n=0(−1)nπ
(n)

Λ,β と表わすと，

⟨σoσx⟩Λ,0,β = Π(N)

Λ,β(x) +
∑

u,v∈V (Λ):
|u−v|=1

Π(N)

Λ,β(u) (tanh β) ⟨σvσx⟩Λ,0,β +R(N+1)

Λ,β (x) (3.13)

が成り立ち，剰余項は高温相で∑
x

|R(N+1)

Λ,β (x)| ≤ 2dχβ(tanh β)
∑
u

π(N)

Λ,β(u) (3.14)

をみたす．もしd≫ 4ならば，或る公比 r = O(d−1)が存在して

π(n)

Λ,β(x) ≤ rnδo,x +O(n3d−4)rmax{n−2,0} 1− δo,x
|x|3(d−2)

(3.15)

が成り立ち，最終的に G+
βc
(o, x) ≈

|x|→∞
|x|2−d （つまりη = 0）が得られる．

� �� �
定理 3.6 (d > 4における1-arm指数ρの上限評価 [19]). 任意の r < nに対し，

⟨σo⟩+Λr,β
≥

( ∑
x∈∂Vr

⟨σoσx⟩Λn,0,β

)2

2
∑
u∈Vn

x,y∈∂Vr

⟨σoσu⟩Λn,0,β
⟨σuσx⟩Λn,0,β

⟨σuσy⟩Λn,0,β
⟨σo⟩+Λdist(u,∂Vr),β

(3.16)

が成り立つ．もし d > 4かつ η = 0であり，さらに ρが存在するならば，ρ ≤ 1で

なければならない．� �



4. 残された宿題とその発展的課題

ご覧の通り，相変わらず臨界点から低温相にかけた非 Lee-Yang相がオープンである．

プラス境界条件下で無限体積極限をとった 1スピン期待値が自発磁化に収束するのは

既知だが，その収束スピードに興味がある．それと関連して，低温相での 2点関数の

収束スピードや帯磁率の収束性も解決されなければならない問題として残されている．

これら全てが解決して，漸くイジング模型の相図が納得のいく形で完成するのである．

それを求めて，半田 悟氏（北大理）との共同研究が進行中である．

古典的な強磁性イジング模型に対してはレース展開が完成し，d≫ 4でη = 0という

強力な結果を得ることができた．同じ普遍性クラスに属すると考えられる「（1成分）

φ4模型」への応用も既に完成している [27]．今後はレース展開の適用範囲を広めるべ

く，パラメター q ∈ [1, 2]のランダムクラスター模型（パーコレーション（q = 1）とイ

ジング模型（q = 2）を補間するモデル）や量子イジング模型に対してもレース展開の

可能性を探っていきたい．

今ところ，3次元や4次元における（短距離相互作用係数で定義された）イジング模

型はお手上げの状態である．繰り込み群による方法も，4次元φ4模型に対しては上手

く行ったが，イジング模型に対しては技術的な問題があって未完成のままである．こ

の問題，21世紀中に解かれるであろうか？
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