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1 はじめに

Broadbent, Hammersley[7]は，流体のランダムな拡散を記述するモデルとして，従来

の拡散過程ではなく，媒質がランダムである状況を陽に扱う「パーコレーション」を提唱

した．それ以来 60年，パーコレーションは大勢の研究者を魅了し，現在も積極的に研究

されている．最近では，Sano, Tamai[43]が，乱流の発生は「有向パーコレーション」の

臨界現象と同じユニバーサリティクラスに属している可能性がある，ということを指摘し

て話題になった．有向パーコレーションやその連続時間版である「コンタクトプロセス」

（業界によっては「SISモデル」とも呼ばれる）は，さまざまなネットワーク上の感染症

伝搬を記述するモデルとして活発に研究されている．

有向パーコレーションの応用が先行する一方で，その理論的な研究，とくに数学的に厳

密な理論に関するものの進歩は非常に遅い．そのせいもあって，どこまでが数学的に厳密

1http://www.math.sci.hokudai.ac.jp/˜sakai/
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図 1: Z+ × Z1上の最近接モデルにおける C(o)のサンプル．

に分かっていて，どこからが多少の厳密性に目を瞑って得た結果なのか，境界線がぼやけ

てしまっているように思われる．このままでは，有向パーコレーションの相転移・臨界現

象を真に理解することは到底望めない．

そこで本講義では，有向パーコレーションの相転移・臨界現象に関して 2018年現在ま

でに得られている厳密な結果のうち，比較的簡単に証明できるものを選んで，4回の講義

で概観する．講義の随所で未解決問題にも言及したい．

尚，この講義ノートは「Summer School数理物理 2017」（2017年 8月 25～27日＠東大）

の講義ノートをベースに，（まだプロの研究者の域に達していない）大学院生が楽しめる

よう，もっとも簡単な最近接モデルに限定して改修したものである．

1.1 モデルの定義

話を簡単にするため，我々の棲む時空間をZ+ ×Zdとする．Z+ ≡ {0}∪Nが時間，d次

元整数格子Zdが空間2である．その時空間の点を x = (τx, x⃗)と表わす．また，時空間の 2

点 x, yが τy = τx + 1かつ ∥x⃗ − y⃗∥1 = 1をみたすとき，そのペア [x, y⟩を「xから yへの

（有向）ボンド」と呼ぶ．ボンドの集合を Bで表わす．
各ボンド3には「開」または「閉」を取る確率変数が与えられているものとする．これ

らの確率変数たちは互いに独立で，おのおの確率 p ∈ [0, 1]で開，確率 1− pで閉を取るも

のとする．この確率変数系の直積測度4を Ppと表わし，その期待値を Epと表わす．

我々は，原点 o ∈ Z+ ×Zdからランダムに開いた経路で繋がったクラスター（図 1を参

照）に興味がある．時空間の 2点 x, y ∈ Z+ × Zd（ただし τx ≤ τy）が開いた経路で繋が

る（それを単に x −→ yと表わす）とは，x = yであるか，または次の２条件をみたす時

空間の点列 {vj}τy−τx
j=0 が存在することとする．

• v0 = x，vτy−τx = y，

• 各ボンド [vj−1, vj⟩ ∈ Bは開．

2空間を Zdとする代わりに，別の格子（例えば 2次元ならば三角格子や六方格子など）を考えても良い．
重要なのは，或る意味での等方性が保たれていることである．

3各ボンドがランダムに開閉するモデルは「ボンドパーコレーション」と呼ばれるのに対し，各点がラン

ダムに開閉するモデルは「サイトパーコレーション」と呼ばれる．ボンドパーコレーションの方が扱い易い

事情もあって，本講演ではボンドパーコレーションに話を限り，いちいち「ボンド」をつけて呼ばないこと

にする．
4Kolmogorovの拡張定理により，有限個のボンドに関する直積測度から Pp を一意的に構成できること

が知られている．
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点 x ∈ Z+×Zdから開いた経路で繋がった時空間の点集合を C(x)と表わし，それを「xの

開クラスター」と呼ぶ：

C(x) = {y ∈ Z+ × Zd : x −→ y}. (1.1)

1.2 基本的な観測量

原点 oの開クラスター C(o)の振る舞いを理解するため，以下の観測量を導入する：

• 時刻 tにおける生存確率：

θp(t) := Pp

(
o −→ {t} × Zd

)
= Pp

( ∪
x:τx=t

{o −→ x}
)
. (1.2)

• パーコレーション確率：

θp := lim
t→∞

θp(t) = Pp

(
|C(o)| = ∞

)
. (1.3)

• 2点関数：

φp(x) := Pp(o −→ x). (1.4)

• 感受率：

χp :=
∑
t∈Z+

∑
x:τx=t

φp(x)︸ ︷︷ ︸
=:Np(t)

=
∑

x∈Z+×Zd

φp(x) = Ep

[
|C(o)|

]
. (1.5)

これらの定義から，以下のことが分かってくる：

(i) θp(t)や 2点関数，Np(t)は pについて解析的なので，相転移のような特異性を捕ま

えることはできない．相転移を捕まえるなら，θpや χpなどの極限量を用いるべき．

(ii) θpと χpは共に pについて単調増加5なので，次の二つの臨界点が定義できる：

pH = inf{p : θp > 0}, pT = sup{p : χp < ∞}. (1.7)

明らかに 1
2d

≤ pT ≤ pH（何故か？）であるが，pT = pHが成立するかどうかは非

自明．

(iii) θpは pについて単調増加な関数列の単調減少極限なので，pについて右連続．左連

続かどうかは非自明．また，χpの p < pTについての連続性は自明だが，p ↑ pTにお

ける振る舞い（発散するのか，それとも有限の値に留まるのか）は非自明．

5各 n ∈ Nで Pp(|C(o)| ≥ n)が pの単調増加関数であることを示せば十分．なぜならば，

θp = lim
n→∞

Pp

(
|C(o)| ≥ n

)
, χp =

∑
n∈N

Pp

(
|C(o)| ≥ n

)
. (1.6)

Pp(|C(o)| ≥ n)の単調性は，一様乱数を用いたカップリング法で証明するのが一般的．[18]を参照せよ．
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上で述べた相転移に関する「非自明」な主張は，物理では当然の事実として受け入れら

れているが，数学的に厳密に証明するとなると一筋縄ではいかない．実際，モデルが提唱

されてから臨界点の一意性や臨界感受率の発散が証明されるまでに約 35年，θpの連続性

が証明されるまでに約 50年かかっている：

• lim
p↑pT

χpの発散 ⇒ Aizenman, Newman[2]（1984年）.

• 臨界点の一意性 ⇒ Aizenman, Barsky[1]（1987年）

• θpの連続性 ⇒ Grimmett, Hiemer[19]（2002年）.

1.3 基本的な概念や道具

この節を閉じる前に，次節以降で使う重要な概念や不等式などを纏めておく．

• 開いたボンドを 1，閉じたボンドを 0に対応させる関数 ω : B → {0, 1}をボンド配
置と呼ぶ．二つのボンド配置 ω, ω′ ∈ {0, 1}Bが与えられたとき，

ω ≤ ω′ 定義⇔ ∀b ∈ B で ω(b) ≤ ω′(b). (1.8)

この大小関係が全順序関係ではないことに注意する．

• ボンド配置の集合を事象と呼ぶ．事象Aが単調増加であるとは，ω ∈ Aかつω ≤ ω′

ならば ω′ ∈ Aであることと定義する．

• 二つの事象 A,Bが「ボンドを共有しないで実現」するようなボンド配置 ωの集合

をA ◦Bと表わす．より正確な定義は，

A ◦B =
{
ω : ∃E ⊂ B

[
ω0
E ∈ A, ω0

Ec ∈ B
]}

, ωj
E(b) :=

{
j [b ∈ E],

ω(b) [b /∈ E].
(1.9)

パーコレーションの問題を考える上で，次の FKG不等式とBK不等式（証明は [6]

を参照）は必須である：

A,Bが単調増加 ⇒ Pp(A ∩B)
FKG

≥ Pp(A)Pp(B)
BK

≥ Pp(A ◦B). (1.10)

• もう一つの必須アイテムである Russoの公式（証明は [18, §2.4]を参照）を述べる
ため，ピボタルボンドの概念を導入する．或る事象Aに対し，ボンド配置 ωの関数

（すなわち確率変数）として

pivA(ω) =
{
b ∈ B : ω1

b ∈ A, ω0
b /∈ A

}
∪
{
b ∈ B : ω0

b ∈ A, ω1
b /∈ A

}
(1.11)

を定義し，その要素を「Aのピボタルボンド」と呼ぶ．もしAが単調増加なら，右

辺は最初のボンド集合だけであることに注意．Russoの公式とは，単調増加事象A

が依存するボンド集合 BAが有限のときに成り立つ，次の等式のことである：

d

dp
Pp(A) =

∑
[x,y⟩∈BA

Pp

(
[x, y⟩ ∈ pivA

)
= Ep

[
|pivA|

]
. (1.12)
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2 臨界点の一意性

有向パーコレーションの臨界点の一意性はAizenman, Barsky[1]によって解決されたが，

ここでは最近のDuminil-Copin, Tassion[15]を紹介する．前者の論文はかなりテクニカル

で初学者には難しかったが，それを劇的に簡単にしたのが後者の論文である．

Duminil-Copin, Tassion[15]の内容に入る前に，まず有向パーコレーションのMarkov性

を利用した不等式（とその帰結）を示しておく．これは等方的なパーコレーションにおけ

る Simonの不等式 [44]に相当するものである．

まず，原点 oを含む有限集合 S ⊂ Z+ × Zdに対して

Φp(S) :=
∑

x∈S,y/∈S

Pp

(
o

S 上で−−−→ x, [x, y⟩は開
)

(2.1)

とし，

pc := sup
{
p : ∃S ⊂ Z+ × Zd

[
S ∋ o, |S| < ∞, Φp(S) < 1

]}
(2.2)

と定義する．

定理 2.1 (Markov性を利用した不等式とその帰結). 任意の p ≥ 0，原点 oを含む有限集

合 S ⊂ Z+ × Zd，t > maxz∈S τzに対し，次の不等式が成り立つ：

Np(t) ≤
∑

x∈S,y/∈S

Pp

(
o

S 上で−−−→ x, [x, y⟩は開
)
Np(t− τy). (2.3)

もし p < pcならば，上の不等式からNp(t)の tに関する指数関数的減衰を導くことがで

き，したがって χp < ∞ （すなわち pc ≤ pT）が得られる．

次の定理で述べられる微分不等式が，Duminil-Copin, Tassion[15]のカギである．

定理 2.2 (Duminil-Copin, Tassionの不等式とその帰結 [15]). 任意の p > 0と t ∈ Z+に

対し，次の微分不等式が成り立つ：

d

dp
θp(t) ≥

1

p

(
inf

o∈S⊂[0,t)×Zd
Φp(S)

)(
1− θp(t)

)
. (2.4)

もし p > pcならば，上の微分不等式を区間 [pc, p]で積分し，t ↑ ∞極限を取れば，θp ≥
1− pc/p > 0（すなわち pH ≤ pc）が得られる．

以上の二つの結果と，定義から明らかな pT ≤ pHを合わせれば，臨界点の一意性が得

られる．以降，臨界点の表記を pcで統一する．
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＜ (2.4)の証明＞ まずRussoの公式 (1.12)により，

d

dp
θp(t) =

∑
[x,y⟩

Pp

(
[x, y⟩ ∈ piv

{
o −→ {t} × Zd

})
≥
∑
[x,y⟩

Pp

(
[x, y⟩ ∈ piv

{
o −→ {t} × Zd

}
, [x, y⟩は閉

)
(2.5)

が得られる．ここで

S =
{
z ∈ Z+ × Zd : τz ∈ [0, t), ∥z⃗∥1 < t, z −̸→ {t} × Zd

}
(2.6)

というランダムな集合を定義すると，(2.5)の右辺の確率は

Pp

(
o

S 上で−−−−→ x, S ̸∋ y
)
=

∑
o∈S⊂[0,t)×Zd

1{x∈S,y/∈S} Pp

(
S = S, o

S 上で−−−→ x
)

(2.7)

と書ける．ここで，事象 {o S 上で−−−→ x}は両端点が Sに含まれるボンドたちの状態で決まる

のに対し，事象 {S = S}は少なくとも一方の端点が Sの補集合に含まれるボンドたちの

状態で決まる，ということに注意すると，

Pp

(
S = S, o

S 上で−−−→ x
)
= Pp(S = S) Pp

(
o

S 上で−−−→ x
)

(2.8)

のように分解できる．したがって，

d

dp
θp(t) ≥

∑
[x,y⟩

∑
o∈S⊂[0,t)×Zd

1{x∈S,y/∈S}Pp(S = S) Pp

(
o

S 上で−−−→ x
)

=
1

p

∑
o∈S⊂[0,t)×Zd

Pp(S = S)

︸ ︷︷ ︸
=1−θp(t)

∑
x∈S,y/∈S

Pp

(
o

S 上で−−−→ x, [x, y⟩は開
)

︸ ︷︷ ︸
=Φp(S)

(2.9)

となり，(2.4)が導かれる．

定理 2.1により，p < pcではNp(t)が指数関数的に減衰することが分かった．その減衰

レートは，実は生存確率の指数関数的減衰レート6と同じだということを主張しているの

が，次の定理である．

定理 2.3 (非自明な緩和時間の存在性). 任意の p ∈ (0, pc)に対して，

∃Tp = lim
t→∞

−t

log θp(t)
= lim

t→∞

−t

logNp(t)
∈ (0,∞).

この Tpを「緩和時間」と呼ぶ．

6p > pc では，θp(t)− θp も tについて指数関数的に減衰することが証明されている [33]．
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＜証明＞ Markov性と並進対称性により，任意の s, t ∈ Nに対して

Np(s+ t) =
∑

x:τx=s+t

Pp

( ∪
y:τy=s

{o −→ y −→ x}
)

≤
∑

y:τy=s

φp(y)
∑

x:τx=s+t

φp(x− y) = Np(s)Np(t) (2.10)

が成り立つ．また，Markov性と単調性により，任意の s, t ∈ Nに対して

θp(s+ t) = θp(s)Pp

(
o −→ {s+ t} × Zd

∣∣∣ o −→ {s} × Zd
)

= θp(s)Pp

( ∪
x∈C(o):τx=s

{
x −→ {s+ t} × Zd

} ∣∣∣∣ o −→ {s} × Zd

)
≥ θp(s) θp(t). (2.11)

が成り立つ．したがって {logNp(t)}t∈Nは劣加法的な数列であり，{log θp(t)}t∈Nは優加法
的な数列であるので，次の関係が成り立つ：

lim
t→∞

logNp(t)

t
= inf

t∈N

logNp(t)

t
, lim

t→∞

log θp(t)

t
= sup

t∈N

log θp(t)

t
. (2.12)

ところがDの台は有限だと仮定していたので，

θp(t) ≤ Np(t) = Ep

[ ∑
x:τx=t

1{o−→x}︸ ︷︷ ︸
=O(td)

1{o−→{t}×Zd}

]
= O(td) θp(t) (2.13)

が得られ，(2.12)の二つの極限は一致することが分かる．それを−1/Tpとしよう．

ところで，0 < p < pcでは χp ≡
∑

t∈Z+
Np(t) < ∞なのだから，Np(t∗) < 1となるよう

な t∗ ∈ Nが存在する．したがって

0 >
logNp(t∗)

t∗
≥ inf

t∈N

logNp(t)

t
=

−1

Tp

= sup
t∈N

log θp(t)

t
≥ log θp(1). (2.14)

ところが

θp(1) = 1− (1− p)2d > 0 (2.15)

なので log θp(1) > −∞となり，したがって Tp ∈ (0,∞)が帰結される．

本節の最後として，臨界点の値の評価（数学的に厳密に証明されているもののみ）につ

いて触れておく．全ての次元 d ≥ 1で pcの値が非自明である（0や 1に退化していない）

ことは知られているが，その正確な値が分かっている例は今のところ一つも無い．1次元

の場合7，

2−
√
2 = 0.5857 · · · ≤ pc ≤

2

3
= 0.6666 · · · (2.16)

7級数展開法によって約 0.644700185と評価されているらしい [31]．
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であることが知られている [31]．他方，高次元極限では，[14]の結果を本講義の設定で読

みかえると，

1

2d
+

1

2

(
1

2d

)3

+ o(d−3) ≤ pc ≤
1

2d
+

(
1

2d

)3

+O(d−4) (2.17)

という評価が得られている．上界と下界の共通主要項 1
2d
は「分枝過程」の臨界点である

ことに注目．

3 パーコレーション確率の連続性

前節の定理 2.2では，臨界点の一意性の副産物として，p > pcのとき θp ≥ 1 − pc/pで

あることも示された．しかし，これでは pc直上で θpが不連続転移する可能性を排除でき

ない．

次の定理は，第 1.2節で述べた θpの右連続性と合わせると，全ての pで θpが連続であ

ることを主張している．

定理 3.1 (パーコレーション確率の連続性 [19]).

(a) 全ての p ≤ pcで θp = 0．

(b) 任意の x, y ∈ Z+ × Zdに対して

Pp

(∪
z

{
x −→ z, y −→ z −→ ∞

}∣∣∣∣x −→ ∞, y −→ ∞
)

= 1 (3.1)

が成り立ち，したがって θpは p > pcで左連続．

等方的なパーコレーションでも同等の主張が成り立つか興味のあるところだ．(a)に相

当するもの（とくに臨界点直上での連続性 θpc = 0について）は 2次元と d ≥ 11のとき証

明されているが，一般の次元で正しいかどうかは現在も未解決である．(b)に相当するも

のは有向パーコレーションよりも先に解決されている（例えば [9]を参照）．(3.1)は或る

意味「無限クラスターの一意性」を述べている．

(a)の主張は，有向パーコレーションよりも先に，コンタクトプロセスに対して初めて

証明された [5]．その主張がもっと広いクラスの有向パーコレーションに対しても成立す

ること，さらに無限クラスターの一意性 (b)を示したのがGrimmett, Hiemer[19]である．

定理の主張は重要だが，証明は非常にテクニカルで，それを説明するために必要な時間

は長大となろう．実際，本講義を通して伝えたいと思っているアプローチとは性格が相当

異なるので，これらの証明に時間を費やすことは本望ではない．

以下では (3.1)を使って θpが p > pcで左連続であることを説明するだけに留める．
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＜超臨界相における θpの左連続性＞ 一様乱数によるカップリングを使う．{Xb}b∈Bを
互いに独立な [0, 1]上の一様乱数系とし，その直積測度を Pとする．また，{ξp(b)}b∈Bを

ξp([u, v⟩) =

{
1 [X[u,v⟩ < pのとき]

0 [X[u,v⟩ ≥ pのとき]
(3.2)

と定義し，ξp(b) = 1をみたすボンド bたちを使って原点 oから繋がる点の集合を Cp(o)と
する．このとき，

θp = P
(
|Cp(o)| = ∞

)
, lim

n↑∞
θp− 1

n
= P

( ∪
n∈N

{|Cp− 1
n
(o)| = ∞}

)
. (3.3)

したがって，もし p > pcにおける左連続性を示したければ，

θp − lim
n↑∞

θp− 1
n
= θp

(
1− P

( ∪
n∈N

{|Cp− 1
n
(o)| = ∞}

∣∣∣∣|Cp(o)| = ∞
))

= 0 (3.4)

を示せば十分．

そこで，まず p > pcと |Cp(o)| = ∞を仮定しよう．任意の q ∈ (pc, p)を選ぶと，確率 1

で |Cq(x)| = ∞となる点 x ∈ Z+ × Zdが世界のどこかに存在する（末尾事象だから）．と

ころが，(3.1)が暗示する通り，確率 1で或る z ∈ Cq(x)があって Cq(z) ⊂ Cp(o) （さもな
いと，q ↑ pとしたとき，最低でも二つの無限クラスターが存在することになってしまう

から）．つまり，oと zを繋ぐ ξp(b) = 1をみたす有限個のボンド bたちから成る経路 ℓが

存在するということ．有限個なので，当然

p̃ℓ := max
[u,v⟩∈ℓ

X[u,v⟩ < p. (3.5)

そこで，もし p − 1
n
∈ (q ∨ p̃ℓ, p)となるように n ∈ Nを大きく選べば，|Cp− 1

n
(o)| = ∞と

いうことになり，(3.4)が得られる．

4 臨界感受率の発散

臨界感受率は p ↑ pc極限で有限に留まるのか，それとも発散するのか？ この問題を解

決したのはAizenman, Newman[2]で，カギは感受率に関する微分不等式である．定理 2.2

の哲学に似ている…というより，むしろ「こちら」の方がDuminil-Copin, Tassion[15]や，

その原典であるAizenman, Barsky[1]よりも先である．

定理の主張を述べる前に，以下の記号を導入する：

χp(t) =
t∑

s=0

Np(s) =
∑
x:τx≤t

φp(x), (4.1)

▽p(x) =
∑
y,z

φp(y − x)φp(z − y)φp(z) =
∑
z

φ∗2
p (z − x)φp(z). (4.2)
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定理 4.1 (Aizenman, Newmanの不等式とその帰結 [2]).

(a) 任意の p > 0と t ∈ Z+に対して，次の微分不等式が成り立つ：

dχp(t)

dp
≤ 2dχp(t)

2. (4.3)

この不等式を p (< pc)から q (> pc)の間で積分し，そのあと t ↑ ∞，q ↓ pcの順に極

限をとれば，χp ≥ 1
2d
(pc − p)−1が得られる．すなわち limp↑pc χp = ∞．

(b) 任意の p ∈ (0, pc)に対して，次の微分不等式が成り立つ：

2d

(
1− sup

[o,w⟩
▽p(w)

)
χ2
p ≤

dχp

dp
≤ 2dχ2

p. (4.4)

(a)により，臨界感受率の p ↑ pc極限が発散することが分かった．その事実を (b)に適

用し，さらに臨界点直上で sup[o,w⟩▽pc(w) < 1と仮定すると，感受率の発散の仕方が上下

から (pc − p)−1の定数倍で押さえられることが分かる．この振る舞いは（異なる枝どうし

が相互作用を持たない）分枝過程のものと同じであり，「平均場的な振る舞い」と呼ばれ

る．詳しくは次節で述べよう．

ところで，上で使った仮定 sup[o,w⟩▽pc(w) < 1は少々厳し過ぎる観がある．とくに次元

がそれ程高くないとき，紫外領域（すなわち (4.2)の 3点 x, y, zが互いに近い場合）から

の寄与は大きいかも知れない．そこで，もし代わりに

sup
w:τw≥t

▽pc(w) −−→
t↑∞

0 (4.5)

程度の仮定で感受率の発散の仕方を制御できたら良いのに，と考えるわけである．実際，

次のような「紫外正則化」された微分不等式が成り立つことが知られている [2]：

∀t ∈ N, ∃εt > 0

[
dχp

dp
≥ εt

(
1− sup

w:τw≥t
▽pc(w)

)
χ2
p

]
. (4.6)

もし (4.5)が成立しているならば，supw:τw≥t ▽pc(w) < 1をみたすくらい十分大きい t ∈ N
を選ぶことができて，最終的に感受率 χpを上下から (pc − p)−1の定数倍で押さえられる

ことができるのである．

＜ (4.3)の証明＞ まずRussoの公式 (1.12)より，

dχp(t)

dp
=
∑
x:τx≤t

dφp(x)

dp
=
∑
x:τx≤t

∑
[u,v⟩

Pp

(
[u, v⟩ ∈ piv{o −→ x}

)
(4.7)

を得る．ここで

C̃[u,v⟩(o) =
{
x ∈ C(o) : o [u,v⟩ を経由しないで−−−−−−−−−−−→ x

}
(4.8)
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という記号を導入すると，(4.7)は

dχp(t)

dp
=
∑
x:τx≤t

∑
[u,v⟩

Pp

(
o −→ u, v −→ x /∈ C̃[u,v⟩(o)

)
(4.9)

と書き直せる．ここで x /∈ C̃[u,v⟩(o)という条件を外せば，Markov性と並進対称性から

dχp(t)

dp
≤

∑
[u,v⟩:τu<t

φp(u)
∑
x:τx≤t

φp(x− v) ≤ 2dχp(t)
2 (4.10)

となって，(4.3)が得られる．

＜ (4.4)の証明＞ p < pcであれば，(4.9)の t ↑ ∞極限を取ることができ，

dχp

dp
=
∑
x

∑
[u,v⟩

Pp

(
o −→ u, v −→ x /∈ C̃ [u,v⟩(o)

)
= 2dχ2

p −
∑
x

∑
[u,v⟩

Pp

(
o −→ u, v −→ x ∈ C̃[u,v⟩(o)

)
(4.11)

が得られる．あとは第 2項目を上から評価すればよい．

もし事象 {o −→ u, v −→ x ∈ C̃[u,v⟩(o)}が起こったとすると，oから uへの開いた経路

上の或る点 yと，vから xへの開いた経路上の或る点 zが存在し，{y −→ u}，{v −→ z}，
{y −→ z}がボンドを共有しないで実現される．したがって，Markov性と並進対称性，さ

らにBK不等式 (1.10)を用いると，∑
x

∑
[u,v⟩

Pp

(
o −→ u, v −→ x ∈ C̃[u,v⟩(o)

)
≤
∑
x,y,z

∑
[u,v⟩

φp(y)Pp

(
{y −→ u} ◦ {v −→ z} ◦ {y −→ z}

)
φp(x− z)

≤ χp

∑
y

φp(y)
∑
z

∑
[u,v⟩

φp(u− y)φp(z − v)φp(z − y)

= 2dχ2
p sup
[o,w⟩

▽p(w) (4.12)

が得られる．これを (4.11)に戻せば証明完了．

5 臨界現象に関する厳密な結果

一般に臨界現象は，観測量の臨界点近傍における冪的な振る舞いで特徴づけられる．そ

れらの冪指数は「臨界指数」と呼ばれ，次元や対称性だけで決まり，それ以外のモデルの

詳細にはよらないものと考えられている．したがって，全てのモデルは臨界指数の値に

よって決まる「ユニバーサリティクラス」に分類できるのではないかと考えられているの

である．

まず最初に，有向パーコレーションの種々の観測量に対する臨界指数を「ゆるい感じ」

で導入し，それらに関する知られた事実（数学的に厳密でないものも含む）を纏めておく．
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1

0 p
pc

χp ≈ (pc − p)−γ

θp ≈ (p− pc)
β

図 2: χpと θpの臨界点近傍における振る舞い．

5.1 臨界指数

これまでに導入した観測量は，臨界点近傍において以下のような冪的な振る舞いを示す

ものと考えられている（とりあえず“≈”の意味は，左辺の対数と右辺の対数の比が指定
された極限で 1に収束することとしよう）：

χp ≈
p↑pc

(pc − p)−γ, θp ≈
p↓pc

(p− pc)
β, Tp


≈
p↑pc

(pc − p)−ζ ,

≈
p↓pc

(p− pc)
−ζ′ ,

(5.1)

Ppc

(
|C(o)| ≥ n

)
≈

n↑∞
n−1/δ, Npc(t) ≈

t↑∞
tη, θpc(t) ≈

t↑∞
t−ρ. (5.2)

また，時刻 tにおける C(o)の「断面」が空間的にどのくらい広がっているかを表わす指標
として

ξp(t) =

(
1

Np(t)

∑
x:τx=t

|x⃗|2φp(x)

)1/2

(5.3)

を観察すると，臨界点直上では

ξpc(t) ≈
t↑∞

tν (5.4)

のように振る舞うものと思われている．

実際には，これらの臨界指数の存在性を証明する一般論は，今のところ無い．そこで，

とりあえず存在性だけは仮定して議論を進めると，以下のような事実が分かってくる．

• 異なる枝どうしの相互作用を無視したモデルは「平均場近似」と呼ばれる．有向パー
コレーションの場合，それは「分枝ランダムウォーク8」と等価である．分枝ランダ

ムウォークに対する臨界指数は正確に計算できて，それぞれ

γ = β = ζ = ζ ′ = ρ = 1, δ = 2, η = 0, ν =
1

2
(5.5)

である．
8時刻 tまで生き残った分枝ランダムウォークの個体数は分枝過程に従う．

12



表 1: 数値計算，（数学的には厳密ではない）繰り込み計算，平均場近似の結果 [36]．

d = 1 d = 2 d = 3 d = 4− ε d ≥ 4

γ 2.277730 1.60 1.25 1 + 1
6
ε+ 0.06683ε2 1

β 0.276486 0.584 0.81 1− 1
6
ε− 0.01128ε2 1

ζ (= ζ ′) 1.733847 1.295 1.105 1 + 1
12
ε+ 0.02238ε2 1

η 0.313686 0.230 0.12 1
12
ε+ 0.03751ε2 0

ρ 0.159464 0.451 0.73 1− 1
4
ε− 0.01283ε2 1

ν 0.632613 0.568 0.526 1
2
+ 1

48
ε+ 0.008171ε2 1

2

• 臨界指数の間には

dν − 2ρ ≥ η, (dν − 2ρ+ 1)ζ ≥ γ, (dν + 1)(ζ ∨ ζ ′) ≥ γ + 2β (5.6)

という「ハイパースケーリング不等式」が成り立つことが証明されている [38, 39, 42]．

平均場近似の値 (5.5)を代入すると，全て d ≥ 4となる．対偶を考えると，「d < 4で

は (5.5)の値を取らない臨界指数が少なくとも一つは存在する」ということであり，

したがって上部臨界次元 dc（次元を上げていったとき，(5.5)の値に退化し始めるギ

リギリの次元）は 4以上ということになる．

• d < dcのとき，ハイパースケーリング不等式は等式に退化すると予想されている．

実際，表 1の値を (5.6)に代入すると，等式が成立しているように見える9．最近，

(5.6)の最初の二つの不等式が d = 1で等式に退化することが証明された [42]ことで，

この予想の信憑性はますます高まっている．

• 前節の最後の考察により，トライアングル条件 (4.5)が γ = 1の十分条件であること

が分かった．実は，Aizenman, Barsky[1]やBarsky, Aizenman[3]により，この条件

は β = 1，δ = 2の十分条件にもなっていることが知られている．その他の臨界指数

が平均場近似の値に退化しているかどうかは，トライアングル条件 (4.5)だけでは

確かめられない．

5.2 d = 1でのハイパースケーリング等式

この節では，最近解決した「1次元におけるハイパースケーリング等式」について概観

する．主張は次の通り：

9原理的には 10−10だけ異なっても違うユニバーサリティクラスに属することになってしまうので，乱暴

に言うと，臨界指数の「近似値」というものには意味がない．
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定理 5.1 ([38, 42]). Z+ × Z1上の有向パーコレーションを考える．

(a) 臨界指数 ν, η, ρのうち二つが存在すれば，残りの一つも存在し，等式

ν − 2ρ = η (5.7)

が成り立つ．

(b) 臨界指数 ν, ρ, ζ, γのうち三つが存在すれば，残りの一つも存在し，等式

(ν − 2ρ+ 1)ζ = γ (5.8)

が成り立つ．

本講義では (a)の等式だけ解説する．証明のカギは次の不等式である．

命題 5.2 ([38, 42]).

(a) 全ての d ≥ 1，p ∈ [0, 1]，t ∈ Nで

Np(t) ≤
4

3

(
4ξp(t) + 1

)d
θp(t/2)

2 (5.9)

が成り立つ．

(b) d = 1，p = pcとする．このとき或る定数K > 0が存在して，全ての t ∈ Nで

Npc(t) ≥ Kξpc(t) θpc(t)
2 (5.10)

が成り立つ．

証明は講義で紹介するが，上からの評価 (5.9)は結構乱暴で，有向パーコレーションの

可逆性のおかげで「いつでも」成り立つ．他方，下からの評価 (5.10)は絶妙で，現在のと

ころ「d = 1の最近接モデルだけ」でしか確かめられていない．証明のカギは，臨界横断

確率の一様非退化性 [16]である．詳細は講義で．

5.3 平均場臨界現象の厳密な証明（レース展開の紹介）

低次元で臨界指数の値を正確に求めることは今のところ見通しも立たないが，十分高

次元では異なる枝どうしの相互作用（排除効果）が弱く，したがってトライアングル条件

(4.5)が成立し，臨界指数が平均場近似の値に退化することを厳密に証明できるのではな

いか，と予想するのは自然である．もしその予想が正しかったとして，一体何次元まで降

りることができるだろう？
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その予想に対する答えは，2点関数の Fourier-Laplace変換

φ̂p(z; k⃗) =
∑
x

zτxeik⃗·x⃗φp(x)
[
z ∈ C, k⃗ ∈ [−π, π]d

]
(5.11)

に関する次の定理10で明らかになる：

定理 5.3 (2点関数の赤外評価 [10, 35]). 以下のことが成り立つような d0 > 4が存在す

る：任意の d ≥ d0に対し，或る定数C = C(d) < ∞が存在して，

|φ̂p(meiθ; k⃗)| ≤ C

(e1/Tp −m) +m
(
|θ|+ 1

d

∑d
j=1(1− cos kj)

) (5.12)

が全ての p ∈ [1, pc)，m ∈ [0, e1/Tp)，(θ, k⃗) ∈ [−π, π]d+1 について成り立つ．したがって，

γ = β = 1，δ = 2，ζ = 1が得られる．

＜赤外評価 (5.12) ⇒ γ = β = 1, δ = 2, ζ = 1の証明＞ まず Hausdorff-Youngの

不等式（ただし 0 < ε < 1）

∥f∥1+ε−1 ≡
( ∑

x∈Z+×Zd

|f(x)|1+ε−1

) ε
1+ε

≤ ∃Cε

(∫
[−π,π]d+1

dθ

2π

ddk⃗

(2π)d
|f̂(eiθ; k⃗)|1+ε

) 1
1+ε

≡ Cε∥f̂∥1+ε (5.13)

を思い出そう．f = ▽pとして (5.12)を用いれば，任意の d > 4，ε ∈ (0, 1∧ d−4
6
)に対して

∥ ▽p ∥1+ε−1 ≤ Cε∥▽̂p∥1+ε ≤ Cε∥φ̂3
p∥1+ε < ∞ (5.14)

が p < pcで一様に成り立つ．これは▽pc(w)が τw ∨ |w⃗| → ∞でゼロに収束することを示
している．とくに11

sup
w:τw≥t

▽pc(w) −−→
t↑∞

0. (5.15)

これでトライアングル条件 (4.5)を示すことができたので，前節の最後で述べたとおり，

γ = β = 1，δ = 2が得られる．ちなみに，ここでの等式は，例えば δ = 2の場合，或る定

数 cδ, Cδ ∈ (0,∞)が存在し，全ての n ∈ Nについて

cδn
−1/2 ≤ Ppc

(
|C(o)| ≥ n

)
≤ Cδn

−1/2 (5.16)

が成り立つことである．

もうひとつの関係式 ζ = 1について．まず (2.12)より

χp =
∞∑
t=0

N(t) ≥
∞∑
t=0

e−t/Tp =
1

1− e−1/Tp
≥ Tp (5.17)

10定理の主張は，本講義で扱っている最近接モデルだけでなく，もっと広いクラスのモデルに対しても成

り立つ．詳しくは [10, 35]を参照．
11Riemann-Lebesgueの補題からも証明可能．
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であるが，他方 (5.12)より

χp = φ̂p(1; 0⃗) ≤
C

e1/Tp − 1
≤ CTp (5.18)

であるので，γ = 1と合わせると ζ = 1が得られる．

赤外評価 (5.12)の証明のカギは，2点関数に対する「レース展開」である．この手法を

最初に考案したのは Brydges, Spencer[8]で，彼らは体積排除効果が非常に弱い自己回避

歩行の 2点関数が d > 4で赤外評価をみたすことを証明した．それ以来，さまざまなモデ

ルに対してレース展開が適用され，高次元平均場臨界現象の厳密な証明に成功している：

• 強い自己回避歩行 [22]，

• パーコレーション [20]，有向パーコレーション [34]，

• 格子樹・格子動物 [21]，

• コンタクトプロセス [37]，

• イジング模型 [40]，

• φ4模型 [41]．

有向パーコレーションの 2点関数に対するレース展開12は，微分不等式 (4.3)–(4.4)の導

出手続きを等式レベルで繰り返して得られる再生方程式（とその導出法）のことである．

詳細は（時間があれば）講義で紹介するが，形式的には

φp(x) = Πp(x) +
∑
u,v

Πp(u) 2dpD(v − u)φp(x− v) (5.19)

という再生方程式である．ただし，Dは Zd上の単純ランダムウォークの推移確率

D(x) =
1

2d
1{[o,x⟩∈B} (5.20)

であり，Πp(x) :=
∑∞

j=0(−1)jΠ(j)
p (x)は非負値レース展開係数 {Π(j)

p (x)}∞j=0の交代級数で，

低次係数のダイアグラム表示は

Π(0)

p (x) =

x

o

, Π(1)

p (x) =

x

o

, Π(2)

p (x) =

x

o

+

x

o

(5.21)

12次の三通りの導出法が知られているが，(iii)が最も簡単な方法と言われている：

(i) Brydges, Spencer型の代数的な方法 [34]，

(ii) 包含数え上げと条件つき期待値を組み合わせた方法 [20]，

(iii) 包含数え上げとMarkov性を組み合わせた方法 [37]．
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（各線の意味などは講義で解説）で与えられる．

いま仮にレース展開係数の交代級数Πp(x)が非常に性質の良い関数（例えば，
∑∞

j=0Π
(j)
p (x)

が時空間で総和可能など）だったと仮定する．このとき，(5.19)のFourier-Laplace変換は

φ̂p(z; k⃗) = Π̂p(z; k⃗) + Π̂p(z; k⃗) 2dpzD̂(k⃗) φ̂p(z; k⃗) =
Π̂p(z; k⃗)

1− 2dpzD̂(k⃗) Π̂p(z; k⃗)
(5.22)

と書ける．これはZd上の単純ランダムウォークのnステップ分布D∗n(x)をFourier-Laplace

変換したものによく似た形になっている：

Ĝz(k⃗) =
∞∑
n=0

(zD̂(k⃗))n =
1

1− zD̂(k⃗)
[|z| < 1]. (5.23)

簡単な場合分けにより，赤外評価

|Ĝz(k⃗)| ≤
∃c

1− |z|+ |z|
(
| arg(z)|+ 1

d

∑d
j=1(1− cos kj)

) (5.24)

（ただし | arg(z)| ≤ π）を確かめることができる．つまり，定理 5.3の言わんのしている

ことは，高次元 2点関数のFourier-Laplace変換 φ̂p(z; k⃗)が単純ランダムウォークの Ĝz(k⃗)

で（p < pcで一様に）評価できる，ということである．

レース展開 (5.19)は再生方程式なので，展開係数さえ上手くコントロールできれば，もっ

と細かい情報を得ることができる．次の定理はその一例である．

定理 5.4 (空間成分のモーメントの漸近評価 [10, 12, 29, 35]). 任意の d ≥ d0（定理 5.3の

d0と同じ），p ∈ (0, pc]において

A =
Π̂p(e

1/Tp ; 0⃗)

e1/Tp∂zΠ̂p(e1/Tp ; 0⃗)
, W =

−∇⃗2Π̂p(e
1/Tp ; 0⃗)

e1/Tp∂zΠ̂p(e1/Tp ; 0⃗)
(5.25)

が存在して

Np(t) ∼
t↑∞

A

p
e−t/Tp , ξp(t) ∼

t↑∞

√
(A+W )t (5.26)

成り立つ．したがって，η = 0，ν = 1
2
，ρ = 1が得られる．

＜ η = 0, ν = 1
2
, ρ = 1の証明＞ 臨界点直上では Tpc = ∞なので，(5.26)の前半の式

より η = 0が得られる．また，(5.26)の後半の式より ν = 1
2
も得られる．

もう一つの関係式 ρ = 1について13．まず 2次モーメント法（Paley-Zygmund不等式の

13生存確率 θp(t)に対するレース展開も開発されていて，定理 5.4で登場した定数Aと “vertex factor”と
呼ばれる定数 V を用いて θpc(t) ∼

t↑∞
2/(AV t)と表わせることが証明されている [24, 25]．ここでは，初学者

にやさしいソフトな議論を紹介する．
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簡単版）により [39]，

Np(t)
2 = Ep

[ ∑
x:τx=t

1{o−→x}1{o−→{t}×Zd}

]2
≤ Ep

[ ∑
x,y:τx=τy=t

1{o−→x}1{o−→y}

]
Ep

[
1{o−→{t}×Zd}

]
=

∑
x,y:τx=τy=t

Pp

(
o −→ x, o −→ y

)
θp(t). (5.27)

ところが，Markov性とBK不等式 (1.10)により∑
x,y:τx=τy=t

Pp

(
o −→ x, o −→ y

)
=

∑
x,y:τx=τy=t

Pp

(∪
w

{o −→ w} ∩
{
{w −→ x} ◦ {w −→ y}

})

≤
∑

w:τw≤t

φp(w)Np(t− s)2 =
t∑

s=0

Np(s)Np(t− s)2 (5.28)

となるので，

θp(t) ≥
Np(t)

2∑t
s=0Np(s)Np(t− s)2

. (5.29)

この不等式を臨界点直上で用いれば，η = 0から（もし ρが存在すれば）ρ ≤ 1が得られる．

逆向き不等式 ρ ≥ 1の証明には，以下の Holmes, van der Hofstad[26]の論法（これは

Kozma, Nachmias[32]による等方的なパーコレーションに対する類似の主張を証明する際

に使われた論法を簡単にしたもの）を使う．まず，任意の ε > 0に対して

θpc(4t) = Ppc

({
o −→ {4t} × Zd

}
∩

3t∩
s=t

{ ∑
x:τx=s

1{o−→x} ≥ εt

})

+ Ppc

({
o −→ {4t} × Zd

}
∩

3t∪
s=t

{ ∑
x:τx=s

1{o−→x} < εt

})
(5.30)

であることに注意．(5.16)より，右辺第 1項目は

Ppc

({
o −→ {4t} × Zd

}
∩

3t∩
s=t

{ ∑
x:τx=s

1{o−→x} ≥ εt

})
≤ Ppc

(
|C(o)| ≥ 2εt2

)
≤ Cδ√

2ε
t−1 (5.31)

で押さえられる．他方，(5.30)の右辺 2項目は，停止時刻

J = min

{
s ≥ t :

∑
x:τx=s

1{o−→x} < εt

}
(5.32)
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を導入すると，

Ppc

({
o −→ {4t} × Zd

}
∩

3t∪
s=t

{ ∑
x:τx=s

1{o−→x} < εt

})
= Epc

[
1{t≤J≤3t} Ppc

( ∪
x∈C(o):τx=J

{
x −→ {4t} × Zd

}∣∣∣∣FJ

)]
≤ εtθpc(t)

2 (5.33)

で押さえられる．纏めると

θpc(4t) ≤
Cδ√
2ε

t−1 + εtθpc(t)
2. (5.34)

これを帰納的に用いれば，或る定数 Cθ < ∞が存在して θpc(4
n) ≤ Cθ/4

n（n ∈ N）とな
る．あとは θpc(t)の単調性から，全ての t ∈ Nについて θpc(t) ≤ 4Cθ/tとなり，逆向き不

等式 ρ ≥ 1が得られる．
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