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第 1章

準備

ここでは, 線形代数の基本的な事項について復習する. この原稿を通して使う基本的な

用語や記号を定義することが主な目的であり, 必要最低限の準備をするため, 証明などは

他の文献に任せる.

1.1 線型写像に関する用語など

本稿では, 特に断らない限り, V は n 次元ユークリッド空間を表すとし, 内積は 〈•, •〉
で表し, ノルムは ‖ • ‖で表すとする. つまり,

V = Rn

=


α1

...
αn


∣∣∣∣∣∣∣ αi ∈ R

 .

とする, ただし, Rは実数全体のなす集合とする. また,

α =

α1

...
αn

 , β =

β1...
βn

 ∈ V

に対し,

〈α, β〉 =
n∑

i=1

αiβi

とし,

‖α‖ =
√
〈α, α〉

とする.

0は V の零ベクトルを表し, { e1, . . . , en }は V の標準基底であるとする. つまり,

0 =

0
...
0

 ,

e1 =


1
0
...
0

 , e2 =


0
1
...
0

 , . . . , en =


0
...
0
1


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とする.

Φ ⊂ V に対し,

〈Φ〉R =

{
m∑
i=1

aiαi

∣∣∣∣∣ m ∈ Z, ai ∈ R, αi ∈ Φ

}

とおく. 〈Φ〉R は V の部分空間になる. これを, 生成系 Φ で生成される V の部分空間と

呼ぶ.

V ′, V ′′ を V の部分空間とする.

V ′ + V ′′ = { α+ β | α ∈ V ′, β ∈ V ′′ }

とする. これは V の部分空間となる. V ′ ∩ V ′′ = { 0 }かつ V = V ′ + V ′′ となるとき, V

は V ′ と V ′′ の (内部)直和に分解されるといい, V = V ′ ⊕ V ′′ とかく.

V ′ ⊂ V に対し,

V ′⊥ = { α ∈ V | ∀β ∈ V ′, 〈α, β〉 = 0 }

とする. これは V の部分空間になる. これを V ′ の直交補空間と呼ぶ. V の部分空間 V ′

に対し, V = V ′ ⊕ V ′⊥ である.

O ですべての成分が 0である行列を表す. これは零行列と呼ばれる. Ei,j で (i, j)成分

のみ 1で他は 0である行列を表す. これを行列単位と呼ぶ. 行列単位の積は,

Ei,jEk,l =

{
Ei,l j = k

O j 6= k

で計算できる. diag(a1, . . . , an)で対角成分が a1, . . . , an である n次正方行列を表す. つ

まり,

diag(a1, . . . , an) =

n∑
i=1

aiEi,i

である. En = diag(1, . . . , 1) =
∑n

i=1Ei,i とおき, これを単位行列と呼ぶ. 正方行列 Aに

対し,

det(A− tEn)

は t の多項式であるが, これを A の固有多項式と呼ぶ. Aα = cα をみたす c ∈ R,
α ∈ V \ { 0 } があったとき, αのことを固有値 cに属する固有ベクトルと呼ぶ. 固有値 c

に属する固有ベクトルを集めた集合と { 0 } の和集合は, ベクトル空間になる. これを固

有値 cに属する固有空間と呼ぶ. 相異なる固有値に属する固有ベクトルは一次独立である.

Aの固有値は det(A − tEn) = 0の根である. n次正方行列 Aに対し, n個の一次独立な

固有ベクトルが取れることと, P−1AP = diag(a1, . . . , an) をみたす ai と正則行列 P が

取れることは同値である.
tA で Aの転置を表す. tA = Aを満たすとき Aを対称行列と呼ぶ. tA = A−1 を満た

すとき Aを直交行列と呼ぶ. Aが直交行列であることと, Aの列ベクトルが V の正規直

交基底であることが同値である. 直交行列の固有値は 1か −1である. また, 相異なる固

有値に属する固有ベクトルは直交する.
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V と V ′ をそれぞれベクトル空間とする. 写像 f : V → V ′ が次の条件を満たすとき, f

は線形写像であるという:

α, β ∈ V =⇒ f(α+ β) = f(α) + f(β)

α ∈ V, c ∈ R =⇒ f(cα) = cf(α).

線形写像 f , g の合成 f ◦ g も線形写像である. f ◦ g を fg と書くことにする. 線形写像

f : V → V を V 上の線形変換と呼ぶこともある. 線形写像 f が, 〈α, β〉 = 〈f(α), f(β)〉
を満たすとき, f は内積を保つという. 内積を保つ線形変換 f を直交変換と呼ぶことも

ある.

V を n次元ベクトル空間, W を m次元ベクトル空間とする. (m,n)-行列 Aが与えら

れたとする. このとき, α ∈ V に対し, fA(α) = Aαと定義すると fA(α) ∈W である. fA

は V からW への線形写像になる. 逆に, V からW への線形写像 f が与えられたとする,

このとき, f(e1), . . . , f(en)はm項数ベクトルである. これらを並べることで, (m,n)行

列が得られるのでこれを Af とかく. これは, Aの (標準基底に関する)表現行列とよばれ

る. 先程と同様 fAf
(α) = Afαと定義すると, fAf

= f となる. この意味で, 行列を与え

ることと線形写像を与えることは同じである. En は恒等写像, Om,n はすべての元を 0に

対応させる定値写像に対応する. V 上の線形変換 f に対し, det(f) = det(Af )とし, 線形

写像 f の行列式と呼ぶことにする. 線形変換でも, 行列と同様に, 固有値, 固有ベクトル,

固有空間, 固有多項式といった概念が定義できる.

R>0 = { a ∈ R | a > 0 } とおく. また X の元 x に渡って f(x) の和をとるときには∑
x∈X f(x)という表記を用いる. この記法は, X が有限集合であるか, f(x)が高々有限

個の xを除き 0であるときに意味を持つ.

1.2 群について

ここでは, [n] = { 1, 2, . . . , n }とする.

Sn = { σ : [n] → [n] | σ は全単射 }

とおき, n次対称群と呼ぶ. Sn の元を [n]上の置換とか順列と呼ぶ. σ, τ ∈ Sn に対し, 合

成写像 σ ◦ τ を στ と書くことにする. στ も Sn の元である. また, σ, τ, ν ∈ Sn に対し,

(στ)ν = σ(τν)が成り立つ. [n]上の恒等写像を εとここでは書くことにする. ε ∈ Sn で

ある. また, 任意の σ ∈ Sn に対し, σε = εσ = σ が成り立つ. σ ∈ Sn に対し, σ の逆写像

σ−1 も Sn の元である. σ−1σ = σσ−1 = ε が成り立つ. これらの構造を抽象化したもの

が群である.

Definition 1.2.1. G を集合とする. • · • を G 上の二項演算とする. つまり, g, h ∈ G

に対し, g · h ∈ G が定まっているとする. e ∈ G とする. •−1 を G 上の単項演算とす

る. つまり, g ∈ G に対し, g−1 ∈ G が定まっているとする. 次の条件を満たすとき,

(G, • · •, e, •−1)を群と呼ぶ:

1. g, h, k ∈ G =⇒ g · (h · k) = (g · h) · k.
2. g ∈ G =⇒ g · e = e · g = g.

3. g ∈ G =⇒ g−1 · g = g · g−1 = e.
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eを Gの単位元と呼ぶ. g ∈ Gに対し, g−1 を g の逆元と呼ぶ. (G, • · •, e, •−1)が群であ

ることを, 単に Gが群であるということもある.

Definition 1.2.2. 群 (G, • · •, e, •−1)が次の条件を満たすとき, (G, • · •, e, •−1)は可換

群であるという:

g, h ∈ G =⇒ g · h = h · g.

Definition 1.2.3. G が有限集合であるとき, 群 (G, • · •, e, •−1) は有限群であるとい

う. Gが有限群であるとき, |G|で Gに含まれる元の総数を表す. Gが有限群でないとき,

|G| = ∞と書く. |G|のことを Gの位数と呼ぶ.

Example 1.2.4. Sn は群である. 位数 |Sn|は n!であるから, 有限群である.

Example 1.2.5.

Z× = { 1,−1 }

とおく. このとき, Z× は通常の掛け算で群となる. Z× の単位元は 1である. a ∈ Z× の

逆元は 1
a = aである.

Example 1.2.6.

(Z×)n =
{
(a1, . . . , an)

∣∣ an ∈ Z× }
とおく. (a1, . . . , an)(b1, . . . , bn) = (a1b1, . . . , anbn) と定めると, (Z×)n は群である.

(1, . . . , 1)が (Z×)n の単位元. a ∈ Z× の逆元は a自身である.

Example 1.2.7. nを正の整数とし, Gを n次正則行列を集めた集合とする. このとき, G

は行列の積で群となる. En が Gの単位元. A ∈ Gの逆元は逆行列 A−1 である. Gは無

限群である.

Example 1.2.8. V を n次元ベクトル空間とする. Gを V から V への線形写像で全単射

であるものを集めた集合とする. このとき, Gは写像の合成で群となる. idV が Gの単位

元. f ∈ Gの逆元は逆写像 f−1 である. Gは無限群である.

Definition 1.2.9. (G1, • · •, e1, (•)−1), (G2, • ◦ •, e2, [•]−1) が群であるとする. 次の条

件を満たすとき, f は (G1, • · •, e1, (•)−1)から (G2, • ◦ •, e2, [•]−1) への群準同型写像で

あるという:

1. f は G1 から G2 への写像.

2. g, h ∈ G1 =⇒ f(g · h) = f(g) ◦ f(h).

f が全単射であるとき*1 f を群同型写像と呼び, (G1, •·•, e1, (•)−1)と (G2, •◦•, e2, [•]−1)

は群として同型であるという.

Definition 1.2.10. (G, • · •, e, •−1)を群とする. ∅ 6= S ⊂ Gに対し,

〈S〉Z =
{
gi11 · · · ginn

∣∣ n = 1, . . . ; ij ∈ Z; gi ∈ S
}

*1
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とする. ただし, g ∈ G と k > 0 に対し, gk = g · · · g︸ ︷︷ ︸
k

, g−k = (g−1)k, g0 = e とする.

〈∅〉Z = { e }と約束する. 〈S〉Z を S で生成される Gの部分群と呼び, S を 〈S〉Z の生成系
であると呼ぶ.

群 (G, • · •, e, •−1), S ⊂ Gに対し, (〈S〉Z , • · •, e, •−1)は群である. S ⊂ S′ ⊂ Gなら,

〈S〉Z ⊂ 〈S′〉Z である. さらに, S ⊂ S′ ⊂ 〈S〉Z なら 〈S〉Z = 〈S′〉Z である.

Example 1.2.11. (Z×)n の部分集合 S を

S = { (−1, 1 . . . , 1), (1,−1, . . . , 1), (1, 1, . . . ,−1) }

とおくと, S は (Z×)n の生成系である.

Example 1.2.12. Example 1.2.11の例を n = 3の場合について考える.

S = { s = (−1, 1, 1), s′ = (1,−1, 1), s′′ = (1, 1,−1) }

とおくと, S は (Z×)3 の生成系である. (Z×)3 の元は S の元の積として表すことができる

ので, 単位元である (1, 1, 1)を始点として, S の元を順次賭けていくことで, (Z×)3 の元を

全て作ることができる. S の元を掛ける操作で現れるものを線で結ぶと以下のようになる:

(−1,−1,−1)
↗ ↑ ↖

(1,−1,−1) (−1, 1,−1) (−1,−1, 1)
↑ ↖↗ ↖↗ ↑

(1, 1,−1) (1,−1, 1) (−1, 1, 1)
↖ ↑ ↗

(1, 1, 1)

Example 1.2.13. τi,j ∈ Sn を

τi,j(k) =


j (i = k)

i (j = k)

k (k ∈ { i, j })

で定義する. τi,j は iと j を入れ替える互換と呼ばれる. T = { τi,j | 1 ≤ i < j ≤ n }とす
ると, T は Sn の生成系である. iと i+ 1を入れ替える互換は隣接互換と呼ばれる.

τi,i+2 = τi+1,i+2τi,i+1(τi+1,i+2)
−1

= τi+1,i+2τi,i+1(τi+1,i+2)

τi,i+3 = τi+2,i+3τi,i+2(τi+2,i+3)
−1

= τi+2,i+3τi,i+2(τi+2,i+3)

τi,i+4 = τi+3,i+4τi,i+3(τi+3,i+4)
−1

= τi+3,i+4τi,i+3(τi+3,i+4)

...

τi,i+k = τi+k−1,i+kτi,i+k−1(τi+k−1,i+k)
−1

= τi+k−1,i+kτi,i+k−1(τi+k−1,i+k)

となるので, τi,i+k は隣接互換の積でかける. したがって, 隣接互換を集めた集合 S も Sn

の生成系である.



x2 (2025-01-23 16:09)

8 第 1章 準備

Example 1.2.14. S3 について考える. s = τ1,2 を 1, 2を入れ替える互換, s′ = τ2,3 を 2, 3

を入れ替える互換とし, S = { s, s′ }とおくと, Example 1.2.13でみたように, S3 = 〈S〉Z
である. σ ∈ S3 の元を順列 [σ(1), σ(2), σ(3)] であらわすと,

S3 = { [1, 2, 3], [1, 3, 2], [2, 1, 3], [2, 3, 1], [3, 1, 2], [3, 2, 1] }

である. ε = [1, 2, 3] が単位元である. S3 の元は S の元の積として表すことができるの

で, εを始点として, S の元を順次賭けていくことで, S3 の元を全て作ることができる. S3

は非可換なので, 右から掛けるということと左から掛けるということは異なるので, 気を

つける必要がある. 右から S の元を掛ける操作で現れるものを線で結ぶと以下のように

なる:

[3, 2, 1]
↗ ↖

[3, 1, 2] [2, 3, 1]
↑ ↑

[1, 3, 2] [2, 1, 3]
↖ ↗
[1, 2, 3]

一方, 左から S の元を掛けて得られるものを線で結ぶと, 以下のようになる.

[3, 2, 1]
↗ ↖

[2, 3, 1] [3, 1, 2]
↑ ↑

[1, 3, 2] [2, 1, 3]
↖ ↗
[1, 2, 3]

右からでも左からでも良いので, S の元を掛けて得られるものを線で結ぶと以下のように

なる:

[3, 2, 1]
↗ ↖

[2, 3, 1] [3, 1, 2]
↑ ↖↗ ↑

[1, 3, 2] [2, 1, 3]
↖ ↗
[1, 2, 3]
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章末問題

1. θ を実数とする. P , α, β を次で定義する.

P =

(
cos(2θ) sin(2θ)
sin(2θ) − cos(2θ)

)
, α =

(
sin(θ)
cos(θ)

)
, β =

(
cos(θ)
− sin(θ)

)
.

（a）P が直交行列であることを示せ.

（b）αは P の固有ベクトルであることを示せ.

（c）β は P の固有ベクトルであることを示せ.

2. S1, S2 を次で定義する.

S1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 , S2 =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 .

（a）S1, S2 が直交行列であることを示せ.

（b）e1 − e2 は S1 の固有ベクトルであることを示せ.

（c）S1, S2 の固有値および固有空間を求めよ.

3. 0 < θ < π とする. Rを次で定義する.

R =

(
cos(2θ) − sin(2θ)
sin(2θ) cos(2θ)

)
.

（a）Rが直交行列であることを示せ.

（b）Rは実数の固有値を持たないことを示せ.
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鏡映

ここでは, 鏡映と呼ばれる線形変換の定義と例を与えることを目標とする. また, 固有値

などに関する基本的な性質についても紹介する.

2.1 鏡映の定義と例

α ∈ V \ { 0 }に対し,

Hα = { β ∈ V | 〈α, β〉 = 0 }

とおき, αを法ベクトルとする (中心的な)超平面と呼ぶ. また,

Rα = { cα | c ∈ R }

とおく. Rαは原点を通り αを方向ベクトルとする直線である. このとき, V は,

V = Hα ⊕ Rα

と (内部)直和に分解される. つまり, 次の 2つを満たす:

V = { β + γ | β ∈ Hα, γ ∈ Rα } ,
Hα ∩ Rα = { 0 } .

Definition 2.1.1. α ∈ V \ { 0 }とし, f : V → V は線型写像であるとする. 次の 2つ

の条件を満たすとき, f が αに関する鏡映であるという:

1. f(α) = −α.
2. β ∈ Hα =⇒ f(β) = β.

f が αに関する鏡映であるような α ∈ V \ { 0 }が存在するとき, f は鏡映であるという.

n次正方行列は, α ∈ V に対し, Aα ∈ V を対応させる V から V への線型写像である

と思うことができる. 対応する線型写像が鏡映であるとき, その行列も鏡映と呼ぶことに

する. 行列の言葉に定義を書き直すと以下のようになる.

Definition 2.1.2. α ∈ V \ { 0 }とし, Aは n次正方行列であるとする. 次の 2つの条

件を満たすとき, Aが αに関する鏡映であるという:

1. Aα = −α.
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2. β ∈ Hα =⇒ Aβ = β.

Example 2.1.3.

P =

(
1 0
0 −1

)
.

とし, α = e2 とおくと, P は αに関する鏡映である. 実際,

Pα =

(
1 0
0 −1

)
α =

(
1 0
0 −1

)(
0
1

)
=

(
0
−1

)
= −

(
0
1

)
= −α

である. また,

Hα = { ce1 | c ∈ R }

であるが, (
1 0
0 −1

)(
c
0

)
=

(
c
0

)
である.

Example 2.1.4. P は鏡映であった. もっと一般に, 実数 θ に対し,

P (2θ) =

(
cos(2θ) sin(2θ)
sin(2θ) − cos(2θ)

)
,

α(θ) =

(
sin(−θ)
cos(−θ)

)
とおけば, P (2θ)は α(θ)に関する鏡映である. 実際,

Hα(θ) =
{
cα(θ +

π

2
)
∣∣∣ c ∈ R

}
であるので,

P (2θ)α(θ) = −α(θ),

P (2θ)(cα(θ +
π

2
)) = cα(θ +

π

2
)

を示せばよいが, これらは直接, 計算することで確かめることができる.

Example 2.1.5. P は鏡映であった. もっと一般に, Fk を (k, k)成分は −1, 他の対角成分

は 1であるような n次対角行列とする. Ek,l で (k, l)行列単位, つまり, (k, l)成分のみ 1

で他は 0であるような行列とすると,

Fk = diag(1, . . . , 1,−1, 1, . . . , 1) = En − 2Ek,k

である. α = ek とすると, Fk は α に関する鏡映である. Fkα = −αとなることは, 直接

計算すればわかる. また, β ∈ V に対し,

〈α, β〉 = βk

であるので,

Hα =

 β =

β1...
βn


∣∣∣∣∣∣∣ βk = 0


である. β ∈ Hα に対し, Fkβ = −β となることは, 直接計算すればわかる.
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Example 2.1.6. Tk,l を (k, k)成分と (l, l)成分は 0, 他の対角成分は 1, (k, l)成分と (l, k)

成分は 1, 他の成分は 0 であるような n次正方行列とする. つまり,

Tk,l = En − Ek,k − El,l + El,k + Ek,l

である. α = ek − el とすると, Tk,l は α に関する鏡映である. 実際,

Tk,lα = Tk,l(ek − el) = Tk,lek − Tk,lel = el − ek = −(ek − el) = −α

である. また, β ∈ V に対し,

〈α, β〉 = βk − βl

であるので,

Hα =

 β =

β1...
βn


∣∣∣∣∣∣∣ βk = βl


である. β ∈ Hα に対し, Fkβ = −β となることは, 直接計算すればわかる.

Example 2.1.7. k 6= l に対し, Fk,l = FkFlTk,l とおく. つまり Fk,l は (k, k)成分と (l, l)

成分は 0, 他の対角成分は 1, (k, l)成分と (l, k)成分は −1, 他の成分は 0であるような n

次正方行列であり,

Fk,l = En − Ek,k − El,l − Ek,l − El,k

である. α = ek + el とすると, Fk,l は α に関する鏡映である. 実際,

Fk,lα = FkFlTk,l(ek + el)

= FkFl(ek + el)

= FkFlek + FkFlel

= Fkek − Fkel

= −ek − el

= −(ek + el)

= −α

となる. また, β ∈ V に対し,

〈α, β〉 = −βk − βl

であるので,

Hα =

 β =

β1...
βn


∣∣∣∣∣∣∣ βk = −βl


である. β ∈ Hα に対し, Fkβ = −β となることは, 直接計算すればわかる.

Example 2.1.8. α ∈ V \ { 0 }とする. β ∈ V に対して,

sα(β) = β − 2
〈α, β〉
〈α, α〉

α
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と定義する. sα は V から V への線型写像である. また, sα は α に関する鏡映である.

実際

sα(α) = α− 2
〈α, α〉
〈α, α〉

α = α− 2α = −α

であり, β ∈ Hα に対しては,

sα(β) = β − 2
〈α, β〉
〈α, α〉

α = β − 0α = β

となる,

2.2 鏡映の性質

ここでは, V から V への線型写像で鏡映であるものの性質について考える.

Lemma 2.2.1. sも s′ も αに関する鏡映であるとする. このとき, s = s′.

Proof. V = Hα + Rα であるので, s(α) = s′(α)と, β ∈ Hα に対して s(β) = s′(β)を示

せば十分である. これらは, αに関する鏡映の定義から直接わかる.

Lemma 2.2.1を使うと次がすぐわかる.

Proposition 2.2.2. s を V 上の線形変換であるとする. s が α に関する鏡映であると

き, s = sα.

Proposition 2.2.3. α, α′ ∈ V \ { 0 }とする. このとき, 次は同値:

1. sα = sα′ .

2. α = cα′ となる c ∈ Rが存在する.

Proof.

■ 1 =⇒ 2: sα = sα′ とする. このとき,

sα(α) = −α,

sα′(α) = α− 2
〈α′, α〉
〈α′, α′〉

α′

であるので,

−α = α− 2
〈α′, α〉
〈α′, α′〉

α′

α =
〈α′, α〉
〈α′, α′〉

α′

となる.

■ 2 =⇒ 1: α = cα′ とする. α 6= 0 であるので, c 6= 0である. したがって, α′ = 1
cα

である. このとき,

sα(α
′) = sα(

1

c
α) =

1

c
sα(α) = −1

c
α = −α′
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である. β ∈ Hα′ とすると,

〈α, β〉 = 〈cα′, β〉 = c 〈α′, β〉 = 0

であるので, β ∈ Hα である. したがって, sα(β) = β である. よって, sα は α′ に関する

鏡映である. Lemma 2.2.1 より, sα = sα′ である.

Proposition 2.2.4. sを鏡映とする. このとき, s2 = idV .

Proof. sを αに関する鏡映とする. s2(α) = s(−α) = −s(α) = −(−α) = α である. ま

た, β ∈ V に対して, s2(β) = s(β) = β である. よって, sは V 上の恒等写像である.

Corollary 2.2.5. sを鏡映とする. このとき, s = s−1.

Proposition 2.2.6. sを鏡映とする. このとき, sは内積を保存する. つまり, λ, µ ∈ V

に対して, 〈s(λ), s(µ)〉 = 〈λ, µ〉である.

Proof. sを αに関する鏡映とする. λ, µ ∈ V とすると, V = Hα + Rαであるので,

λ = βλ + aλα, µ = βµ + aµα

をみたす βλ, βµ ∈ Hα と aλ, aµ ∈ Rが存在する.

〈s(λ), s(µ)〉 = 〈s(βλ + aλα), s(βµ + aµα)〉
= 〈βλ − aλα, βµ − aµα〉
= 〈βλ, βµ〉+ 〈βλ,−aµα〉+ 〈−aλα, βµ〉+ 〈−aλα,−aµα〉
= 〈βλ, βµ〉+ 0 + 0 + 〈aλα, aµα〉
= 〈βλ, βµ〉+ 〈aλα, aµα〉

〈λ, µ〉 = 〈βλ + aλα, βµ + aµα〉
= 〈βλ, βµ〉+ 〈βλ, aµα〉+ 〈aλα, βµ〉+ 〈aλα, aµα〉
= 〈βλ, βµ〉+ 0 + 0 + 〈aλα, aµα〉
= 〈βλ, βµ〉+ 〈aλα, aµα〉

がなりたつ.

Proposition 2.2.7. t は内積を保つ線型写像であるとする. α ∈ V \ { 0 } に対し,

tsαt
−1 = st(α).

Proof. Lemma 2.2.1より, tsαt
−1 が t(α)に関する鏡映であることを示せば十分である.

tsαt
−1(t(α)) = tsα(α) = t(−α) = −t(α)

である. また β ∈ Ht(α) に対して,〈
α, t−1(β)

〉
= 〈t(α), β〉 = 0

であるので, t−1(β) ∈ Hα である. したがって,

tsαt
−1(β) = tsα(t

−1(β)) = t(t−1(β)) = β.
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Proposition 2.2.8. U ⊂ V を部分空間とし, α ∈ U \ { 0 } とする. このとき, β ∈ U

に対し, sα(β) ∈ U であり, β ∈ U⊥ に対し, sα(β) = β である. 特に, s : U → U を

s(β) = sα(β)で定めると, sは αに関する U 上の鏡映変換である.

Proof. α ∈ U であるので, β ∈ U⊥ に対し, 〈α, β〉 = 0である. したがって, sα(β) = β で

ある.

sα(α) = −α ∈ U である. また β ∈ Hα ∩U に対して, sα(β
′) = β′ ∈ U である. β ∈ U

に対し, β = cα + β′ をみたす, c と β′ ∈ Hα が存在するので, sα(β) = sα(cα + β′) =

csα(α) + sα(β
′) ∈ U である.

Proposition 2.2.9. 直交変換 sに対し以下は同値:

1. sは鏡映である.

2. 固有値 −1に属する固有空間の次元は 1次元である.

Proof.

■ 1 =⇒ 2: sが αに関する鏡映であるとする. このとき, 定義から, 固有値 −1に属す

る固有空間は Rαであり, 固有値 1に属する固有空間は Hα である. よって固有値 −1に

属する固有空間の次元は 1次元である.

■ 2 =⇒ 1: 固有値 −1に属する固有空間の次元は 1次元であるとする. このとき, 固

有値 −1に属する固有空間は Rαとかける. 直交変換の固有値は, 1か −1であり, 固有空

間は互いに直交するので, 固有値 1 に属する固有空間は Hα である. 固有値の定義から,

s(α) = α と β ∈ Hα に対して s(β) = β である. したがって, s は α に関する鏡映であ

る.

鏡映変換に関する性質を, 行列の言葉に書き直しておく.

Corollary 2.2.10. A は n 次正方行列とし, 鏡映であるとする. このとき, 次が成り

立つ:

1. A2 = En.

2. tA A = En.

3. A = A−1 = tA .

4. det(tEn −A) = (t+ 1)(t− 1)n−1.

5. det(A) = −1.

6. ∃P such that P−1AP = diag(1, . . . , 1,−1).

Example 2.2.11. En は鏡映ではない. α ∈ V に対し,

Enα = −α

とすると,

α = 0

となり, V \ { 0 }の元では, Enα = −αを満たすことがないので, En は鏡映ではない.
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Example 2.2.12. 実数 θ に対し,

Rθ =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
.

とおくと, これは鏡映ではない.

Rθα = −α

とする. このとき,

(Rθ + E2)α = 0

である.

det(Rθ + E2) = det

(
cos(θ) + 1 − sin(θ)
sin(θ) cos(θ) + 1

)
= (cos(θ) + 1)2 + (sin(θ))2

= 2(1 + cos(θ))

である. したがって, cos(θ) 6= 0のときには, Rθ +E2 は正則であるから, α = 0のみが解

となり, この場合は鏡映ではないことがわかる. また, cos(θ) = 0のときには, Rθ = E2 で

あり, この場合も鏡映ではない.

Example 2.2.13. σ ∈ Sn に対し, (σ(1), 1) 成分,. . . (σ(n), n) 成分は 1 で. 他の成分は 0

であるような n次正方行列を Aσ とおく. つまり,

Aσ =

n∑
j=1

Eσ(j),j =

n∑
i=1

Ei,σ−1(i)

である. σ, σ′ ∈ Sn に対し, Aσ = Aσ′ であることと, σ = σ′ であることは同値であ

る. 直接計算することで, Aσek = eσ(k) であることがわかる. また, σ, τ ∈ Sn に対し,

AσAτ = Aστ . σ ∈ Sn に対し次は同値である:

1. σ が互換である.

2. Aσ が鏡映である.

Ti,j が互換であることは示した. 逆を示す. σ が互換ではないとする. σ = ε のとき,

Aσ = En であるので, これは鏡映ではない. σ 6= εとする. このとき σ(i1) 6= i1 を満たす

i1 が存在する. σ(i1) = i2 とおき, α = ei1 − ei2 とする. このとき,

AσAσα = AσAσ(ei1 − ei2)

= Aσ(eσ(i1) − eσ(i2))

= eσσ(i1) − eσσ(i2)

である. 鏡映は二乗すると単位行列となるので, eσσ(i1) − eσσ(i1) 6= αならば, Aσ は鏡映

ではない. eσσ(i1) − eσσ(i2) = ei1 − ei2 と仮定する. このとき, i2 = i1 である. したがっ

て, Aσα = −αである. ここで, i ∈ { i1, i2 }の他に σ(i) = iとなる iがなければ, σ は互

換である. j1 6∈ { i1, i2 }が σ(j1) 6= j1 を満たすとする. σ(j1) = j2 とし, β = ej1 − ej2

とおく. αのときと同じ議論で, σ(j2) 6= j1 であるときには, Aσ は鏡映ではないことがわ

かる. σ(j2) = j1 を仮定すると, Aσβ = −β がなりたつ. { i1, i2 } 6= { j1, j2 } であるの
で, αと β は一次独立である. したがって, Aσ の固有値 1に属する固有空間の次元は 1で

はないので, 鏡映ではない.



x2 (2025-01-23 16:09)

18 第 2章 鏡映

章末問題

1. 実数 θ, τ に対し, 次を示せ:

（a）R(θ)R(τ) = R(θ + τ).

（b）P (θ)P (τ) = R(θ − τ).

（c）P (θ)R(τ) = P (θ − τ).

（d）R(θ)P (τ) = P (θ − τ).

2. S を次の 3次正方行列からなる集合とする:

E3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

T1,2 =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 , T2,3 =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 , T1,3 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ,

A =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , A′ =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .

各行各列にちょうど 1つの 1が現れそれ以外は 0である 3次正方行列を集めた集

合である. このとき次を示せ:

（a）A = T1,2T2,3.

（b）A′ = T2,3T1,2.

（c）T1,3 = T1,2T2,3T1,2.

（d）X,Y ∈ S =⇒ XY ∈ S.

（e）X ∈ S =⇒ X−1 ∈ S.
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有限鏡映群

ここでは, 有限鏡映群の定義と例を与えることを目標とする.

3.1 有限鏡映群の定義

まずは有限鏡映群の定義を与える.

Definition 3.1.1. 次の条件をみたすとき, W を V 上の鏡映群と呼ぶ:

1. W = 〈s1, . . . , st〉Z をみたす V 上の鏡映変換 s1, . . . , st が存在する.

また行列に対しても同様に定義をする.

Definition 3.1.2. 次の条件をみたすとき, W を鏡映群と呼ぶ:

1. W = 〈A1, . . . , At〉Z をみたす鏡映 A1, . . . , At が存在する.

鏡映群W が有限集合であるとき, W を有限鏡映群と呼ぶ.

Definition 3.1.3. W を V 上の鏡映群とする. 次の条件をみたすとき, W は本質的であ

るという:

∀α ∈ V \ { 0 } , ∃w ∈W s.t. w(α) 6= α.

Proposition 2.2.6から次がすぐわかる.

Proposition 3.1.4. W を V 上の鏡映群であるとする. このとき, w ∈ W は内積を

保つ.

行列のときには次の様に言い換えられる.

Proposition 3.1.5. W を鏡映群であるとする. このとき, A ∈W は直交行列である.

3.2 有限鏡映群の例

有限鏡映群の例を見ていく.
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3.2.1 I2(m)

m > 1とする. Examples 2.1.4 and 2.2.12で見た行列について考えるが, ここでは, 記

号の簡略化のために

Pi = P

(
2iπ

m

)
, Ri = R

(
2iπ

m

)
とおく. まず, Pi, Ri の計算規則について調べておく.

Lemma 3.2.1.

Pi = Pi+m,

Ri = Ri+m.

Lemma 3.2.2.

RiRj = Ri+j ,

Ri = (R1)
i.

Lemma 3.2.3.

(Ri)
m = E2,

(Pi)
2 = E2.

Lemma 3.2.4.

RiP0 = Pi,

P0Ri = P−i.

Proof.

RiP0 = R

(
2iπ

m

)
P0

=

(
cos( 2iπm ) − sin( 2iπm )
sin( 2iπm ) cos( 2iπm )

)(
1 0
0 −1

)
=

(
cos( 2iπm ) sin( 2iπm )
sin( 2iπm ) − cos( 2iπm )

)
= R

(
2iπ

m

)
= Ri.

P0Ri = P0R

(
2iπ

m

)
=

(
1 0
0 −1

)(
cos( 2iπm ) − sin( 2iπm )
sin( 2iπm ) cos( 2iπm )

)
=

(
cos( 2iπm ) − sin( 2iπm )
− sin( 2iπm ) − cos( 2iπm )

)
=

(
cos(− 2iπ

m ) sin(− 2iπ
m )

sin(− 2iπ
m ) cos(− 2iπ

m )

)
= P

(
−2iπ

m

)
= P−i
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Lemma 3.2.5.

PiPj = Ri−j ,

RiPj = Pi+j ,

PiRj = Pi−j .

Proof.

RiP0 = Pi,

P0R−j = Pj ,

PiPj = RiP0P0R−j = RiR−j = Ri−j .

P0R−i = Pi,

RjP0 = Pj ,

RiPj = RiRjP0 = Ri+jP0 = Pi+j ,

PiRj = P0R−iRj = P0R−i+j = Pi−j .

Lemma 3.2.6.

PiPj(Pi)
−1 = P2i−j ,

RiPj(Ri)
−1 = P2i+j .

Proof.

PiPj(Pi)
−1 = Ri−jPi = P2i−j ,

RiPj(Ri)
−1 = Pi+jR−i = P2i+j .

D2·m を次で定義する:

D2·m = { Pi, Ri | i ∈ Z } = { Pi, Ri | i = 0, . . . ,m− 1 } .

R0 = E2 であるので, Lemma 3.2.5から, D2·m が群であることがわかる. Lemma 3.2.4

から, RiP0 = Pi であるので, Ri = PiP0 である. したがって,

D2·m = 〈P0, . . . , Pm−1〉Z

であることがわかる. Pi は鏡映であったので, D2·m は有限鏡映群である. D2·m は位数

2mの二面体群とよばれる.

Proposition 3.2.7. m > 1のとき, D2·m は本質的である.

Proof.

α =

(
α1

α2

)
∈ V \ { 0 }

とする. α2 6= 0のとき,

P0α =

(
1 0
0 −1

)(
α1

α2

)
=

(
α1

−α2

)
6= α.
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また α2 = 0のとき, α 6= 0であることから, α1 6= 0 となる. このとき,

P1α =

(
cos( 2πm ) sin( 2πm )
sin( 2πm ) − cos( 2πm )

)(
α1

0

)
=

(
α1 cos(

2π
m )

α1 sin(
2π
m )

)
6=
(
α1

0

)
.

Proposition 3.2.8. m = 1のとき, つまり D2·1 は本質的ではない.

Proof. D2·1 = { P0, R0 }である.

α =

(
1
0

)
とすると, P0α = R0α = αである.

Lemma 3.2.9.

{ Pk+2i, P−k+2i | i ∈ Z } =
{
APkA

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
.

Proof. Pk+2i ∈
{
APkA

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
を示す. A = Ri とすれば, Lemma 3.2.6から,

APkA
−1 = P2i+k となる. P−k+2i ∈

{
APkA

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
を示す. A = Pi とすれば,

Lemma 3.2.6から, APkA
−1 = P2i−i となる.

A ∈ D2·m に対し, AP0A
−1 ∈ { Pk+2i | i ∈ Z }を示す. A = Ri のとき, Lemma 3.2.6

から, APkA
−1 = P2i+k である. 一方, A = Pj のとき, APkA

−1 = P2j−k である.

Proposition 3.2.10. mが奇数であるとする. このとき,

{ Pi | i ∈ Z } =
{
AP0A

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
=
{
AP1A

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
...

つまり, { Pi | i ∈ Z }は P0 を含む共軛類である.

Proof. C =
{
AP0A

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
とおく. このとき, Lemma 3.2.9 より, C =

{ P2l | l ∈ Z }である.

C =
{
AP0A

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
であるので, AP0A

−1 ∈
{
AP0A

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
⊂

{ Pi | i ∈ Z }である.

Pi ∈ C を示す. i が偶数のとき, であることから, Pi ∈ C である. i が奇数のときに

ついて考える. Pi = Pi+m であるが, mが奇数なので, i +mは偶数である. したがって

Pi = Pi+m ∈ C である.

Ck =
{
APkA

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
とおく. C = Ck を示す. Pk ∈ C である. したがって,

AP0A
−1 = Pk となる A ∈ D2·m が存在する.

B ∈ D2·m とする. AP0A
−1 = Pk であるので, P0 = A−1PkA である. BP0B

−1 =

BA−1PkAB
−1 = (BA−1)Pk(BA

−1)−1 であるので, BP0B
−1 ∈ Ck である.

B ∈ D2·m とする. BPkB
−1 = BAP0A

−1B−1 = (BA)P0(BA)
−1 であるので,

BPkB
−1 ∈ C である.
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Proposition 3.2.11. mを偶数とする. このとき,

{ P2i | i ∈ Z } =
{
AP0A

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
=
{
AP2A

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
= · · · ,

{ P2i+1 | i ∈ Z } =
{
AP1A

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
=
{
AP3A

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
= · · · ,

{ P2i | i ∈ Z } ∩ { P2i+1 | i ∈ Z } = ∅.

つまり, { P2i | i ∈ Z } は P0 を含む共軛類, { P2i+1 | i ∈ Z }は P1 を含む共軛類であり,

この 2つの共軛類は異なる.

Proof. Lemma 3.2.9 から,

{ P2i | i ∈ Z } =
{
AP0A

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
=
{
AP2A

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
= · · · ,

{ P2i+1 | i ∈ Z } =
{
AP1A

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
=
{
AP3A

−1
∣∣ A ∈ D2·m

}
= · · · .

はすぐわかる.

Pk = Pl とする. このとき, E2 = (Pk)
−1(Pl) = PkPl = Rk−l である. Rj = E2 となる

のは j が mの倍数であるときのみである. したがって, k − l が mの倍数である. 今, m

は偶数であるので, k− lも偶数でなければいけない. よって, kと lの偶奇は一致する. し

たがって, P2i 6∈ { P2i+1 | i ∈ Z }かつ, P2i+1 6∈ { P2i | i ∈ Z }であるので,

{ P2i | i ∈ Z } ∩ { P2i+1 | i ∈ Z } = ∅

である.

3.2.2 An−1

W = {Aσ | σ ∈ Sn }とおく. σ, σ′ ∈ Sn に対し, AσAτ = Aσσ′ が成り立つことは直接

計算することで確かめられる. また, Aε = En であり, A−1
σ = Aσ−1 である. したがって,

W は群である. さらに, f(σ) = Aσ とおくと, f は Sn からW への全単射である. さら

に, これは群準同型写像であるので, Sn とW は同型である.

τi,j ∈ Sn を iと j を入れ替える互換とする. つまり,

τ(k) =


j (k = i)

i (k = j)

k (k 6∈ { i, j })

とする. このとき, Aτi,j = Ti,j であり, 鏡映である. Sn は互換で生成されていたので, W

は { Ti,j | i 6= j }で生成される. したがって, W は有限鏡映群である.

Snは隣接互換 τ1,2, τ2,3, . . . , τn−1,n で生成されていたので, W は T1,2, T2,3, . . . , Tn−1,n

という n− 1個の行列で生成できることがわかる.

Proposition 3.2.12. α = e1 + · · · + en とおく. このとき, 任意の A ∈ W に対し,

Aα = αとなる. したがって, W は本質的ではない.

Proof. σ ∈ Sn とする. このとき,

Aσα =

n∑
i=1

Aσei =

n∑
i=1

eσ(i)
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となるが, σ は { 1, . . . , n }上の全単射であるので,

n∑
i=1

eσ(i) =

n∑
i=1

ei = α

となる.

3.2.3 A1 × · · · × A1

W を

W =
{
diag(a1, . . . , an)

∣∣ ai ∈ Z× }
で定義する. このとき, W は群である. また, (a1, . . . , an) ∈ (Z×)n に対し,

f((a1, . . . , an)) = diag(a1, . . . , an) とすると, f は (Z×)n からW への全単射である. ま

た, 準同型写像でもあるので, (Z×)n とW は同型である.

また, (−1, 1, . . . , 1),. . . ,(1, . . . , 1,−1) で (Z×)n は生成されていたので, F1,. . . ,Fn で

W は生成される. Fk は鏡映であったので, W は有限鏡映群である.

Proposition 3.2.13. W は本質的である.

Proof. α ∈ V とする. A = diag(−1, . . . ,−1) ∈ W とすると, Aα = −αである. α 6= 0

とすると, 0 ではない第 i 成分 αi が存在する. このとき, −αi 6= α であるので, Aα 6= α

である.

3.2.4 Bn

W を

W =
{
diag(a)Aσ

∣∣ a ∈ (Z×)n, σ ∈ Sn

}
で定義する.

Aσ diag(a1, . . . , an)A
−1
σ ek = Aσ diag(a1, . . . , an)Aσ−1ek

= Aσ diag(a1, . . . , an)eσ−1(k)

= Aσ(aσ−1(k)eσ−1(k))

= aσ−1(k)Aσeσ−1(k)

= aσ−1(k)eσσ−1(k)

= aσ−1(k)ek

であるので,

Aσ diag(a1, . . . , an)A
−1
σ = diag(aσ−1(1), . . . , aσ−1(n))

である. つまり,

Aσ diag(a1, . . . , an) = diag(aσ−1(1), . . . , aσ−1(n))Aσ
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であることから,

(diag(b1, . . . , bn)Aτ )(diag(a1, . . . , an)Aσ) = diag(b1aτ−1(1), . . . , bnaτ−1(n))Aτσ ∈W

となる. よって, W は群である. diag(a)も Aσ も鏡映の積としてかけるので, diag(a)Aσ

も鏡映の積としてかける. つまり, W は有限鏡映群である.

Proposition 3.2.14. W は本質的である.

Proof. diag(−1, . . . ,−1) ∈W であることからすぐわかる.

3.2.5 Dn

W を

W =
{
diag(a1, . . . , an)Aσ

∣∣ σ ∈ Sn, (a1, . . . , an) ∈ (Z×)n, a1 · · · an = 1
}

とおく,

(diag(b1, . . . , bn)Aτ )(diag(a1, . . . , an)Aσ) = diag(b1aτ−1(1), . . . , bnaτ−1(n))Aτσ ∈W

であるが, b1 · · · bn = a1 · · · an = 1ならば b1aτ−1(1) · · · bnaτ−1(n) = 1 である. したがっ

て, W は群である.

a1 · · · an = 1とすると, ai = −1となる iは偶数個である. 2k個の iで ai = −1である

とし, { i | ai = −1 } = { i1, . . . , i2k }とする. このとき, τ = τi1i2 · · · τi2k−1i2k とおくと,

Fi1,i2 · · ·Fi2k−1,i2k = diag(a1, . . . , an)Aτ

である. したがって σ ∈ Sn に対し,

diag(a1, . . . , an)Aσ = diag(a1, . . . , an)AτA
−1
τ Aσ

= Fi1,i2 · · ·Fi2k−1,i2kAτ−1Aσ

= Fi1,i2 · · ·Fi2k−1,i2kAτ−1σ

とかける. したがって, W は { Fk,l, Tk,l | k 6= l } で生成される. Fk,l も Tk,l も鏡映で

あったからW は有限鏡映群である.

Proposition 3.2.15. W は本質的である.

Proof. α ∈ V \ { 0 }とする. α 6= 0なので, 0ではない第 k 成分 αk が存在する.

Fk,lTk,l = FkFlTk,lTk,l = FkFl

となるので, FkFl ∈W である. −αk 6= αであるので FkFlα 6= αである.
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章末問題

1. mを正の整数とし,

S =

{
α

(
iπ

m

) ∣∣∣∣ i ∈ Z
}

とする. k ∈ Zに対し次を示せ:

（a）α ∈ S =⇒ P
(
2kπ
m

)
α ∈ S.

（b）α ∈ S =⇒ R
(
2kπ
m

)
α ∈ S.

2. S を次の集合とする.

S = { e1 − e2, e2 − e1, e1 − e3, e3 − e1, e2 − e3, e3 − e2 } .

次を示せ:

（a）α ∈ S =⇒ T1,2α ∈ S.

（b）α ∈ S =⇒ T2,3α ∈ S.
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ルート系

ここでは, 有限鏡映群の重要な情報を持っているルート系と呼ばれるものを定義し例を

与えることを目標とする.

4.1 ルート系の定義

集合 Φ ⊂ V \ { 0 }に対し, R(Φ) = { sα | α ∈ Φ } とし, W (Φ) = 〈R(Φ)〉Z とおく. 定

義からW (Φ)は鏡映群であるが, Φが有限であってもW (Φ)は有限群とは限らない.

Lemma 4.1.1. f ∈W (Φ)に対し, f
∣∣
⟨Φ⟩⊥R

= id⟨Φ⟩⊥R
.

Proof. f ∈ W (Φ) とすると, αi ∈ Φ を使って f = sα1
· · · sαl

とかける. β ∈ 〈Φ〉⊥R とす
る. αi ∈ Φに対して, 〈αi, β〉 = 0であるので, sαi

(β) = β である. したがって, f(β) = β

である.

Lemma 4.1.1から次がすぐわかる.

Lemma 4.1.2. f, f ′ ∈W (Φ)とする. f
∣∣
⟨Φ⟩R

= f ′
∣∣
⟨Φ⟩R

ならば, f = f ′.

Proof. V = 〈Φ〉R ⊕ 〈Φ〉⊥R と (内部)直和分解できる. Lemma 4.1.1より, β ∈ 〈Φ〉⊥R に対
し, f(β) = f ′(β) = β である. また仮定より, β ∈ 〈Φ〉R に対しても, f(β) = f ′(β)が成り

立つので, f = f ′ である.

Definition 4.1.3. Φ ⊂ V \ { 0 } とする. 以下の条件を満たすとき, Φ が V 上の広義

ルート系であると呼ぶ:

1. |Φ| <∞
2. 任意の α ∈ Φに対し, sα(Φ) = { sα(β) | β ∈ Φ } = Φ.

Definition 4.1.4. Φ ⊂ V \ { 0 } を広義ルート系とする. 以下の条件を満たすとき, Φ

が V 上の (被約) ルート系であると呼ぶ:

1. 任意の α ∈ Φに対し, Rα ∩ Φ = { α,−α }.

Definition 4.1.5. Φ ⊂ V \ { 0 } を被約ルート系とする. 以下の条件を満たすとき, Φ

が V 上の結晶的ルート系であると呼ぶ:
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1. α, β ∈ Φならば, 2 ⟨α,β⟩
⟨α,α⟩ は整数である.

Remark 4.1.6. 本稿では, 被約ルート系のことを単にルート系と呼ぶ. 結晶的ルート系の

ことを単にルート系と呼ぶ流儀もある.

Proposition 4.1.7. 広義ルート系 Φに対し, W (Φ)は有限鏡映群である.

Proof. W (Φ)が有限集合であることを示す. SΦ を Φ上の全単射を集めた集合とする. こ

のとき, |SΦ| = |Φ|!であり, 有限集合である. W ′ =
{
f
∣∣
Φ

∣∣ f ∈W (Φ)
}
とおく. α ∈ Φ

に対し, sα(Φ) = Φであるので,

sα
∣∣
Φ
: Φ −→ Φ

∪ ∪
β 7−→ sα(β)

は全単射である. f ∈ W (Φ)とすると, f = sα1
· · · sαl

とかけるので, f |Φ も Φ上の全単

射である. つまり, W ′ ⊂ SΦ であり, W ′ は有限集合である. ここで

φ : W (Φ) −→ W ′

∪ ∪
f 7−→ f |Φ

とおく. このとき, Lemma 4.1.2 より, φは単射である. したがって, W (Φ)も有限集合で

ある.

Proposition 4.1.8. W を有限鏡映群とする. このとき, W = W (Φ)となるルート系 Φ

が存在する.

Proof.

R = { s ∈W | sは鏡映 }
Φ = { α ∈ V | sα ∈ R, ‖α‖ = 1 }

とすればよい. W は鏡映群であるので, W = 〈R〉Z = 〈R(Φ)〉Z = W (Φ) である.

|Φ| = 2 |R| ≤ 2|W | < ∞である. また, 定義から, α ∈ Φに対し, Rα ∩ Φ = { α,−α }が
成り立つ. α ∈ Φ, f ∈ W とすると, fsαf

−1 = sf(α) である. fsαf
−1 はW の元であり,

sf(α)は鏡映であるので, sf(α) ∈ Rがわかる. Proposition 3.1.4 より, ‖f(α)‖ = ‖α‖ = 1

であるので, f(α) ∈ Φである.

4.2 ルート系の例

ここでは, ルート系の例を与える.

4.2.1 I2(m)

mを正の整数とし, D2·m について考える. Section 3.2.1で用いた記号をここでは用い

る. Examples 2.1.4 and 2.2.12の記号を用いると,

Pi = P

(
2iπ

m

)
, Ri = R

(
2iπ

m

)
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である. さらに,

αi = α

(
iπ

m

)
=

(
sin(− iπ

m )
cos(− iπ

m )

)
=

(
cos(− iπ

m + π
2 )

sin(− iπ
m + π

2 )

)
とおく. このとき, Example 2.1.4 より, Pi は αi に関する鏡映である. αi+m =

−αi であるから, Pi は αi+m に関する鏡映でもある. 一方, Example 2.2.12 より,

Ri は鏡映ではない. D2·m = { Pi, Ri | i ∈ { 0, 1, . . . ,m− 1 } } であったので, Φ =

{ αi | i ∈ { 0, 1, . . . , 2m− 1 } }とおけば, W (Φ) = D2·m である. この Φがルート系であ

ることは, Proposition 4.1.8 の証明で構成したルート系そのものであることからわかる

が, ここでは, 確認のため定義に従い調べる.

Riαk = R

(
2iπ

m

)
α(
kπ

m
) = α(

kπ

m
+

2iπ

m
) = α(

2i+ kπ

m
) = α2i+k

P0αk = P0α(
kπ

m
)

=

(
1 0
0 −1

)(
sin(−kπ

m )
cos(−kπ

m )

)
=

(
sin(−kπ

m )
− cos(−kπ

m )

)
=

(
− sin(kπm )
− cos(kπm )

)
=

(
sin(−π + kπ

m )
cos(−π + kπ

m )

)
=

(
sin(−(m−k)π

m )

cos(−(m−k)π
m )

)
= α

(
(m− k)π

m

)
= αm−k,

Piαk = P0R−iαk = P0α−2i+k = αm+2i−k ∈ Φ

である. また, Rαi ∩ Φ = { αi, αi+m }である. さらに |Φ| = 2m であるので, 有限集合で

あるから, Φはルート系である. このルート系を Φ(I2(m))とおく. αi, αi ∈ Φに対し,

2
〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

= 2 〈αi, αj〉

は整数とは限らない. したがって, Φ(I2(m))は一般には結晶的ではない.

Section 4.2.1での計算から

Riαk = α2i+k

Piαk = αm+2i−k

であるので,

{ wα0 | w ∈W } = { α2i, α2i+m | i ∈ Z }

である.

mが奇数のときには,

{ wα0 | w ∈W } = { αi | i ∈ Z } = Φ

となる. Proposition 3.1.4より, w ∈W は内積を保つ. したがって, Proposition 2.2.7よ

り, α ∈ V \ { 0 }に対し, wsαw
−1 = sw(α) となる. よって{

sw(α0)

∣∣ w ∈W
}
=
{
wsα0

w−1
∣∣ w ∈W

}
である. mが奇数のときには, { wα0 | w ∈W } = Φ であるので,

R(Φ) =
{
wsα0w

−1
∣∣ w ∈W

}
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であることがわかる, R(Φ) = { Pi | i ∈ Z }であり, P0 = sα0 である. これは, Proposi-

tion 3.2.10の別証になっている.

つぎにmが偶数のときについて考える.

Φ0 = { α2i | i ∈ { 1, . . . ,m } }
Φ1 = { α2i−1 | i ∈ { 1, . . . ,m } }

とおく.

{ wα0 | w ∈W } = { α2i | i ∈ Z } = Φ0

である. 同様に,

{ wα1 | w ∈W } = { α2i−1 | i ∈ Z } = Φ1

である. Φ0 ∩ Φ1 = ∅, Φ = Φ0 ∪ Φ1 であるので, m が奇数のときと同様に, Proposi-

tion 3.2.11の別証を与えることができる.

4.2.2 A1 × · · · × A1

εi = ei とおく.

Φ = { ε1, . . . , εn,−ε1, . . . ,−εn, }

とおく. このとき, Φはルート系である. Fiを εiに関する鏡映とする. このとき Fiは−εi
に関する鏡映でもある. Fi(±εi) = ∓εi である. k 6= iに対して, 〈εi, εk〉 = 0であるから,

Fi(±εk) = ±εk である. したがって, Fi(Φ) = Φである. また, R(±εi) ∩ Φ = { εi,−εi }
である. |Φ| = 2n であるので, ルート系である. また, クロネッカーの δ を使って,

2
〈εi, εj〉
〈εi, εi〉

= 2 〈εi, εj〉 = 2δi,j

とかけるので, 結晶的である.

Section 3.2.3であつかった鏡映群をW とすると,

W (Φ) = 〈F1, . . . , Fn〉Z =W

である.

4.2.3 An−1

αi,j = ei − ej とし,

Φ = { αi,j | i 6= j ∈ { 1, . . . , n } }

とする. Ti,j は αi,j に関する鏡映である. αi,j = −αj,i であるので, Ti,j は −αi,j に関す

る鏡映でもある. τ ∈ Sn を iと j を入れ替える互換とすると,

Ti,jαk,l = ατ(k),τ(l)
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であるから, Ti,j(Φ) = Φである. Rαi,j ∩ Φ = { αi,j , αj,i } であり, |Φ| = 2
(
n
2

)
であるの

で, Φはルート系である. このルート系を Φ(An−1)とおく. 〈αi,j , αi,j〉 = 2であるので,

2
〈αi,j , αk,l〉
〈αi,j , αi,j〉

= 〈αi,j , αk,l〉

と書け, 整数であることがわかる. したがって Φ(An−1)は結晶的である. Section 3.2.2で

考えた鏡映群をW とすると,

W (Φ) = 〈R(Φ)〉 =W

である.

4.2.4 Bn

1 ≤ i < j ≤ n, αi,j = ei − ej , βi,j = ei + ej , εk = ek. とする.

Φ1 = { αi,j ,−αi,j | 1 ≤ i < j ≤ n }
Φ2 = { βi,j ,−βi,j | 1 ≤ i < j ≤ n }

Φ̂ = Φ1 ∪ Φ2

Φ̌ = { εk,−εk | 1 ≤ k ≤ n }

とする.

Φ = Φ̂ ∪ Φ̌

とおく.

Fk は εk に関する鏡映である.

Fkαi,j =


αi,j (k 6∈ { i, j })
βi,k (k = j)

−βj,k (i = k)

Fkβi,j =


βi,j (k 6∈ { i, j })
αi,k (k = j)

αj,k (i = k)

Fkεi =

{
−εk (i = k)

εi (i 6= k)

であるので, Fk(Φ̂) = Φ̂ かつ Fk(Φ̌) = Φ̌である.

Ti,j は αi,j に関する鏡映である. τ ∈ Sn を iと j を入れ替える互換とすると,

Ti,jαk,l = ατ(k),τ(l)

Ti,jβk,l = βτ(k),τ(l)

Ti,jεk = ετ(l)

であるので, Ti,j(Φ̂) = Φ̂ かつ Ti,j(Φ̌) = Φ̌である.

Fk,l = FkFlTk,l は, βk,l に関する鏡映である. Ti,j(Φ̂) = Φ̂, Ti,j(Φ̌) = Φ̌, Fk(Φ̂) = Φ̂,

Fk(Φ̌) = Φ̌であるので, Fk,l(Φ̂) = Φ̂, Fk,l(Φ̌) = Φ̌である.
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したがって, α ∈ Φ に対し, sα(Φ) = Φ である. また, Rα ∩ Φ = { α,−α } である.

|Φ| = 2
(
n
2

)
+ 2
(
n
2

)
+ 2n = 2n2 であるので, Φはルート系である. このルート系を Φ(Bn)

とおく.

〈αi,j , αi,j〉 = 2

〈βi,j , βi,j〉 = 2

〈εi, εi〉 = 1

である. α, β ∈ Φ に対して, 2 ⟨α,β⟩
⟨α,α⟩ の分母は 2 または 1 であるので, 整数である. した

がって, Φ(Bn)は結晶的である.

Fk,l = FkFlTk,l であるので, 〈R(Φ)〉Z =
〈
R(Φ1 ∪ Φ̌)

〉
Z である. したがって, Sec-

tion 3.2.4の鏡映群をW とすると, W (Φ) =W である.

4.2.5 Cn

Φ = Φ(Bn) は, ルート系であった. α ∈ Φ に対し, sα(Φ̌) = Φ̌, sα(Φ̂) = Φ̂ であり,

sα(Φ̌) ∩ Φ̂ = ∅, sα(Φ̂) ∩ Φ̌ = ∅である. したがって, Φ̌のみを定数倍しても, 再びルート

系になる. 例えば, ε′k = 2εk とし

Φ′ = { ε′k,−ε′k | 1 ≤ k ≤ n }
Φ1 = { αi,j ,−αi,j | 1 ≤ i < j ≤ n }
Φ2 = { βi,j ,−βi,j | 1 ≤ i < j ≤ n }
Φ′′ = Φ1 ∪ Φ2

とし,

Φ(Cn) = Φ′ ∪ Φ′′

とおいても, Φ(Cn)はルート系である.

〈ε′i, ε′i〉 = 4

であるが, α ∈ Φに対し,

2
〈ε′i, α〉
〈ε′i, ε′i〉

= 2
〈2εi, α〉
〈ε′i, ε′i〉

= 4
〈εi, α〉
〈ε′i, ε′i〉

= 〈εi, α〉

である. したがって, α, β ∈ Φに対して, 2 ⟨α,β⟩
⟨α,α⟩ は整数である. したがって, Φ(Cn)は結晶

的である. また, R(Φ(Cn)) = R(Φ(Bn))であるので, W (Φ(Cn)) =W (Φ(Bn))でる.

4.2.6 Dn

1 ≤ i < j ≤ nに対し, αi,j = ei − ej , βi,j = ei + ej ,

Φ1 = { αi,j ,−αi,j | 1 ≤ i < j ≤ n }
Φ2 = { βi,j ,−βi,j | 1 ≤ i < j ≤ n }
Φ = Φ1 ∪ Φ2

とする. このとき, α ∈ Φに対して, sα(Φ) = Φとなっていた. また, Rα ∩ Φ = { α,−α }
である. |Φ| = 2n(n− 1)であるので, Φはルート系である. このルート系を Φ(Dn)とお

く. 〈αi,j , αi,j〉 = 2であることから, Φ(Dn)は結晶的であることがわかる.
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R(Φ) = { Ti,j , Fi,j | 1 ≤ i < j ≤ n } であるので, Section 3.2.5の鏡映群をW とする

と, W (Φ) =W である.

4.2.7 G2

n = 3とする.

αi,j = ei − ej ,

γi = −(αi,1 + αi,2 + αi,3)

とおき,

Φ̌ = { αi,j ,−αi.j | 1 ≤ i < j ≤ 3 } ,

Φ̂ = { γi,−γi | 1 ≤ i ≤ 3 } ,

Φ = Φ̌ ∪ Φ̂

とする.

τ ∈ S3 を iと j を入れ替える互換とすると,

Ti,jγk = γτ(k)

である. したがって, Ti,j(Φ̌) = Φ̌, Ti,j(Φ̂) = Φ̂である.

{ 1, 2, 3 } = { i, j, k }とする. このとき,

γi = −(αi,j + αi,k) = −2ei + ej + ek

〈γi, αj,k〉 = 〈−2ei + ej + ek, ej − ek〉 = 0

〈γi, αi,j〉 = 〈−2ei + ej + ek, ei − ej〉 = −3

〈γi, γj〉 = 〈γi,−αj,i − αj,k〉 = −3 + 0 = −3

〈γi, γi〉 = 〈γi,−αi,j − αi,k〉 = 3 + 3 = 6

である. したがって,

sγi
(αj,k) = αj,k − 2

0

6
γi = αj,k

sγi
(αi,j) = αi,j − 2

−3

6
γi = αi,j − αi,j − αi,k = −αi,k

sγi
(γj) = γj − 2

−3

6
γi = γj + γi

= −2ej + ei + ek − 2ei + ej + ek = 2ek − ej − ei = −γk

である. したがって, sγi
(Φ̌) = Φ̌, sγi

(Φ̂) = Φ̂である. α ∈ Φに対し, Rα∩Φ = { α,−α }
であり, |Φ| = 12 であるので, Φ はルート系である. このルート系を Φ(G2) と書く.

{ 1, 2, 3 } = { i, j, k }とすると,

〈γi, γi〉 = 〈−2ei + ej + ek,−2ei + ej + ek〉 = 4 + 1 + 1 = 6

である.

〈γi, αi,j〉 = 〈−2ei + ej + ek, ei − ej〉 = −2− 1 = −3

〈γi, αj,k〉 = 〈−2ei + ej + ek, ej − ek〉 = 1− 1 = 0

となるので, α, β ∈ Φ に対して, 2 ⟨α,β⟩
⟨α,α⟩ は整数である. したがって, Φ(G2) は結晶的で

ある.
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章末問題

1. Section 4.2.1と同じ記号を用い, Φ = Φ(I2(m))について考える.

（a）{ α0, αm−1 }は, R2 の基底であることを示せ.

（b）cα0 + c′αm−1 ∈ Φならば, 次のいずれかが成り立つことを示せ:

i. c > 0かつ c′ > 0; または

ii. c < 0かつ c′ < 0.

（c）{ cα0 + c′αm−1 ∈ Φ | c > 0, c′ > 0 }を求めよ.

（d）{ cα0 + c′αm−1 ∈ Φ | c < 0, c′ < 0 }を求めよ.

2. Section 4.2.3と同じ記号を用い, Φ = Φ(A2)について考える.

（a）{ α1,2, α2,3 }は, 〈e1 + e2 + e3〉⊥R の空間の基底であることを示せ.

（b）〈e1 + e2 + e3〉⊥R = 〈Φ〉R であることを示せ.

（c）cα1,2 + c′α2,3 ∈ Φならば, 次のいずれかが成り立つことを示せ:

i. c > 0かつ c′ > 0; または

ii. c < 0かつ c′ < 0.

（d）{ cα1,2 + c′α2,3 ∈ Φ | c > 0, c′ > 0 }を求めよ.

（e）{ cα1,2 + c′α2,3 ∈ Φ | c < 0, c′ < 0 }を求めよ.
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単純系

ここでは単純系と呼ばれるルート系の良い部分集合を定義する.

5.1 単純系の定義

Definition 5.1.1. Φをルート系とし, ∆ ⊂ Φとする. このとき,

Φ+
∆ = Φ ∩

{∑
δ∈∆

aδδ

∣∣∣∣∣ aδ ≥ 0

}

Φ−
∆ = Φ ∩

{∑
δ∈∆

aδδ

∣∣∣∣∣ aδ ≤ 0

}
とする. 以下の条件を満たすとき ∆を Φの単純系と呼ぶ:

1. ∆は一次独立.

2. Φ = Φ+
∆ ∪ Φ−

∆.

また, ∆が単純系であるとき, Φ+
∆ を ∆に関するポジティブシステム, Φ−

∆ を ∆に関する

ネガティブシステムと呼ぶ. また, ∆の元を単純ルート, Φ+
∆ の元を ∆に関する正ルート,

Φ−
∆ の元を ∆に関する負ルートと呼ぶ.

Remark 5.1.2. 単純ルートは正ルートである.

Remark 5.1.3. Φ = Φ+
∆ ∪Φ−

∆ がなりたつなら, Φの元は∆の元の一次結合としてかける

ことがわかる. また, ∆ ⊂ Φであるから, 〈Φ〉R = 〈∆〉R である. ∆は一次独立なので, ∆

は 〈Φ〉R の基底である. とくに, α ∈ Φ ⊂ 〈Φ〉R に対し,
∑

δ∈∆ aδδ と線型結合で表す方法

は一意的である. したがって, Φ+
∆ ∩ Φ−

∆ = ∅である.

Proposition 5.1.4. Φ をルート系とし, ∆ ⊂ Φ を単純系とする. α ∈ Φ+
∆ ならば,

−α ∈ Φ−
∆ である. α ∈ Φ−

∆ ならば, −α ∈ Φ+
∆ である.

Proof. α ∈ Φ とすると, −α ∈ Φ である. α =
∑

δ cδδ とかけるとすると, −α =∑
δ(−cδ)δ である. cδ ≥ 0なら −cδ ≤ 0であり, cδ ≤ 0なら −cδ ≥ 0である.

Proposition 5.1.5. Φをルート系とし, ∆ ⊂ Φを単純系とする. このとき,

Φ+
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 > 0 }

Φ−
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 < 0 }



x2 (2025-01-23 16:09)

36 第 5章 単純系

をみたす ϖ ∈ V が存在する.

Proof. δ ∈ ∆ とする. Fδ = 〈∆ \ { δ }〉R とする. ∆ は基底であり一次独立であるので,

δ 6∈ Fδ である. V = Fδ ⊕ (Fδ)
⊥ であるので, δ = δ̂ + δ̌ をみたす δ̂ ∈ Fδ と δ̌ ∈ (Fδ)

⊥ が

存在する. δ 6∈ Fδ であることから, δ̌ 6= 0である. このとき,

〈
α, δ̌
〉
=

{
0 (α ∈ ∆ \ { δ })〈
δ̌, δ̌
〉
> 0 (α = δ)

である.

ϖ =
∑
δ∈∆

δ̌

とおくと, α ∈ ∆に対し,

〈α,ϖ〉 =

〈
α,
∑
δ∈∆

δ̌

〉
= 〈α̌, α̌〉 > 0.

したがって, α =
∑

δ∈∆ cδδ に対し,

〈α,ϖ〉 =
∑
δ∈∆

cδ
〈
δ̌, δ̌
〉

であるから, α ∈ Φ+
∆ なら 〈α,ϖ〉 > 0であり, α ∈ Φ−

∆ なら 〈α,ϖ〉 < 0である.

Remark 5.1.6. ルート系 Φの単純系 ∆に対し, Proposition 5.1.5の証明中で構成した δ̌

を使うと, {∑
δ∈∆

aδδ

∣∣∣∣∣ aδ ≥ 0

}
=
⋃
δ∈∆

{
λ ∈ 〈Φ〉R

∣∣ 〈λ, δ̌〉 }{∑
δ∈∆

aδδ

∣∣∣∣∣ aδ ≥ 0

}
⊂
⋃
δ∈∆

{
λ ∈ V

∣∣ 〈λ, δ̌〉 }
である.

Lemma 5.1.7. Φをルート系とする. Π ⊂ Φに対し,

X(Π) =

∑
γ∈Π

aγγ

∣∣∣∣∣∣ aγ ≥ 0, |{ γ | aγ > 0 }| > 1


∆(Π) = Π \X(Π)

とおく. ∆ ⊂ Φが単純系ならば,

∆ = ∆(Φ+
∆).

Proof. まず ∆(Φ+
∆) ⊂ ∆を示す. α ∈ ∆(Φ+

∆) = Φ+
∆ \X(Φ+

∆)とする. α ∈ Φ+
∆ であるの

で, aδ ≥ 0を使って, α =
∑

δ∈∆ aδδ と表せる. α 6∈ X(Φ+
∆)であるので, aδ 6= 0となる δ

は唯一つに定まる. α = aδδ である. Φはルート系であることから, aδδ ∈ Rδ = { δ,−δ }
であり, α = δ ∈ ∆.

次に, ∆ ⊂ ∆(Φ+
∆) = Φ+

∆ \X(Φ+
∆)を示す. α ∈ ∆とする. α ∈ ∆ ⊂ Φ+

∆ であるので,

α 6∈ X(Φ+
∆)を示す. γ ∈ Φ+

∆ は, cγ,δ ≥ 0を使って, γ =
∑

δ cγ,δδ とかけるとする. この
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記号の下, aγ ≥ 0 をつかって, α =
∑

γ∈Φ+
∆
aγγ とかけているとすると, γ ∈ Φ+

∆ である

ので,

α =
∑

γ∈Φ+
∆

∑
δ∈∆

aγcγ,δδ

=
∑
δ∈∆

(
∑

γ∈Φ+
∆

aγcγ,δ)δ

である. α ∈ ∆であったので,

α = (
∑

γ∈Φ+
∆

aγcγ,α)α+
∑

δ∈∆\{ α }

(
∑

γ∈Φ+
∆

aγcγ,δ)δ

0 = (−1 +
∑

γ∈Φ+
∆

aγcγ,α)α+
∑

δ∈∆\{ α }

(
∑

γ∈Φ+
∆

aγcγ,δ)δ

である. ∆は 〈Φ〉R の基底であるから,　

l∑
i=1

aici,δ =

{
1 (α = δ)

0 (α 6= δ)

である. aγ > 0とすると, α 6= δ に対して, cγ,δ = 0. γ =
∑

δ∈∆ cγ,δδ と書けていたので,

γ =
∑
δ∈∆

cγ,δδ = cγ,αα

である. γ ∈ Φ+
∆ であるので, ルート系の定義から, cγ,α = 1, つまり, α = γ がわかる.

よって, { γ | aγ > 0 } = { α }であり, |{ γ | aγ > 0 }| = 1である.

Theorem 5.1.8. Φをルート系とし, ∆,∆′ ⊂ Φを単純系とする. このとき, 次は同値:

1. ∆ = ∆′.

2. Φ+
∆ = Φ+

∆′ .

Proof. ∆ = ∆′ に対し Φ+
∆ = Φ+

∆′ となることは定義から明白である.

Φ+
∆ = Φ+

∆′ とする. このとき, Lemma 5.1.7 から, ∆ = ∆(Φ+
∆) = ∆(Φ+

∆′) = ∆′ で

ある.

5.2 単純系の存在

Φ をルート系とする. M(Φ) = V \ (
⋃

α∈ΦHα) とおくと, Φ は有限集合であるので

M(Φ) 6= ∅である. ϖ ∈M(Φ)に対し,

Φ+
ϖ = { α ∈ Φ | 〈ϖ,α〉 > 0 }

Φ−
ϖ = { α ∈ Φ | 〈ϖ,α〉 < 0 }

とおく. ϖ ∈M(Φ)であるので Φ = Φ+
ϖ ∪ Φ−

ϖ である. Π ⊂ Φ+
ϖ に対し,

R≥0Π =

{∑
δ∈Π

aδδ

∣∣∣∣∣ aδ ≥ 0

}
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とおく.

S =
{
Π ⊂ Φ+

ϖ

∣∣ Φ+
ϖ ⊂ R≥0Π

}
とおく. Φ+

ϖ ⊂ R≥0Φ
+
ϖ であるで, Φ+

ϖ ∈ S であり, S 6= ∅ である. そこで, r =

min { |Π| | Π ∈ S } とし, ∆ϖ ∈ S が |∆ϖ| = r をみたしているとする.

Lemma 5.2.1. α ∈ ∆ϖ とすると, α 6∈ R≥0(∆ϖ \ { α }).

Proof. α ∈ ∆ϖ かつ α ∈ R≥0(∆ϖ \ { α }) とすると, ∆ϖ \ { α } ∈ S である.

Lemma 5.2.2. λ, µ ∈ ∆ϖ かつ λ 6= µなら, 〈λ, µ〉 ≤ 0.

Proof. λ, µ ∈ ∆ϖ かつ 〈λ, µ〉 > 0とする. このとき,

c = 2
〈λ, µ〉
〈λ, λ〉

とすると, c > 0である. また, sλ(µ) = µ− cλである. sα(Φ) = Φ = Φ+
ϖ ∪ Φ−

ϖ である.

まず, sλ(µ) ∈ Φ+
ϖ のときについて考える. sλ(µ) =

∑
γ∈∆ϖ

cγγ, cγ ≥ 0とする.

sλ(µ) = µ− cλ = cµµ+
∑

γ∈∆ϖ\{ µ }

cγγ

である. したがって,

µ− cλ = cµµ+
∑

γ∈∆ϖ\{ µ }

cγγ (5.1)

である.

cµ < 1のとき, eq. (5.1)を

µ− cµµ = cλ+
∑

γ∈∆ϖ\{ µ }

cγγ

(1− cµ)µ = cλ+
∑

γ∈∆ϖ\{ µ }

cγγ

µ =
c

(1− cµ)
λ+

∑
γ∈∆ϖ\{ µ }

cγ
(1− cµ)

γ

と変形する. 1− cµ > 0であるので, µ ∈ R≥0(∆ϖ \ { µ })となる. これは Lemma 5.2.1

に矛盾する.

c > 1のとき, eq. (5.1)を

0 = cλ+ (cµ − 1)µ+
∑

γ∈∆ϖ\{ µ }

cγγ

と変形する. ∆ϖ ⊂ Φ+
ϖ であるので,〈

cλ+ (cµ − 1)µ+
∑

γ∈∆ϖ\{ µ }

cγγ,ϖ

〉
≥ 〈cλ,ϖ〉 = c 〈λ,ϖ〉 > 0 = 〈0, ϖ〉

となり矛盾する.
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次に, sλ(µ) ∈ Φ−
ϖ のときについて考える. −sλ(µ) ∈ Φ+

ϖ である. −sλ(µ) =∑
γ∈∆ϖ

cγγ, cγ ≥ 0とする. sλ(µ) ∈ Φ+
ϖ のときと同様の計算で,

cλ− µ = cλλ+
∑

γ∈∆ϖ\{ λ }

cγγ (5.2)

がわかる.

c > cλ のとき, eq. (5.2)を

λ = =
1

(c− cλ)
µ+

∑
γ∈∆ϖ\{ λ }

cγ
(c− cλ)

γ

と変形する. λ ∈ R≥0(∆ϖ \ { λ })となり, Lemma 5.2.1に矛盾する.

c ≤ cλ のとき, eq. (5.2)を

0 = µ+ (cλ − c)λ++
∑

γ∈∆ϖ\{ µ }

cγγ

と変形する.〈
µ+ (cλ − c)λ++

∑
γ∈∆ϖ\{ µ }

cγγ,ϖ

〉
≥ 〈µ,ϖ〉 > 0 = 〈0, ϖ〉

となり矛盾する.

Lemma 5.2.3. ∆ϖ は一次独立である.

Proof.
∑

δ∈∆ϖ
aδδ = 0 とする.

Π+ = { δ ∈ ∆ϖ | aδ > 0 }
Π− = { δ ∈ ∆ϖ | aδ < 0 }

とし bλ = −aλ とする.

v+ =

{∑
δ∈∆ϖ

aδδ (Π+ 6= ∅)
0 (Π+ = ∅)

v− =

{∑
δ∈∆ϖ

aδδ (Π− 6= ∅)
0 (Π− = ∅)

とする. v+ − v− = 0である. したがって v+ = v− である. Lemma 5.2.2より,

〈v+, v−〉 =
∑

µ∈Π+

∑
λ∈Π−

aµbλ 〈µ, λ〉 ≤ 0

となるが, 0 ≤ 〈v+, v+〉 = 〈v+, v−〉 ≤ 0 であるので, 〈v+, v+〉 = 0 となる. したがって

v+ = 0. v− = v+ = 0であるので, すべての λに対し, aλ = 0である.

Proposition 5.2.4. ∆ϖ は Φの単純系であり, Φ+
∆ϖ

= Φ+
ϖ である.

Proof. 定義からΦ+
ϖ ⊂ R≥0∆ϖであり, ∆ϖ ⊂ Φである. したがって, 〈∆ϖ〉R = 〈Φ+〉R =

〈Φ〉R. Lemma 5.2.3から, ∆ϖ は一次独立であるので, ∆ϖ は 〈Φ〉R の基底である.
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また, ∆ϖ ⊂ Φ+
ϖ であるので, R≥0∆ϖ ∩ Φ−

ϖ = ∅である. Φ = Φ+
ϖ ∪ Φ−

ϖ であるので,

Φ+
∆ϖ

= Φ+
ϖ

Φ−
∆ϖ

= Φ−
ϖ

である.

Corollary 5.2.5. ルート系 Φに対し, 単純系 ∆は存在する.

Proof. ϖ ∈M(Φ)とし, ∆ϖ とすればよい.

Remark 5.2.6. ϖ ∈M(Φ)のとり方に, ∆ϖ は依存する.

Theorem 5.2.7. Φ をルート系とし, ∆ を単純系とする. λ, µ ∈ ∆ かつ λ 6= µ なら,

〈λ, µ〉 ≤ 0.

Proof. Proposition 5.1.5より, Φ+
∆ = ∆+

ϖ となる, ϖ がとれる. このとき, ∆ = ∆ϖ であ

るので, Lemma 5.2.2よりわかる.

Definition 5.2.8. Φ をルート系とする. rank(Φ) = dim(〈Φ〉R) と定義し, Φ の階数と

呼ぶ.

Remark 5.2.9. ∆は 〈Φ〉R の基底であったので, ∆のとり方によらず, |∆| = rank(Φ).

5.3 例

5.3.1 I2(m)

Φ = Φ(I2(m))とし, Section 4.2.1と同じ記号を用いる. Φ = { αi | i ∈ { 0, . . . , 2m− 1 } }
であり, αi+m = −αi であった. ∆ = { α0, αm−1 } とする. このとき, α0 = α(0),

αm−1 = α
(

(m−1)π
m

)
であったので, ∆は一次独立であり, V = 〈Φ〉R の基底である.

η1 = α
(π
2

)
,

η2 = α

(
(m− 1)π

m
− π

2

)
= α

(
−π
m

+
π

2

)
とおくことにする. 〈α0, η1〉 = 0 であるので, Rα0 = Hη1 である. また, 〈αm−1, η2〉 = 0

であるので, Rα0 = Hη2
である. さらに,

Λ1 = { λ ∈ V | 〈λ, η1〉 ≥ 0 }
Λ2 = { λ ∈ V | 〈λ, η2〉 ≥ 0 }
Λ = Λ1 ∩ Λ2

とおくと,

{ aα0 + bαm−1 | a ≥ 0, b ≥ 0 } = Λ

である. また, −Λ = { −λ | λ ∈ Λ }とすると

{ aα0 + bαm−1 | a ≤ 0, b ≤ 0 } = −Λ
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である.

〈αi, η1〉 =
〈
α

(
iπ

m

)
, α
(π
2

)〉
= cos

(
iπ

m
− π

2

)
= sin

(
iπ

m

)
〈αi, η2〉 =

〈
α

(
iπ

m

)
, α

(
−π
m

+
π

2

)〉
= cos

(
iπ

m
−
(
−π
m

+
π

2

))
= cos

(
(1 + i)π

m
− π

2

)
= sin

(
(1 + i)π

m

)
であるので,

{ αi | i ∈ { 0, 1, . . . ,m− 1 } } ⊂ Λ

{ αm+i | i ∈ { 0, 1, . . . ,m− 1 } } ⊂ Λ

である. したがって,

Φ+
∆ = { αi | i ∈ { 0, 1, . . . ,m− 1 } }

Φ−
∆ = { αm+i | i ∈ { 0, 1, . . . ,m− 1 } }

であるので, Φ = Φ+
∆ ∪ Φ−

∆ である. よって ∆は Φの単純系である. また, ϖ = η1 + η2

とおけば,

Φ+
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≥ 0 }

Φ−
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≤ 0 }

である.

5.3.2 A1 × · · · × A1

Section 4.2.2 で考えたルート系について考える. つまり, εi = ei とし, Φ =

{ εk,−εk | k ∈ { 1, . . . , n } } とおく.

∆ = { ε1, . . . , εn }

とおくと, ∆は V の標準基底である. したがって, 〈Φ〉R でもある. あきらかに, Φ+
∆ = ∆

であり, Φ+
∆ = { −εk | k ∈ { 1, . . . , n } } である. Φ = Φ+

∆ ∪Φ−
∆ であるので, ∆は Φの単

純系である. また, ϖ = e1 + · · ·+ en とすると,

Φ+
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≥ 0 }

Φ−
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≤ 0 }

である.

5.3.3 An−1

Φ = Φ(An−1) とし, Section 4.2.3 の記号を用いる. αi,j = ei − ej であり, Φ =

{ αi,j ,−αi,j | 1 ≤ i < j ≤ n }である.

∆ = { α1,2, α2,3, . . . , αn−1,n } = { αi,i+1 | i ∈ { 1, . . . , n− 1 } }
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とおく. k > 0に対し,

αi,i+k = αi,i+1 + αi+1,i+2 + · · ·+ αi+k−1,i+k

であるので,

{ αi,j | 1 ≤ i < j ≤ n } ⊂ Φ+
∆

である. したがって

{ −αi,j | 1 ≤ i < j ≤ n } ⊂ Φ−
∆

である. Φ = Φ+
∆ ∪ Φ−

∆ であるので, Φ ⊂ 〈∆〉R である. また,

c1α1,2 + c2α2,3 + · · ·+ cn−1αn−1,n = 0

とすると,

c1α1,2 + c2α2,3 + · · ·+ cn−1αn−1,n

= c1(e1 − e2) + c2(e2 − e3) + · · ·+ cn−1(en−1 − en)

= c1e1 + (c2 − c1)e2 + (c3 − c2)e3 + · · ·+ (cn−1 − cn−2)en−1 − cn−1en

であるので, 
c1 = 0

−cn−1 = 0

ci − ci−1 = 0 (i = 2, 3, . . . , n− 1)

となる. したがって全ての i に対し ci = 0 である. よって, ∆ は一次独立である. した

がって, ∆は 〈Φ〉R の基底である. ∆は Φの単純系である.

η1,k = e1 + · · ·+ ek

とおと,

〈η1,k, αj,j+1〉 =

{
1 (k = j)

0 (k 6= j)

である.

ϖ = η1,1 + · · ·+ η1,n−1

= (n− 1)e1 + (n− 2)e1 + · · ·+ en−1

とすると,

Φ+
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≥ 0 }

Φ−
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≤ 0 }

である.
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5.3.4 Bn

Φ = Φ(Bn) とし, Section 4.2.4 の記号を用いる. αi,j = ei − ej , βi,j = ei + ej ,

εk = ek であった. { ε1, . . . , εn }は V の標準基底であるので, V = 〈Φ〉R である.

∆ = { αi,i+1 | i ∈ { 1, . . . , n− 1 } } ∪ { εn }

とおく. このとき, 1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k < nに対し,

αi,j =

j−1∑
k=i

αk,k+1

εk = αi,n + εn

βi,j = αi,j + 2εj

とかけるので,

{ αi,j , βi,j | 1 ≤ i < j ≤ n } ∪ { εk | k ∈ { 1, . . . , n } } ⊂ Φ+
∆

である. したがって,

{ −αi,j ,−βi,j | 1 ≤ i < j ≤ n } ∪ { −εk | k ∈ { 1, . . . , n } } ⊂ Φ−
∆

であるので, Φ = Φ+
∆ ∪ Φ−

∆ である. したがって 〈Φ〉R = 〈∆〉R である. また, |∆| = n =

dim(V )であるので, ∆は V = 〈Φ〉R の基底である.

Section 5.3.3と同様に,

η1,k = e1 + · · ·+ ek

とおと,

〈η1,k, εn〉 =

{
1 (k = n)

0 (k 6= n)

である. したがって,

ϖ = η1,1 + · · ·+ η1,n

= ne1 + (n− 1)e1 + · · ·+ 2en−1 + en

とすると,

Φ+
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≥ 0 }

Φ−
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≤ 0 }

である.

5.3.5 Cn

Φ = Φ(Cn)とし Section 4.2.5の記号を用いる. ε′k = 2εk である.

∆ = { αi,i+1 | i ∈ { 1, . . . , n− 1 } } ∪ { ε′n }
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とおく. このとき, 1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k < nに対し,

αi,j =

j−1∑
k=i

αk,k+1

βk,n = αk,n + ε′n

βi,j = αi,n + βj,n

ε′k = αi,n + βi,n

とかけるので,

{ αi,j , βi,j | 1 ≤ i < j ≤ n } ∪ { ε′k | k ∈ { 1, . . . , n } } ⊂ Φ+
∆

である. よって, Φ = Φ+
∆ ∪ Φ−

∆ であり, V = 〈Φ〉R = 〈∆〉R かつ |∆| = nであるので, ∆

は Φの単純系である.

Section 5.3.4と同様に,

η1,k = e1 + · · ·+ ek

とおと,

〈η1,k, ε′n〉 =

{
2 (k = n)

0 (k 6= n)

である. したがって,

ϖ = η1,1 + · · ·+ η1,n

とすると,

Φ+
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≥ 0 }

Φ−
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≤ 0 }

である.

5.3.6 Dn

Φ = Φ(Dn)とし Section 4.2.6の記号を用いる.

∆ = { αi,i+1 | i ∈ { 1, . . . , n− 1 } } ∪ { βn−1,n }

とする.

αi,j =

j−1∑
k=i

αk,k+1

βj,n = αk,n−1 + βn−1,n

βi,j = αi,n + βj,n

であるので,

{ αi,j , βi,j | 1 ≤ i < j ≤ n } ⊂ Φ+
∆
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である. したがって,

{ −αi,j ,−βi,j | 1 ≤ i < j ≤ n } ⊂ Φ−
∆

Φ = Φ+
∆ ∪ Φ−

∆

であるので, 〈∆〉R = 〈Φ〉R = V である. |∆| = n = dim(V )であるので, ∆は V = 〈Φ〉R
の基底であり, ∆は Φの単純系である.

η1,k = e1 + · · ·+ ek

η′ = η1,n

η′′ = η1,n−1 − en = e1 + · · ·+ en−1 − en

とおと, k < n− 1に対し,

〈η1,k, βn−1,n〉 = 0

〈η′, βn−1,n〉 = 2

〈η′′, βn−1,n〉 = 0

〈η′′, αi,i+1〉 =

{
2 (i = n− 1)

0 (i 6= n− 1)

である. したがって,

ϖ = η1,1 + · · ·+ η1,n−2 + η′ + η′′

= η1,1 + · · ·+ ηn − en

= ne1 + (n− 1)e2 + · · ·+ 2en−1

とすると,

Φ+
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≥ 0 }

Φ−
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≤ 0 }

である.

5.3.7 G2

Φ = Φ(G2)とし, Section 4.2.7の記号を用いる. n = 3であり,

αi,j = ei − ej ,

γi = αi,1 + αi,2 + αi,3

であった.

∆ = { α1,2, γ1 }

とおく.

α1,2 = e1 − e2

γ1 = −2e1 + e2 + e3

γ1 + α1,2 = α3,1

γ1 + 2α1,2 = α3,2

γ1 + 3α1,2 = α3,2 + α1,2 = γ2

2γ1 + 3α1,2 = γ1 + γ2 = −γ3
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である. したがって,

{ α1,2, γ1, α3,1, α3,2, γ2,−γ3 } ⊂ Φ+
∆

{ α2,1,−γ1, α1,3, α2,3,−γ2, γ3 } ⊂ Φ−
∆

である. したがって, Φ = Φ+
∆ ∪ Φ−

∆ であり, 〈Φ〉R = 〈∆〉R である. よって,

{ α1,2, γ1, α3,1, α3,2, γ2,−γ3 } = Φ+
∆

{ α2,1,−γ1, α1,3, α2,3,−γ2, γ3 } = Φ−
∆

である. また, ∆は一次独立であるから, ∆は Φの単純系である.

η1 = e3

η2 = e1 + 2e3

とおけば,

〈η1, α1,2〉 = 0

〈η2, α1,2〉 = 1

〈η1, γ1〉 = 1

〈η2, γ1〉 = 0

であるので, ϖ = η1 + η2 とすると,

Φ+
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≥ 0 }

Φ−
∆ = { α ∈ Φ | 〈α,ϖ〉 ≤ 0 }

である.
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章末問題

1. Φ = Φ(I2(3)), Φ
′ = Φ(A2)とする. このとき, 次の条件をみたす t : R2 → R3 を与

えよ:

（a）任意の α, β ∈ R2 に対し, 〈α, β〉 = 〈t(α), t(β)〉.
（b）α ∈ Φに対し, t(

√
2α) ∈ Φ′.

2. D2·3 と {Aσ | σ ∈ S3 }が同型であることを示せ.
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同型なルート系

ルート系が同型であることを定義し, 同型なルート系の例を挙げる.

6.1 ルート系の同型

Definition 6.1.1. Φと Φ′ をルート系とする. このとき, 以下を満たす f が存在すると

き, Φと Φ′ は同型であるという:

1. f は 〈Φ〉R から 〈Φ′〉R への線型同型写像.

2. f(Φ) = Φ′.

3. すべての α, β ∈ Φに対し, 2 ⟨α,β⟩
⟨α,α⟩ = 2 ⟨f(α),f(β)⟩

⟨f(α),f(α)⟩ .

Proposition 6.1.2. Φ と Ψ をルート系とし, f で同型が与えられているとする. ∆ を

Φ の単純系とすると, f(∆) は Ψ の単純系であり, Ψ+
f(∆) = f(Φ+

∆), Ψ
−
f(∆) = f(Φ−

∆) で

ある.

Proof. f は 〈Φ〉R から 〈Ψ〉R への線型同型写像であるので, ∆ が一次独立であること

から, f(∆) は一次独立であることがわかる. また, α =
∑

δ∈∆ aδδ ∈ Φ とすると,

f(α) =
∑

δ∈∆ aδf(δ)である. したがって,

f(Φ+
∆) =

{∑
δ∈∆

aδf(δ)

∣∣∣∣∣ aδ ≥ 0

}

=

 ∑
δ∈f(∆)

aδδ

∣∣∣∣∣∣ aδ ≥ 0


f(Φ−

∆) =

{∑
δ∈∆

aδf(δ)

∣∣∣∣∣ aδ ≤ 0

}

=

 ∑
δ∈f(∆)

aδδ

∣∣∣∣∣∣ aδ ≤ 0


Ψ = f(Φ) = f(Φ+

∆) ∪ f(Φ
−
∆)

となる. f(∆)は, Ψの単純系であり, Ψ+
f(∆) = f(Φ+

∆), Ψ
−
f(∆) = f(Φ−

∆) である.

以下で, 同型なルート系から決まる鏡映群は同型であることを示す.
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Lemma 6.1.3. Φ ⊂ V \ { 0 }とする. α ∈ Φに対し, sα
∣∣
⟨Φ⟩R

は, αに関する U 上の鏡

映である. また, f ∈W (Φ)に対し, f
∣∣
⟨Φ⟩R

は, 〈Φ〉R 上の全単射である.

Proof. U = 〈Φ〉R とおくと, V = U ⊕ U⊥ と (内部)直和分解できる.

まずは, α ∈ Φ に対し, sα
∣∣
U
が U 上の全単射になることを示す. α ∈ Φ とすると,

α ∈ U であるから, Rα ∩ U⊥ である. したがって,

V = Rα⊕ (Hα ∩ U)⊕ U⊥

U = Rα⊕ (Hα ∩ U)

と (内部)直和分解できる. β ∈ Rα に対し sα(β) = −β ∈ Rα ⊂ U であり, β ∈ Hα ∩ U
に対し sα(β) = β ∈ Hα ∩ U ⊂ U である. よって,

sα
∣∣
U
: U −→ U

∪ ∪
β 7−→ sα(β)

は, U 上の鏡映である. したがって, U 上の全単射である.

f ∈W (Φ)とすると, αi ∈ Φを使って f = sα1
· · · sαl

とかける. sα を U に制限すると

U 上の全単射であるので, f も U に制限すると U 上の全単射となる.

Lemma 6.1.3より,
{
w
∣∣
⟨Φ⟩R

∣∣∣ w ∈W (Φ)
}
は鏡映群であることがわかる.

Lemma 6.1.4. Φ ⊂ V \ { 0 }とし,

W =
{
w
∣∣
⟨Φ⟩R

∣∣∣ w ∈W (Φ)
}

とおく. このときW (Φ)とW は群として同型である.

Proof. w ∈W (Φ)に対し, φ(w) = w
∣∣
⟨Φ⟩R

とおくと, φはW (Φ)からW への全射群準同

型写像である. また, Lemma 4.1.2 より, φは単射である. したがって, W (Φ)とW は群

として同型である.

Proposition 6.1.5. Φと Φ′ をルート系とする. このとき, Φと Φ′ が同型なら, W (Φ)

とW (Φ′)は群として同型である.

Proof.

W =
{
w
∣∣
⟨Φ⟩R

∣∣∣ w ∈W (Φ)
}
,

W ′ =
{
w
∣∣
⟨Φ′⟩R

∣∣∣ w ∈W (Φ′)
}

とおくと, W とW (Φ), W ′ とW (Φ′) はそれぞれ群として同型であるから, W とW ′ が

同型であることを示す.

f : 〈Φ〉R → 〈Φ′〉R で Φと Φ′ の同型が与えられているとする. このとき, f は全単射で

あるので f−1 が存在する. w ∈W に対し φ(w) = f ◦w ◦f−1 とおくと, 〈Φ′〉R から 〈Φ′〉R
への線型写像である. また, w,w′ ∈W に対し,

φ(ww′) = f ◦ ww′ ◦ f−1

φ(w)φ(w′) = (f ◦ w ◦ f−1)(f ◦ w′ ◦ f−1) = f ◦ ww′ ◦ f−1
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となる. α ∈ Φに対し, sα を考える. このとき, β ∈ Φに対し,

φ(sα)(f(β)) = (f ◦ sα ◦ f−1)(f(β))

= f(sα(f
−1(f(β)))

= f(sα(β))

= f(β − 2
〈α, β〉
α, α

α)

= f(β)− 2
〈α, β〉
α, α

f(α)

sf(α)(f(β)) = f(β)− 2
〈f(α), f(β)〉
f(α), f(α)

f(α)

= f(β)− 2
〈α, β〉
α, α

f(α)

である. 〈f(Φ)〉R = 〈Φ′〉R であることから,

φ(sα
∣∣
⟨Φ⟩R

) = sf(α)
∣∣
⟨Φ′⟩R

∈W ′

であることがわかる. したがって,

φ : W −→ W ′

∪ ∪
w 7−→ φ(w)

は準同型写像であることがわかる. また, 同様に

ψ : W ′ −→ W
∪ ∪
w 7−→ f−1 ◦ w ◦ f

という準同型写像が定義できるが, φと ψ は互いに逆写像であるから, W とW ′ は群とし

て同型である.

Remark 6.1.6. Φと Ψが同型なルート系であるとき, W (Φ)とW (Ψ)は群として同型で

ある. しかし, W (Φ)とW (Ψ)は群として同型であったとしても, Φと Ψが同型なルート

系であるとは限らない. 例えば, ᾱ = 1
∥α∥αとするとき, { ᾱ | α ∈ Φ } = { ᾱ | α ∈ Ψ } で

あれば, Φと Ψが同型でなくとも, W (Φ)とW (Ψ)は群として同型となる.

6.2 例

6.2.1 I2(2), A1 × A1

Φ = Φ(I2(2))とする. また, n = 2とし, Section 5.3.2で考えたルート系を Φ′ とする.

α0 = ε2, α1 = −ε1 である. また, α2 = −ε1, α3 = −ε2 であるので, Φ = Ψであるから,

W (Φ) =W (Φ′)である.

6.2.2 B2, C2, I2(4)

Φ = Φ(B2) とし, Φ′ = Φ(C2) とする. このとき, f(α1,2) = ε′2, f(ε2) = −α1,2

で定義される 〈Φ〉R から 〈Φ′〉R への線型写像は Φ と Φ′ の同型を与える. したがって

W (Φ) =W (Φ′)である.
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Ψ = Φ(I2(4))とする. α ∈ Ψは ‖α‖ = 1を満たすので,

2
〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

= 2
〈αj , αi〉
〈αj , αj〉

である. 一方 α1,2, ε2 ∈ Φについて考えると,

2
〈α1,2, ε2〉
〈α1,2, α1,2〉

= −1

2
〈ε2, α1,2〉
〈ε2, ε2〉

= −2

であるので, Φと Ψは同型ではない. しかし, ᾱ = 1
∥α∥αとすると, Ψ = { ᾱ | α ∈ Φ } で

ある. したがって, W (Φ)とW (Ψ)は同型である.

6.2.3 I2(3), A2

Φ = Φ(I2(3))とし, Φ′ = Φ(A2)と∆′とする. f(α0) = α1,2, f(α2) = α2,3 で定義され

る 〈Φ〉R から 〈Φ′〉R への線型写像は Φと Φ′ の同型を与える. したがってW (Φ) =W (Φ′)

である.

6.2.4 Bn, Cn

Φ = Φ(Bn) とし, Ψ = Φ(Cn) とする. n ≥ 3 ならばこれらは同型ではない. しかし,

ᾱ = 1
∥α∥αとすると, { ᾱ | α ∈ Φ } = { ᾱ | α ∈ Ψ } である. したがって, W (Φ)とW (Ψ)

は同型である.

6.2.5 I2(6), G2

ν1 = e1, ν2 = − 3
2e1 +

√
3
2 e2 とし,

Φ+ = { ν1, ν2, ν2 + ν1, ν2 + 2ν1, , ν2 + 3ν1, 2ν2 + 3ν1 }
Φ− =

{
−α

∣∣ α ∈ Φ+
}

Φ = Φ+ ∪ Φ−

とする. Φ′ = Φ(G2)とする. Φ′の元は, e1+e2+e3と直交しており, 〈Φ′〉R = He1+e2+e3

である. f(α1,2) = ν1, f(γ1) = ν2 で定義される, 〈Φ′〉R から 〈Φ〉R への線型写像を考え
る. 直接計算することで, f が Φ′ と Φの同型を与えることが確かめられる. したがって,

W (Φ)とW (Φ′)は同型である. また, ∆ = { ν1, ν2 }とおくと, これは Φの単純系である.

また Ψ = Φ(I2(3))とする. α ∈ Ψは ‖α‖ = 1を満たすので,

2
〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

= 2
〈αj , αi〉
〈αj , αj〉

である. 一方, ν1, ν2 ∈ Φについて考えると,

2
〈ν1, ν2〉
〈ν1, ν1〉

= −3

2
〈ν2, ν1〉
〈ν2, ν2〉

= −1

であるので, Φと Ψは同型ではない. しかし, ᾱ = 1
∥α∥αとすると, Ψ = { ᾱ | α ∈ Φ } で

ある. したがって, W (Φ)とW (Ψ)は同型である.
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章末問題

1. mを整数とし, Section 5.3.1と同じ記号を用いる. Φ+ = { αi | i ∈ { 0, . . . ,m− 1 } }
とする. 整数 iに対し次を求めよ:

（a）{ α ∈ Φ+ | Piα 6∈ Φ+ }.
（b）{ α ∈ Φ+ | Riα 6∈ Φ+ }.

2. Φ+ = { e1 − e2, e2 − e3, e1 − e3 }とする. 各 σ ∈ S3に対し, { α ∈ Φ+ | Aσα 6∈ Φ+ }
を求めよ.
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第 7章

転倒数

対称群 Sn の元 σ に対し, |{ (i, j) | i < j, σ(i) > σ(j) }| は σ の転倒数と呼ばれ, σ の符

号を求める際などに使われていた. 対称群 Sn はW (Φ(An−1)) と群として同型であった

ので, W (Φ(An−1))の元に転倒数が定義されていると思うこともできる. ここでは, 転倒

数を一般の有限鏡映群にも定義することを目標とする.

7.1 転倒数

ここでは特に断らない限り, Φ をルート系とし, ∆ ⊂ Φ を単純系とする. また,

W =W (Φ)とする.

Definition 7.1.1. w ∈W に対して,

Φ+
∆(w) =

{
α ∈ Φ+

∆

∣∣ w(α) ∈ Φ−
∆

}
と定義し,

nΦ+
∆
(w) =

∣∣Φ+
∆(w)

∣∣
とおく.

以下では, 特にことわりのない限り, n(w) = nΦ+
∆
(w)とする.

Remark 7.1.2. w ∈W と X ⊂ Φに対し, w(X) = { w(α) | α ∈ X }とおく. このとき,

w−1(Φ−
∆) =

{
w−1(β)

∣∣ β ∈ Φ−
∆

}
=
{
α
∣∣ α = w−1(β), β ∈ Φ−

∆

}
=
{
α
∣∣ w(α) ∈ Φ−

∆

}
であるので,

Φ+
∆(w) =

{
α ∈ Φ+

∆

∣∣ w(α) ∈ Φ−
∆

}
= Φ+

∆ ∩ w−1(Φ−
∆)

とかける.

Proposition 7.1.3. α ∈ ∆, β ∈ Φ+
∆ とする. α 6= β ならば, sα(β) ∈ Φ+

∆ かつ

sα(β) 6= αである.
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Proof. β =
∑

δ∈∆ cδδ ∈ Φ+
∆ \ { α } とする. cδ ≥ 0である. β = cααとかけたとすると,

Φはルート系であるので, Φ∩Rα = { α,−α }であるから, cα ∈ { 1,−1 }である. β は仮

定より αではなく, また −α ∈ Φ−
∆ でもない. したがって, cδ > 0をみたす δ ∈ ∆ \ { α }

が存在する. γ ∈ ∆ \ { α }が cγ > 0をみたすとする.

ルート系の定義より, sα(Φ) = Φであるので, sα(β) ∈ Φ. c = 2 ⟨β,α⟩
⟨α,α⟩ とすると,

sα(β) = β − cα

= cγγ + (cα − c)α+
∑

δ∈∆\{ γ,α }

cδδ.

cγ > 0 であることから sα(β) ∈ Φ+
∆ であることがわかる. また sα(β) = α とすると,

β = sα(α) = −αであり, β ∈ Φ−
∆ となるので β ∈ Φ+

∆ に矛盾する.

Proposition 7.1.3から, δ ∈ ∆に対し, sδ で負ルートになる正ルートは δ のみであるこ

とがわかる.

Corollary 7.1.4. δ ∈ ∆に対し, sδ(Φ
+
∆ \ { δ }) = Φ+

∆ \ { δ }.

Proof. sδ(Φ
+
∆ \ { δ }) ⊂ Φ+

∆ \ { δ } は Proposition 7.1.3からわかる.

sδ(Φ
+
∆ \ { δ }) ⊃ Φ+

∆ \ { δ } を示す. β ∈ Φ+
∆ \ { δ } とする. γ = sδ(β) とおくと,

Proposition 7.1.3から, γ ∈ Φ+
∆ \ { δ }である. sδsδ = idV であるから, β = sδ(sδ(β)) =

sδ(γ) とかけるので, β ∈ sδ(Φ
+
∆ \ { δ }).

Corollary 7.1.5. δ ∈ ∆とする. sδ(α) ∈ Φ+
∆ かつ α ∈ Φ−

∆ ならば δ = −αである.

Φ+
∆(δ) = Φ+

∆ ∩ (sδ)
−1(Φ−

∆) であるので次のようにも言い換えられる.

Corollary 7.1.6. δ ∈ ∆に対し, Φ+
∆(sδ) = { δ }. 特に, n(δ) = 1.

δ ∈ ∆ に対して w = sδ となっている場合について Φ+
∆(w) をしらべた. 次に, 一般の

w ∈W に対して, Φ+
∆(w)を調べる.

Proposition 7.1.7. w ∈W に対し, n(w) = n(w−1)である.

Proof.

Φ+
∆ ∩ w(Φ−

∆) = w(w−1(Φ+
∆) ∩ Φ−

∆)

である. また, w は全単射であるので,∣∣w(w−1(Φ+
∆) ∩ Φ−

∆)
∣∣ = ∣∣w−1(Φ+

∆) ∩ Φ−
∆

∣∣ .
また, −1倍する操作も全単射であるから,∣∣w−1(Φ+

∆) ∩ Φ−
∆

∣∣ = ∣∣−(w−1(Φ+
∆) ∩ Φ−

∆)
∣∣ .

w−1 は線形写像なので,

−(w−1(Φ+
∆) ∩ Φ−

∆) = w−1(Φ−
∆) ∩ Φ+

∆.
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したがって,

n(w−1) =
∣∣Φ+

∆ ∩ w(Φ−
∆)
∣∣

=
∣∣w(w−1(Φ+

∆) ∩ Φ−
∆)
∣∣

=
∣∣w−1(Φ+

∆) ∩ Φ−
∆

∣∣
=
∣∣−(w−1(Φ+

∆) ∩ Φ−
∆)
∣∣

=
∣∣w−1(Φ−

∆) ∩ Φ+
∆

∣∣
= n(w).

Lemma 7.1.8. δ ∈ ∆, w ∈W とする. このとき次が成り立つ:

1. w(δ) ∈ Φ+
∆ ⇐⇒ n(wsδ) = n(w) + 1.

2. w(δ) ∈ Φ−
∆ ⇐⇒ n(wsδ) = n(w)− 1.

3. w−1(δ) ∈ Φ+
∆ ⇐⇒ n(sδw) = n(w) + 1.

4. w−1(δ) ∈ Φ−
∆ ⇐⇒ n(sδw) = n(w)− 1.

Proof.

Φ+
∆(wsδ) = Φ+

∆ ∩ (wsδ)
−1(Φ−

∆)

= Φ+
∆ ∩ (sδ)

−1w−1(Φ−
∆)

= Φ+
∆ ∩ sδw−1(Φ−

∆).

ここで δ ∈ ∆に対し,

Φ+
∆ = sδ(Φ

+
∆ \ { δ }) ∪ { δ }

sδ(Φ
+
∆ \ { δ }) ∩ { δ } = ∅

であるので, Φ+
∆ ∩ sδw−1(Φ−

∆)を調べるには,

sδ(Φ
+
∆ \ { δ }) ∩ sδw−1(Φ−

∆)

{ δ } ∩ sδw−1(Φ−
∆)

をそれぞれ調べればよい.

まず,

w(δ) ∈ Φ+
∆ =⇒ n(wsδ) = n(w) + 1

について考える. w(δ) = α とおく. 仮定から w(δ) ∈ Φ+
∆ であるので, α ∈ Φ+

∆ であり,

−α ∈ Φ−
∆ である.

δ = w−1(α)であるので,

δ = sδsδ(δ)

= sδ(−δ)
= sδ(−w−1(α))

= sδ(w
−1(−α))

となる. したがって, δ ∈ sδ(w
−1(Φ−

∆))である. したがって,

{ δ } ∩ sδw−1(Φ−
∆) = { δ }
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である.

一方

sδ(Φ
+
∆ \ { δ }) = sδ(Φ

+
∆) \ { −δ }

である. δ = sδ(w
−1(−α))であるので, −δ = sδ(w

−1(α))となり, −δ ∈ sδ(w
−1(Φ+

∆))で

あるから, −δ 6∈ sδ(w
−1(Φ−

∆))である. したがって,

sδ(Φ
+
∆ \ { δ }) ∩ sδw−1(Φ−

∆) = sδ(Φ
+
∆) ∩ sδw

−1(Φ−
∆)

= sδ(Φ
+
∆ ∩ w−1(Φ−

∆))

= sδ(Φ
+
∆(w))

である. δ 6∈ sδ(Φ
+
∆ \ { δ }) であるので, δ 6∈ sδ(Φ

+
∆(w)) である.

したがって,

n(wsδ) =
∣∣Φ+

∆(wsδ)
∣∣

=
∣∣sδ(Φ+

∆(w))
∣∣+ 1

=
∣∣Φ+

∆(w)
∣∣+ 1

= n(w) + 1

である.

次に,

w(δ) ∈ Φ−
∆ =⇒ n(wsδ) = n(w)− 1

について考える. w(δ) = α とおく. 仮定から w(δ) ∈ Φ−
∆ であるので, α ∈ Φ−

∆ であり,

−α ∈ Φ+
∆ である.

δ = w−1(α)であるので,

δ = sδsδ(δ)

= sδ(−δ)
= sδ(−w−1(α))

= sδ(w
−1(−α)).

となる. したがって, δ ∈ sδ(w
−1(Φ+

∆)) である. したがって, δ 6∈ sδ(w
−1(Φ−

∆)) である

ので,

{ δ } ∩ sδw−1(Φ−
∆) = ∅

である.

一方

sδ(Φ
+
∆ \ { δ }) = sδ(Φ

+
∆) \ { −δ }

である. δ ∈ sδ(w
−1(Φ+

∆))であるので, −δ ∈ sδ(w
−1(Φ−

∆))である. したがって,

sδ(Φ
+
∆ \ { δ }) ∩ sδw−1(Φ−

∆) = (sδ(Φ
+
∆) ∩ sδw

−1(Φ−
∆)) \ { −δ }

= sδ(Φ
+
∆ ∩ w−1(Φ−

∆)) \ { −δ }
= sδ(Φ

+
∆(w)) \ { −δ }
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である.

したがって,

n(wsδ) =
∣∣Φ+

∆(wsδ)
∣∣

=
∣∣sδ(Φ+

∆(w))
∣∣− 1

=
∣∣Φ+

∆(w)
∣∣− 1

= n(w)− 1

である.

w(δ) に対し, w(δ) ∈ Φ+
∆ または w(δ) ∈ Φ−

∆ のいずれか一つのみが成り立つので,

items 1 and 2 が成り立つ.

Items 3 and 4 について考える. Proposition 7.1.7より,

n(w−1sδ) = n((w−1sδ)
−1)

= n((sδ)
−1(w−1)−1)

= n(sδw)

である. したがって, Items 1 and 2 から, Items 3 and 4 が得られる.

7.2 作用の例

7.2.1 I2(m)

Φ = Φ(I2(m)) とし, Section 5.3.1 で考えた単純系 ∆ を考える. ∆ = { α0, αm−1 },
Φ+

∆ = { αi | i ∈ { 0, . . . ,m− 1 } }, Φ−
∆ = { αm+i | i ∈ { 0, . . . ,m− 1 } } であった. ま

た, Pi = sαi
であるが,

P0αi = αm−i,

Pm−1αi = αm−2−i

である. したがって, 0 < i < mに対して, P0(αi) ∈ Φ+
∆ である. また, −1 < i < m − 1

に対して, Pm−1(αi) ∈ Φ+
∆ である.

n(w) = nΦ+
∆
(w)について考える. まず, n(Rk)について考える.

Rkαi = αi+2k

であるので

{Rkαi | 0 ≤ i < m } = { αi+2k | 0 ≤ i < m } = { αj | 2k ≤ j < m+ 2k }

となる. 0 ≤ k < m
2 のとき, 0 ≤ 2k < m+ 2k < 2mであるので,

{Rkαi | 0 ≤ i < m } ∩ Φ−
∆ = { αm, αm+1, . . . , αm−1+2k }

であるから,

Φ+
∆(Rk) = { αm−2k, αm−2k+1, . . . , αm−1 }

nΦ+
∆
(Rk) = m− 1− (m− 2k) + 1 = 2k
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である. 一方, m
2 ≤ k < mのとき, m ≤ 2k < m+ 2k < 3mであるので,

{Rkαi | 0 ≤ i < m } ∩ Φ−
∆ = { α2k, α2k+1, . . . , α2m−1 }

であるから,

Φ+
∆(Rk) = { α0, α1, . . . , α2m−1−2k }

nΦ+
∆
(Rk) = 2m− 1− 2k − 0 + 1 = 2(m− k)

である.

また, n(Pk)については,

Pkαi = αm+2k−i

であるので

{ Pkαi | 0 ≤ i < m } = { αm+2k−i | 0 ≤ i < m } = { αj | 2k < j ≤ m+ 2k }

となる. 0 ≤ k < m
2 のとき, 0 ≤ 2k < m+ 2k < 2mであるので,

{ Pkαi | 0 ≤ i < m } ∩ Φ−
∆ = { αm, αm+1, . . . , αm+2k }

であるから,

Φ+
∆(Pk) = { α0, α1, . . . , α2k }

nΦ+
∆
(Pk) = 2k + 1

である. 一方, m
2 ≤ k < mのとき, m ≤ 2k < m+ 2k < 3mであるので,

{ Pkαi | 0 ≤ i < m } ∩ Φ−
∆ = { α2k+1, α2k+2, . . . , α2m−1 }

であるから,

Φ+
∆(Pk) = { α2k−m+1, α2k−m+2, . . . , αm−1 }

n(Φ+
∆(Pk)) = (m− 1)− (2k −m+ 1) + 1 = 2(m− k)− 1

である.

7.2.2 A1 × · · · × A1

Section 5.3.2で考えたルート系 Φと単純系 ∆について考える.

Fiεj =

{
−εj (i = j)

εj (i 6= j)

であるので, i 6= j に対し, sεi(εj) ∈ Φ+
∆ となることは明らかである. また,

diag(a1, . . . , an) ∈W (Φ)に対し,

Φ+
∆(diag(a1, . . . , an)) = { εi | ai = −1 }

nΦ+
∆
(diag(a1, . . . , an)) = |{ i | ai = −1 }|

である.
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7.2.3 An−1

Φ = Φ(An−1)とし, Section 5.3.3の単純系 ∆を用いる.

∆ = { αi,i+1 | 1 ≤ i < n }
Φ+

∆ = { αi,j | 1 ≤ i < j ≤ n }

である. k < l かつ { k, l } 6= { i, i+ 1 }とする. このとき, sαi,i+1
(αk,l) ∈ Φ+

∆ であるこ

とを確かめる. τ ∈ Sn を i と i + 1 を入れ替える互換とする. このとき, sαi,i+1
(αk,l) =

ατ(k),τ(l)である. したがって, τ(k) < τ(l)を示せば良い. j 6∈ { i, i+ 1 }ならば, τ(j) = j

であるから, k, l 6∈ { i, i+ 1 } のときは τ(k) < τ(l) である. k ∈ { i, i+ 1 } のときは,

i+ 1 < l であるので, τ(k) ≤ i+ 1 < l = τ(l)である. l ∈ { i, i+ 1 }のときは, k < iで

あるので, τ(k) = k < i ≤ τ(l)である. したがって, sαi,i+1
(αk,l) ∈ Φ+

∆ である.

n(w) = nΦ+
∆
(w) について考える. σ ∈ Sn とし, Aσ ∈ W に対し, Aσ(ek) = eσ(k) で

あったので, Aσ(αi,j) = ασ(i),σ(j) である. したがって,

Φ+
∆(Aσ) = Φ+

∆ ∩Aσ−1(Φ−
∆)

= { αi,j | i < j } ∩
{
ασ−1(k),σ−1(l)

∣∣ k > l
}

= { αi,j | i < j } ∩ { αi,j | σ(i) > σ(j) }

であるので,

n(Aσ) = |{ (i, j) | i < j, σ(i) > σ(j) }|

である.

7.2.4 Bn

Φ = Φ(Bn)とし, Section 5.3.4の単純系 ∆を用いる.

∆ = { α1,2, . . . , αn−1,n } ∪ { εn }
Φ+

∆ = { αi,j , βi,j | 1 ≤ i < j ≤ n } ∪ { εk | 1 ≤ k ≤ n }

である. τ を i, i+ 1を入れ替える互換とすると

sαi,i+1
(αk,l) = ατ(k),τ(l)

sαi,i+1
(βk,l) = βτ(k),τ(l)

sαi,i+1
(εk) = ετ(k)

であるが, βk,l = βl,k であることに注意すると, α ∈ Φ+
∆ \ { αi,i+1 } に対し, sαi,i+1

(α) ∈
Φ+

∆ となっていることが確かめられる. また, k < lに対し,

sεn(αk,l) =

{
βk,n (n = l)

αk,l (n 6= l)

sεn(βk,l) =

{
αk,n (n = l)

βk,l (n 6= l)
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sεn(εk) =

{
−εn (n = l)

εk (n 6= l)

であるので, α ∈ Φ+
∆ \ { εn } に対し, sεn(α) ∈ Φ+

∆ となっていることが確かめられる.

n(w) = nΦ+
∆
(w) について考える. z1, . . . , zn ∈ Z×, σ ∈ Sn とし, w =

Aσ diag(z1, . . . , zn) ∈W に対し,

w(αi,j) =


ασ(i),σ(j) zi = zj = 1

−ασ(i),σ(j) = ασ(j),σ(i) zi = zj = −1

βσ(i),σ(j) zi = 1, zj = −1

−βσ(i),σ(j) zi = −1, zj = 1

w(βi,j) =


βσ(i),σ(j) zi = zj = 1

−βσ(i),σ(j) zi = zj = −1

ασ(i),σ(j) zi = 1, zj = −1

−ασ(i),σ(j) = ασ(j),σ(i) zi = −1, zj = 1

w(εi) =

{
εσ(i) zi = 1

−εσ(i) zi = −1

である. したがって,

Φ+
∆(w) = { αi,j | i < j, σ(i) > σ(j), zi = zj = 1 }

∪ { αi,j | i < j, σ(i) < σ(j), zi = zj = −1 }
∪ { αi,j | i < j, zi = −1, zj = 1 }
∪ { βi,j | i < j, σ(i) < σ(j), zi = −1, zj = 1 }
∪ { βi,j | i < j, σ(i) > σ(j), zi = 1, zj = −1 }
∪ { βi,j | i < j, zi = zj = −1 }
∪ { εi | zi = −1 }

である. したがって,

n(w) = |{ (i, j) | i < j, σ(i) > σ(j), zi = zj = 1 }|
+ |{ (i, j) | i < j, σ(i) > σ(j), zi = 1, zj = −1 }|
+ |{ (i, j) | i < j, σ(i) < σ(j), zi = zj = −1 }|
+ |{ (i, j) | i < j, σ(i) < σ(j), zi = −1, zj = 1 }|
+ |{ (i, j) | i < j, zi = −1, zj = 1 }|
+ |{ (i, j) | i < j, zi = zj = −1 }|
+ |{ i | zi = −1 }|

= |{ (i, j) | i < j, σ(i) > σ(j), zi = 1 }|
+ |{ (i, j) | i < j, σ(i) < σ(j), zi = −1 }|
+ |{ (i, j) | i < j, zi = −1 }|
+ |{ i | zi = −1 }|

= |{ (i, j) | i < j, σ(i) > σ(j), zi = 1 }|
+ |{ (i, j) | i < j, σ(i) < σ(j), zi = −1 }|
+ |{ (i, j) | i ≤ j, zi = −1 }| .
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また, Aσ diag(z1, . . . , zn) = diag(zσ−1(1), . . . , zσ−1(n))Aσ であったから, ai = zσ−1(i), つ

まり, aσ(i) = zi とおき, diag(a1, . . . , an)Aσ ∈W に対しても計算してみると,

w(αi,j) =


ασ(i),σ(j) aσ(i) = aσ(j) = 1

−ασ(i),σ(j) = ασ(j),σ(i) aσ(i) = aσ(j) = −1

βσ(i),σ(j) aσ(i) = 1, aσ(j) = −1

−βσ(i),σ(j) aσ(i) = −1, aσ(j) = 1

w(βi,j) =


βσ(i),σ(j) aσ(i) = aσ(j) = 1

−βσ(i),σ(j) aσ(i) = aσ(j) = −1

ασ(i),σ(j) aσ(i) = 1, aσ(j) = −1

−ασ(i),σ(j) = ασ(j),σ(i) aσ(i) = −1, aσ(j) = 1

w(εi) =

{
εσ(i) aσ(i) = 1

−εσ(i) aσ(i) = −1

となるので,

Φ+
∆(w) =

{
αi,j

∣∣ i < j, σ(i) > σ(j), aσ(i) = aσ(j) = 1
}

∪
{
αi,j

∣∣ i < j, σ(i) < σ(j), aσ(i) = aσ(j) = −1
}

∪
{
αi,j

∣∣ i < j, aσ(i) = −1, aσ(j) = 1
}

∪
{
βi,j

∣∣ i < j, σ(i) < σ(j), aσ(i) = −1, aσ(j) = 1
}

∪
{
βi,j

∣∣ i < j, σ(i) > σ(j), aσ(i) = 1, aσ(j) = −1
}

∪
{
βi,j

∣∣ i < j, aσ(i) = aσ(j) = −1
}

∪
{
εi
∣∣ aσ(i) = −1

}
,

n(w) =
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, σ(i) > σ(j), aσ(i) = aσ(j) = 1

}∣∣
+
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, σ(i) > σ(j), aσ(i) = 1, aσ(j) = −1

}∣∣
+
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, σ(i) < σ(j), aσ(i) = aσ(j) = −1

}∣∣
+
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, σ(i) < σ(j), aσ(i) = −1, aσ(j) = 1

}∣∣
+
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, aσ(i) = −1, aσ(j) = 1

}∣∣
+
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, aσ(i) = aσ(j) = −1

}∣∣
+
∣∣{ i ∣∣ aσ(i) = −1

}∣∣
=
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, σ(i) > σ(j), aσ(i) = 1

}∣∣
+
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, σ(i) < σ(j), aσ(i) = −1

}∣∣
+
∣∣{ (i, j) ∣∣ i ≤ j, aσ(i) = −1

}∣∣ .
7.2.5 Cn

Φ = Φ(Cn) とし Section 5.3.5 の単純系 ∆ を考える. S = { sδ | δ ∈ ∆ } とおく.

Section 5.3.4の単純系を∆′ とすると, Φ+
∆ = Φ+

∆′ であり, S = { sδ | δ ∈ ∆′ }である. し

たがって, sδ ∈ S に対し, α ∈ Φ+
∆ \ { δ }が sδ(α) ∈ Φ+

∆ みたすことは, Section 7.2.4 と

同様に確かめられる. また, Φ+
∆ = Φ+

∆′ であるので, nΦ+
∆
(w) = nΦ−

∆
(w)である.
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7.2.6 Dn

Φ = Φ(Dn) とし Section 5.3.6 で考えた単純系 ∆ を考える. δ ∈ ∆ に対し, α ∈
Φ+

∆ \ { δ }が sδ(α) ∈ Φ+
∆ みたすことを確認する. δ = αi,i+1 については, Section 7.2.4

の議論である. δ = βn−1,n のときについて考える. sβn−1,n
= Fn−1FnTn−1,n である. し

たがって i < j に対し,

sβn−1,n
(αi,j) =


αi,j (i < j < n− 1)

βi,n (i < n− 1, j = n− 1)

βi,n−1 (i < n− 1, j = n)

−αn,n−1 = αn−1,n (i = n− 1, j = n)

sβn−1,n
(βi,j) =


βi,j (i < j < n− 1)

αi,n (i < n− 1, j = n− 1)

αi,n−1 (i < n− 1, j = n)

−βn,n−1 (i = n− 1, j = n)

である. したがって, α ∈ Φ+
∆ \ { βn−1,n }ならば sβn−1,n

(α) ∈ Φ+
∆ をみたしている.

Section 7.2.4での議論から, w = diag(a1, . . . , an)Aσ ∈W に対して,

w(αi,j) =


ασ(i),σ(j) aσ(i) = aσ(j) = 1

−ασ(i),σ(j) = ασ(j),σ(i) aσ(i) = aσ(j) = −1

βσ(i),σ(j) aσ(i) = 1, aσ(j) = −1

−βσ(i),σ(j) aσ(i) = −1, aσ(j) = 1

w(βi,j) =


βσ(i),σ(j) aσ(i) = aσ(j) = 1

−βσ(i),σ(j) aσ(i) = aσ(j) = −1

ασ(i),σ(j) aσ(i) = 1, aσ(j) = −1

−ασ(i),σ(j) = ασ(j),σ(i) aσ(i) = −1, aσ(j) = 1

となるので, nΦ+
∆
(w)は,

Φ+
∆(w) =

{
αi,j

∣∣ i < j, σ(i) > σ(j), aσ(i) = aσ(j) = 1
}

∪
{
αi,j

∣∣ i < j, σ(i) < σ(j), aσ(i) = aσ(j) = −1
}

∪
{
αi,j

∣∣ i < j, aσ(i) = −1, aσ(j) = 1
}

∪
{
βi,j

∣∣ i < j, σ(i) < σ(j), aσ(i) = −1, aσ(j) = 1
}

∪
{
βi,j

∣∣ i < j, σ(i) > σ(j), aσ(i) = 1, aσ(j) = −1
}

∪
{
βi,j

∣∣ i < j, aσ(i) = aσ(j) = −1
}

n(w) =
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, σ(i) > σ(j), aσ(i) = aσ(j) = 1

}∣∣
+
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, σ(i) > σ(j), aσ(i) = 1, aσ(j) = −1

}∣∣
+
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, σ(i) < σ(j), aσ(i) = aσ(j) = −1

}∣∣
+
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, σ(i) < σ(j), aσ(i) = −1, aσ(j) = 1

}∣∣
+
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, aσ(i) = −1, aσ(j) = 1

}∣∣
+
∣∣{ (i, j) ∣∣ i < j, aσ(i) = aσ(j) = −1

}∣∣
となる.
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7.2.7 G2

Φ = Φ(G2)とし, Section 5.3.7 で考えた単純系 ∆を考える.

αi,j = ei − ej

γi = −3ei +

3∑
k=1

ek

∆ = { α1,2, γ1 }
Φ+

∆ = { α1,2, γ1, α3,1, α3,2, γ2,−γ3 }

であった. Section 4.2.7での計算をもとに計算すると,

sα1,2(α3,1) = α3,2 sα1,2(α3,2) = α3,1

sα1,2(γ1) = γ2 sα1,2(γ2) = γ1

sα1,2
(−γ3) = −γ3

である. どれも Φ+
∆ の元である. また

sγ1
(α1,2) = −α1,3 = α3,1 sγ1

(α3,1) = −α2,1 = α1,2

sγ1(α3,2) = α3,2

sγ1
(γ2) = −γ3 sγ1

(−γ3) = γ2

であり, どれも Φ+
∆ の元である.
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章末問題

1. Section 5.3.3と同じ記号を用い, Φ = Φ(A2)について考える. このとき, D2·m =

〈sη1 , sη2〉Z を示せ.

2. m を整数とし, Section 5.3.1 と同じ記号を用いる. このとき, {Aσ | σ ∈ S3 } =〈
sα1,2

, sα2,3

〉
Z を示せ.
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高さ関数

対称群 Sn は隣接互換のなす集合でで生成されていた. Section 5.3.3 での単純系 ∆を

考えると, 単純ルートに対する鏡映は隣接互換に相当していた. ここでは, 高さと呼ばれる

ルートに対して決まる値を定義し, 有限鏡映群が単純ルートに対する鏡映で生成されるこ

とを示す.

8.1 高さ関数

ここでは特に断らない限り, Φ をルート系とし, ∆ ⊂ Φ を単純系とする. また,

Φ+ = Φ+
∆ とする.

Definition 8.1.1. α =
∑

δ∈∆ cδδ に対し, ht∆(α) =
∑

δ∈∆ cδ と定義し, α の高さと

呼ぶ.

しばらくの間, R0 = { sα | α ∈ ∆ }, W0 = 〈R0〉Z とおく.

Lemma 8.1.2. β ∈ Φ+, h = min { ht∆(w(β)) | w ∈W0, w(β) ∈ Φ+ } とおく. w ∈
W0 とする. w(β) ∈ Φ+ が ht∆(w(β)) = hをみたすなら, w(β) ∈ ∆.

Proof. w(β) =
∑

δ∈∆ cδδ とする. w(β) ∈ Φ+ であるので, cγ ≥ 0である.

〈w(β), w(β)〉 =

〈
w(β),

∑
δ∈∆

cδδ

〉
=
∑
δ∈∆

cδ 〈w(β), δ〉

となるが, 〈w(β), w(β)〉 > 0 であるから, 〈w(β), δ〉 > 0 となる δ が存在する. α ∈ ∆ が

〈w(β), α〉 > 0をみたすとする.

w(β) = α のときは w(β) = α ∈ ∆ である. w(β) 6= α のときについて考える.

sα(w(β)) を調べる. w(β) ∈ Φ+ \ { α }だから, Proposition 7.1.3 から sα(w(β)) ∈ Φ+

がわかる. また, sαw ∈ W0 である. 一方, c = 2 ⟨w(β),α⟩
⟨α,α⟩ とすると, c > 0 であり,

sα(w(β)) = w(β)− cα とかけるので,

ht∆(sα(w(β))) = ht∆(γ)− c < ht∆(γ) = h

となる. これは hの最小性に矛盾する.



x2 (2025-01-23 16:09)

68 第 8章 高さ関数

Lemma 8.1.3. W0(∆) = Φ

Proof. W0(∆) ⊂ Φは, Φがルート系であるので明白である.

W0(∆) ⊃ Φについて考える. β ∈ Φとする.

β ∈ Φ+ のときについて考える. h = min { ht∆(w(β)) | w ∈W0, w(β) ∈ Φ+ } とし,

w(β), w ∈ W0 が ht∆(w(β)) = hをみたすとする. γ = w(β)とおくと, Lemma 8.1.2よ

り, γ ∈ ∆である. したがって, β = w−1(γ) ∈W0(∆)である.

β ∈ Φ− のときは, −β ∈ Φ+ であるので, −β = w(γ)をみたす w ∈ W0 と γ ∈ ∆がと

れる. sγ(γ) = −γ であるから, wsγ(γ) = −w(γ) = β となり β ∈W0(∆)がわかる.

Theorem 8.1.4. W (Φ) =W0

Proof. W (Φ) ⊃W0 = 〈R0〉Z は, R0 ⊂W (Φ)であることから, 明白である.

W (Φ) ⊂ W0 について考える. β ∈ Φ とする. このとき sβ ∈ W , β ∈ Φ だから,

Lemma 8.1.3から, β = w(α)をみたす w ∈W0 と δ ∈ ∆がとれる. したがって,

sβ = swδ = wsδw
−1

となるが, w も sδ もW0 の元だから, sβ ∈ W0 である. したがって, R(Φ) ⊂ W0 である

ので, W (Φ) = 〈R(Φ)〉Z ⊂W0 である.

8.2 例

8.2.1 I2(m)

Φ = Φ(I2(m)) とし, Section 5.3.1 で考えた単純系 ∆ を考える. ∆ = { α0, αm−1 },
Φ+

∆ = { αi | i ∈ { 0, . . . ,m− 1 } }, Φ+
∆ = { αm+i | i ∈ { 0, . . . ,m− 1 } }であった. S =

{ P0, Pm−1 } とする. P0Pm−1 = R1−m = R1 である. また, Ri = (R1)
i であり,

Pi = RiP0であるから, Pi, Riはいずれも, Sの元の積として書ける. つまりD2·m = 〈S〉Z
である.

α0 = α(0) =

(
0
1

)
αm−1 = α(

(m− 1)π

m
) =

(
sin(− (m−1)π

m )

cos(− (m−1)π
m )

)
=

(
sin(− π

m )
− cos(− π

m )

)
αi = α(

iπ

m
) =

(
sin(− iπ

m )
cos(− iπ

m )

)
=

sin(− iπ
m )

sin(− π
m )

αm−1 + (cos(− iπ
m

) +
sin(− iπ

m ) cos(− π
m )

sin(− π
m )

)α0

=
sin(− iπ

m )

sin(− π
m )

αm−1 + (
sin(− iπ

m ) cos(− π
m ) + cos(− iπ

m ) sin(− π
m )

sin(− π
m )

)α0

=
sin(− iπ

m )

sin(− π
m )

αm−1 +
sin(− (1+i)π

m )

sin(− π
m )

α0



x2 (2025-01-23 16:09)

8.2 例 69

であるので,

ht∆(αi) =
sin(− iπ

m )

− sin( π
m )

+
sin(− (1+i)π

m )

− sin( π
m )

=
sin(− iπ

m ) + sin(− (1+i)π
m )

sin(− π
m )

=
sin(− 1

2 (
(1+i)π

m + iπ
m )) cos(− 1

2 (
(1+i)π

m − iπ
m ))

sin(− π
m )

=
sin(− (1+2i)π

2m ) cos(− π
2m )

sin(− π
m )

=
sin(− (1+2i)π

2m ) cos(− π
2m )

2 sin(− π
2m ) cos(− π

2m )

=
sin(− (1+2i)π

2m )

2 sin(− π
2m )

.

である. i ∈ { 0, . . . ,m− 1 } で, ht∆(αi) > 0 となる. さらに, i ∈ { 1, . . . ,m− 2 } で,

ht∆(αi) > 1となる. また, i ∈ {m, . . . , 2m− 1 }で, ht∆(αi) < 0となる. ht∆(αi)はm

のとり方によっては, 整数ではない値をとることもある.

8.2.2 A1 × · · · × A1

Section 5.3.2で考えたルート系 Φと単純系 ∆について考える. Φ+
∆ = ∆である. した

がって, Φ−
∆ = { −δ | δ ∈ ∆ }である. よって, δ ∈ Φ+

∆ に対し ht∆(δ) = 1, −δ ∈ Φ−
∆ に対

し ht∆(δ) = −1である. また, sα = s−α であったから,

R(Φ) = { sα | α ∈ Φ }
=
{
sα
∣∣ α ∈ Φ+

∆

}
= { sα | α ∈ ∆ }

である. W (Φ) = 〈R(Φ)〉Z であったので, W (Φ)は { sα | α ∈ ∆ }で生成される.

8.2.3 An−1

Φ = Φ(An−1)とし, Section 5.3.3の単純系∆を用いる. S = { Ti,i+1 | i ∈ { 1, . . . , n− 1 } } =

{ sδ | δ ∈ ∆ } とする. i < j に対し,

Ti,i+1Ti+1,i+2 · · ·Tj−2,j−1αj−1,j = αi,j

である. つまり, αi,j に対し, w(αj−1,j) = αi,j をみたす w ∈ 〈S〉Z がとれる. したがって,

Propositions 2.2.7 and 3.1.4 から,

Ti,j = sαi,j
= sw(αj−1,j) = wsαj−1,j

w−1 = wTj−1,jw
−1

とかけるので, Ti,j ∈ 〈S〉Z である. R(Φ) = { Ti,j | 1 ≤ i < j ≤ n }であるので, W (Φ) =

〈R(Φ)〉Z = 〈S〉Z である. これは, 対称群 Sn が隣接互換で生成されているという事実に対

応する.
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k > 0に対し,

αi,i+k = αi,i+1 + αi+1,i+2 + · · ·+ αi+k−1,i+k

αi,i−k = −αi,i+1 − αi+1,i+2 − · · · − αi+k−1,i+k

であるから, ht∆(αi,j) = j − i とかける. 実際,

∆ = { αi,j | j = i+ 1 } = { α ∈ Φ | ht∆(α) = 1 }
Φ+

∆ = { αi,j | j > i } = { α ∈ Φ | ht∆(α) > 0 }
Φ−

∆ = { αi,j | j < i } = { α ∈ Φ | ht∆(α) < 0 }

となっている. この場合, α ∈ Φに対し ht∆(α)は整数である. また,∣∣{ α ∈ Φ+
∆

∣∣ ht∆(α) = h
}∣∣ = n− h

である.

αi,j ∈ Φ+
∆ は, 次のように 2通りに書くことができる:

αi,j = αi,j + αi,i+1

= αi,j−1 + αj−1,j .

そこで, Φ+
∆ の元を以下のように並べる:

α1,n α1,n−1 · · · α1,4 α1,3 α1,2

α2,n α2,n−1 · · · α2,4 α2,3

α3,n α2,n−1 · · · α3,4

...
...

αn−2,n αn−2,n−1

αn−1,n

このとき, 各行の一番最後のものが, ∆の元であり, ht∆(α) = 1である. αが β の一つ左

にある場合, もしくは αが β の一つ上にある場合, ∆の元を β に足すことで αが得られ

る. したがって, ht∆(α) = ht∆(β) + 1である.

8.2.4 Bn

Φ = Φ(Bn)とし, Section 5.3.4の単純系 ∆を用いる.

∆ = { α1,2, . . . , αn−1,n } ∪ { εn }
Φ+

∆ = { αi,j , βi,j | 1 ≤ i < j ≤ n } ∪ { εk | 1 ≤ k ≤ n }

である. S = { sδ | δ ∈ ∆ } とする. W (Φ) = 〈S〉Z を確かめる. Φ(An−1) ⊂ Φ(Bn) で

あり, いま考えている ∆は Section 8.2.3で考えた Φ(An−1)の単純系を含んでいるので,

1 ≤ i < j ≤ nに対し, sαi,j
〈S〉Z であることがわかる. また,

sαi,n
(εn) = εi

となるので, Propositions 2.2.7 and 3.1.4 から,

sεi = ssαi,n(εn)
= sαi,n

sεns
−1
αi,n
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となる. したがって, sεi ∈ 〈S〉Z である. さらに, i < j に対し,

sεj (αi,j) = βi,j

であるから, 同様に, Propositions 2.2.7 and 3.1.4 から, sβi,k
∈ 〈S〉Z がわかる. R(Φ) ⊂

〈S〉Z であるから, W (Φ) = 〈S〉Z である.

このとき, 1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k < nに対し,

αi,j =

j−1∑
k=i

αk,k+1

εk = αk,n + εn

βi,j = αi,j + 2εj

とかけていたので,

ht∆(αi,j) = j − i

ht∆(εk) = ht∆(αk,n) + ht∆(εn)

= n− k + 1

ht∆(βi,j) = ht∆(αi,j) + ht∆(2εj)

= j − i+ 2(n− j + 1)

= 2n− j − i+ 2

= (n− j + 1) + (n− i+ 1)

である. したがって ht∆(α) は整数である. α ∈ Φ+
∆ に対し, 確かに ht∆(α) > 0 である.

ht∆(αi,j) = 1となるのは j = i+ 1のときのみであり, ht∆(εk) = 1となるのは k = nの

ときのみであることもわかる. また ht∆(βi,j) > 1である.

Φ+
∆ の元は次を満たしている:

αi,j = αi,j + αi,i+1

= αi,j−1 + αj−1,j .

εi = αi,n + εn

= εi+1 + αi,i+1.

βi,n = εi + εn

= βi+1,n + αi,i+1.

βi,j = βi,j+1 + αj,j+1

= βi+1,j + αi,i+1.

そこで, Φ+
∆ の元を以下のように並べる:

β1,2 β1,3 · · · β1,n ε1 α1,n · · · α1,3 α1,2

β2,3 · · · β2,n ε2 α2,n · · · α2,3

. . .
...

...
...

βn−1,n εn−1 αn−1,n

εn

このとき, 各行の一番最後のものが, ∆の元であり, ht∆(α) = 1である. αが β の一つ左

にある場合, もしくは αが β の一つ上にある場合, ∆の元を足すことで β から αを得る

ことができる. よって ht∆(α) = ht∆(β) + 1である.
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8.2.5 Cn

Φ = Φ(Cn) とし Section 5.3.5 の単純系 ∆ を考える. S = { sδ | δ ∈ ∆ } とおく.

Section 5.3.4の単純系を ∆′ とすると, S = { sδ | δ ∈ ∆′ }である. したがって, W (Φ) =

〈S〉Z であることも, Section 8.2.4 と同様に確かめられる.

1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k < nに対し,

αi,j =

j−1∑
k=i

αk,k+1

βk,n = αk,n + ε′n

βi,j = αi,n + βj,n

ε′k = αi,n + βi,n

とかける. したがって,

ht∆(αi,j) = j − i

ht∆(βk,n) = ht∆(αk,n) + ht∆(ε
′
n)

= n− k + 1

ht∆(βi,j) = ht∆(αi,n) + ht∆(βj,n)

= n− i+ n− j + 1 = 2n− i− j + 1

ht∆(ε
′
k) = ht∆(αi,n) + ht∆(βi,n)

= n− i+ n− i+ 1 = 2n− 2i+ 1

である. したがって ht∆(α) は整数である. α ∈ Φ+
∆ に対し, 確かに ht∆(α) > 0 である.

ht∆(αi,j) = 1となるのは j = i+ 1のときのみであり, ht∆(εk) = 1となるのは k = nの

ときのみであることもわかる. また ht∆(βi,j) > 1である.

Φ+
∆ の元は次を満たしている:

αi,j = αi,j + αi,i+1

= αi,j−1 + αj−1,j .

βn−1,n = αn−1,n + ε′n.

βi,n = αi,n + ε′n

= βi+1,n + αi,i+1

ε′i = βi,i+1 + αi,i+1

βi,i+1 = ε′i+1 + αi,i+1

= βi+1,n + αi,i+1.

βi,j = βi,j+1 + αj,j+1

= βi+1,j + αi,i+1.

そこで, Φ+
∆ の元を以下のように並べる:

ε′1 β1,2 β1,3 · · · β1,n α1,n · · · α1,3 α1,2

ε′2 β2,3 · · · β2,n α2,n · · · α2,3

. . .
. . .

...
...

ε′n−1 βn−1,n αn−1,n

ε′n
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このとき, 各行の一番最後のものが, ∆の元であり, ht∆(α) = 1である. αが β の一つ左

にある場合, もしくは αが β の一つ上にある場合, ∆の元を β に加えることで, αが得ら

れる. よって, ht∆(α) = ht∆(β) + 1である.

8.2.6 Dn

Φ = Φ(Dn)とし Section 5.3.6で考えた単純系∆を考える. S = { sδ | δ ∈ ∆ }とする.

W (Φ) = 〈S〉Z であることを確認する. sα1,2
, . . . , sαn−1,n

∈ S であるので sαi,j
∈ 〈S〉Z

である. また, sαi,j (βn−1,n) ∈ 〈S〉Z は Section 8.2.4 と同様に確かめられる.

αi,j =

j−1∑
k=i

αk,k+1

βi,n = αi,n−1 + βn−1,n

βi,j = αi,n + βj,n

であるので,

ht∆(αi,j) = j − i

ht∆(βi,n) = ht∆(αi,n−1) + ht∆(βn−1,n) = n− 1− i+ 1 = n− i = 2n− i− n

ht∆(βi,j) = ht∆(αi,n) + ht∆(βj,n) = n− i+ n− j = 2n− i− j

である. したがって, ht∆(α)は整数である. また, α ∈ Φ+
∆ に対し, 確かに ht∆(α) > 0で

ある. ht∆(αi,j) = 1となるのは j = i + 1のときのみであり, ht∆(βi,j) = 1となるのは

i = n− 1, j = nのときのみであることもわかる.

さらに,

ht∆(αi,i+h) = h

ht∆(βi,2n−i−h) = h

ともかけるので,

{ α ∈ Φ | ht∆(α) = h }
= { αi,i+h | i ∈ { 1, . . . , n− h } } ∪ { βi,2n−i−h | 1 ≤ i < 2n− i− h ≤ n }

= { αi,i+h | i ∈ { 1, . . . , n− h } } ∪
{
βi,2n−i−h

∣∣∣∣ min { 1, n− h } ≤ i <
2n− h

2

}
である. したがって, { α ∈ Φ | ht∆(α) = h }は, 1 ≤ h < nのときには,

{ αi,i+h | i ∈ { 1, . . . , n− h } } ∪
{
βi,2n−i−h

∣∣∣∣ n− h ≤ i < n− h

2

}
であり, n ≤ hのときには, {

βi,2n−i−h

∣∣∣∣ 1 ≤ i < n− h

2

}
である.
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8.2.7 G2

Φ = Φ(G2)とし, Section 5.3.7 で考えた単純系 ∆を考える.

αi,j = ei − ej

γi = −3ei +

3∑
k=1

ek

∆ = { α1,2, γ1 }
Φ+

∆ = { α1,2, γ1, α3,1, α3,2, γ2,−γ3 }

であった. Section 4.2.7での計算をもとに計算すると,

sγ1(α1,2) = α3,1

sα1,2sγ1(α1,2) = sα1,2(α3,1) = α3,2

sα1,2
(γ1) = γ2

sγ1
sα1,2

(γ1) = sγ1
(γ2) = −γ3

となる. したがって,
{
sα
∣∣ α ∈ Φ+

∆

}
⊂ 〈S〉Z である. よって, W (Φ) = 〈S〉Z である.

Section 5.3.7での計算から,

α3,1 = γ1 + α1,2

α3,2 = γ1 + 2α1,2

γ2 = γ1 + 3α1,2

−γ3 = 2γ1 + 3α1,2

であったので,

ht∆(α1,2) = ht∆(β1) = 1

ht∆(α3,1) = 2

ht∆(α3,2) = 3

ht∆(γ2) = 4

ht∆(−γ3) = 5

であることがわかる.
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章末問題

1. D2·m について考える.

（a）D2·m = 〈{ P1, Pm−1 }〉 を示せ.

（b）min { l | Pi = S1S2 · · ·Sl, Si ∈ { P1, Pm−1 } } を求めよ.

（c）min { l | Ri = S1S2 · · ·Sl, Si ∈ { P1, Pm−1 } } を求めよ.

2. 各 σ ∈ Sn に対し, min { l | Aσ = S1S2 · · ·Sl, Si ∈ { T1,2, T2,3 } } を求めよ.
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長さ関数

有限鏡映群は単純ルートに対応する鏡映で生成されている. 有限鏡映群の元を単純ルー

トに対応する鏡映の積として書いたときの長さについてここでは考える.

9.1 長さ関数

Φをルート系, ∆を単純系, Φ+ = Φ+
∆, Φ

− = Φ−
∆, W =W (Φ)とする.

Definition 9.1.1. w ∈W に対し,

ℓ∆(w) = min { l | δ1, . . . , δl ∈ ∆, w = sδ1 · · · sδl } .

とおき, w の長さと呼ぶ. ただし, ℓ∆(id) = 0とする.

Definition 9.1.2. w ∈W に対し,

w = sδ1 · · · sδℓ∆(w)
, (δi ∈ ∆)

となる積の形を簡約表示と呼ぶ.

Proposition 9.1.3. w ∈W に対し, 次が成り立つ:

1. ℓ∆(w) = 0 ⇐⇒ w = id.

2. ℓ∆(w) = 1 ⇐⇒ ∃δ ∈ ∆ such that w = sδ.

3. ℓ∆(w) = ℓ∆(w
−1).

4. w = sδ1 · · · sδl (δi ∈ ∆) であるとき, det(w) = (−1)l. 特に, det(w) = (−1)ℓ∆(w).

Proof. Items 1 and 2 は ℓ∆(w)の定義から明らか.

Item 3について考える. w = s1 · · · sl, si = sδi , δi ∈ ∆とすると, s2i = idであるので,

w−1 = s−1
l · · · s−1

1

= sl · · · s1

である. したがって, ℓ∆(w) ≥ ℓ∆(w
−1). また, w−1 からはじめて, 同様に ℓ∆(w) ≤

ℓ∆(w
−1).
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Item 4について考える. w = s1 · · · sl, si = sδi , δi ∈ ∆とすると,

det(w) = det(s1 · · · sl)
= det(s1) · · · det(sl)

= (−1)l.

Remark 9.1.4. α ∈ Φ に対し, det(sα) = −1 であるから, w = sα1
· · · sαr

= sα′
1
· · · sα′

l

となる αi, α
′
i ∈ Φに対し, det(w) = (−1)r = (−1)l となり, lと r の偶奇は等しいことが

わかる.

w の表示を簡約にするにはどうしたらよいかについて考える.

Lemma 9.1.5. w ∈W , α ∈ Φとし, β = w(α)とする. このとき, sβwsα = w

Proof. Propositions 2.2.7 and 3.1.4 から,

sβ = wsαw
−1

であるので,

sβw = wsα

である. したがって,

sβwsα = wsαsα = w.

Lemma 9.1.6. δ1, . . . , δr ∈ ∆ とし, w = sδ1 · · · sδr とする. 1 ≤ k ≤ l ≤ r に対し,

wk,l = sδksδk+1
· · · sδl とし, k > l のときには wk,l = idと約束する. δi = wi+1,j−1(δj)

を満たす 1 ≤ i < j ≤ r に対し,

w = w1,i−1wi+1,j−1wj+1,r

である.

Proof. Lemma 9.1.5 を用いれば,

wi,j = sδiwi,jsδj = wi+1,j−1

が言えるので,

w = w1,i−1wi+1,j−1wj+1,r

である.

Lemma 9.1.7. δ1, . . . , δr ∈ ∆ とし, w = sδ1 · · · sδr とする. また, wk,l =

sδksδk+1
· · · sδl とする, ただし, k > lのときには wk,l = idと約束する. w1,j−1(δj) ∈ Φ−

ならば,

w = w1,i−1wi+1,j−1wj+1,r

となる, 1 ≤ i < j が存在する.
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Proof. δj ∈ ∆であるので, wj−1,j−1δj = δj ∈ Φ+ である. したがって{
i ∈ { 1, . . . , j }

∣∣ wi,j−1(δj) ∈ Φ+
}
6= ∅

であるので,

i = min
{
i ∈ { 1, . . . , j }

∣∣ wi,j−1(δj) ∈ Φ+
}
− 1

とおく. 一方, w1,j−1(δj) ∈ Φ− であるので, 1 ≤ i である. このとき, α = wi+1,j−1(δj)

とおくと,

α ∈ Φ+

sδi(α) ∈ Φ−

である. sδi(α) ∈ Φ− かつ α ∈ Φ+ となるのは, α = δi のときのみであるので,

wi+1,j−1(δj) = α = δi である. したがって, Lemma 9.1.6より,

w = w1,i−1wi+1,j−1wj+1,r

である.

Proposition 9.1.8. δ1, . . . , δr ∈ ∆とし, wk,l = sδksδk+1
· · · sδl とする, ただし, k > l

のときには wk,l = idと約束する. w = sδ1 · · · sδr とおく. r > nΦ+(w)ならば,

w = w1,i−1wi+1,j−1wj+1,r

となる, 1 ≤ i < j ≤ r が存在する.

Proof. Lemma 7.1.8から,

w1,l−1(δl) ∈ Φ+ =⇒ nΦ+(w1,l) = nΦ+(w1,l−1) + 1

w1,l−1(δl) ∈ Φ− =⇒ nΦ+(w1,l) = nΦ+(w1,l−1)− 1

である. nΦ+(w) < r であることから,

1 = nΦ+(w1,1) < nΦ+(w1,2) < nΦ+(w1,3) < · · · < nΦ+(w1,j−2) < nΦ+(w1,j−1) > nΦ+(w1,j)

となる j ≤ r が存在する. このとき, w1,j−1(δj) ∈ Φ− である. したがって, Lemma 9.1.7

より,

w = w1,i−1wi+1,j−1wj+1,r

である.

Corollary 9.1.9. w ∈W に対し, n(w) = ℓ∆(w).

Proof. δi ∈ ∆とし, w = sδ1 · · · sδr であるとする.

r > n(w)なら, Proposition 9.1.8より, δ′i ∈ ∆をつかって, w = sδ′1 · · · sδ′r−2
とできる

したがって, ℓ∆(w) ≤ n(w)である.
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一方で, Lemma 7.1.8 より, w ∈ W , δ ∈ ∆ に対し n(wsδ) ≤ n(w) + 1 である. した

がって,

n(w) = n(sδ1 · · · sδr−1sδr )

≤ n(sδ1 · · · sδr−1) + 1

...

≤ r.

したがって, Lemma 7.1.8は ℓ∆(w)に読み替えられる.

Theorem 9.1.10. δ ∈ ∆, w ∈W とする. このとき次が成り立つ:

1. w(δ) ∈ Φ+ ⇐⇒ ℓ∆(wsδ) = ℓ∆(w) + 1.

2. w(δ) ∈ Φ− ⇐⇒ ℓ∆(wsδ) = ℓ∆(w)− 1.

3. w−1(δ) ∈ Φ+ ⇐⇒ ℓ∆(sδw) = ℓ∆(w) + 1.

4. w−1(δ) ∈ Φ− ⇐⇒ ℓ∆(sδw) = ℓ∆(w)− 1.

Remark 9.1.11. Proposition 9.1.8を繰り返し用いるだけで必ず簡約表示にたどり着く.

Remark 9.1.12. ℓ∆(w) = n(w) =
∣∣Φ+

∆(w)
∣∣であるので, ℓ∆(w), つまり簡約表示の長さ,

は, Φ+
∆(w) を使って求められる. Φ+

∆(w) ⊂ Φ+
∆ であるから, ℓ∆(w) ≤

∣∣Φ+
∆

∣∣ = 1
2 |Φ| で

ある.

Definition 9.1.13. ℓ∆(w) =
1
2 |Φ| となる w ∈W をW の最長元と呼ぶ.

Proposition 9.1.14. δi ∈ ∆とし, wk = sδ1sδ2 · · · sδk とする, ただし, w0 = idと約束

する. w = w−1
r とする. αk を,

αk = wk−1(δk)

とする. このとき,

Φ+(w) = { α1, . . . , αr }

である. とくに, r = ℓ∆(w)ならば, 次が成り立つ:

1. Φ+(w) = { α1, . . . , αr }.
2. i 6= j ならば αi 6= αj.

Proof. β ∈ Φ+(w)とする. 定義から, w−1
0 (β) = β ∈ Φ+ かつ w−1

r (β) = w(β) ∈ Φ− で

ある. したがって, w−1
i−1(β) ∈ Φ+ かつ w−1

i (β) ∈ Φ− をみたす 1 ≤ i ≤ r が存在する.

w−1
i (β) = (wi−1sδi)

−1(β) = (sδi)
−1(wi−1)

−1(β) = sδi(wi−1)
−1(β)

である. (wi−1)
−1(β) ∈ Φ+ かつ sδi(wi−1)

−1(β) ∈ Φ− であるので, Corollary 7.1.5 よ

り, δi = (wi−1)
−1(β)である. したがって, β = wi−1(δi) = αi である.

r = ℓ∆(w)のときについて考える. Corollary 9.1.9より,

r = ℓ∆(w) = n(w) =
∣∣Φ+(w)

∣∣
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である. 一方で, Φ+(w) ⊂ { α1, . . . , αr } であるので,∣∣Φ+(w)
∣∣ ≤ |{ α1, . . . , αr }| ≤ r

である. よって, |{ α1, . . . , αr }| = r であるが, このとき, αk は相異なる.

Proposition 9.1.15. δi ∈ ∆とし, w = sδ1 · · · sδr とする. r = ℓ∆(w)とする. α ∈ ∆

が ℓ∆(wsα) < ℓ∆(w)をみたすとき,

wsα = sδ1 · · · sδi−1sδi+1 · · · sδr

をみたす iが存在する.

Proof. ℓ∆(wsα) ≤ ℓ∆(w) であるので, Theorem 9.1.10 から, w(α) ∈ Φ− であることが

わかる.

また, δr+1 = α とおくと, sδ1 · · · sδr (δr+1) ∈ Φ− であるから, Lemma 9.1.7 より,

sδ1 · · · sδr+1 には,

sδ1 · · · sδr+1 = sδ1 · · · sδi−1sδi+1 · · · sδr

をみたす iが存在する.

Corollary 9.1.16. w ∈W , δ ∈ ∆とする. このとき次は同値:

1. ℓ∆(wsδ) < ℓ∆(w)

2. w = sδ1 · · · sδi−1
· sδi+1

· · · sδr · sδ が簡約表示であるような, δi ∈ ∆がとれる.

9.2 例

9.2.1 I2(m)

Φ = Φ(I2(m)) とし, Section 5.3.1 で考えた単純系 ∆ を考える. ∆ = { α0, αm−1 }
であった. S = { P0, Pm−1 = P−1 } とする. S の元の積を考えたとき, P0P0 = id,

P−1P−1 = idであるので, 同じ元が並んだ場合は簡約表示ではない. したがって, 簡約表

示は, 以下のいずれかになる:

P0P−1P0P−1 · · ·P0P−1

P−1P0P−1P0 · · ·P−1P0

P0P−1P0P−1 · · ·P0P−1P0

P−1P0P−1P0 · · ·P−1P0P−1.

nΦ+
∆
(w)については, Section 7.2.1の議論から,

n(Rk) = n(R−k) = 2k

n(Pk) = n(P−1−k) = 2k + 1

であることがわかっている.

P0P−1 = R1

P−1P0 = R−1
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であるので,

(P0P−1)
k = Rk

(P−1P0)
k = R−k

(P0P−1)
kP0 = RkP0 = Pk

(P−1P0)
kP−1 = R−kP−1 = P−k−1

である. したがって, 0 ≤ k ≤ m
2 に対し,

Rk = (P0P−1)
k

R−k = (P−1P0)
k

Pk = (P0P−1)
kP0

P−k = (P−1P0)
kP−1

は簡約表示である.∣∣Φ+
∆

∣∣ = 1
2 |Φ| = m である. m = 2M のとき, RM = R−M であるが, ℓ∆(RM ) =

ℓ∆(RM ) = mがなりたつので, この元が最長である. m = 2M + 1のとき, PM = P−M

であるが, ℓ∆(RM ) = ℓ∆(RM ) = mがなりたつので, この元が最長である.

9.2.2 A1 × · · · × A1

Section 5.3.2 で考えたルート系 Φ と単純系 ∆ について考える. Section 7.2.2 での

議論から, w = diag(a1, . . . , an) ∈ W (Φ) に対し, nΦ+
∆
(w) = |{ i | ai = −1 }| であった.

l = n(w), { i | ai = −1 } = { i1, . . . , il } とする. このとき, ℓ∆(w) = nΦ+
∆
(w) = l であ

り, w = Fi1 · · ·Fil であるので, これが w の簡約表示である.

9.2.3 An−1

Φ = Φ(An−1) とし, Section 5.3.3 の単純系 ∆ を用いる. W = W (Φ) とする. Sec-

tion 7.2.3での計算により, σ ∈ Sn, w = Aσ ∈W に対し,

ℓ∆(w) = nΦ+
∆
(w) = |{ (i, j) | i < j, σ(i) > σ(j) }|

である.

また, ω0 ∈ Sn を

ω0(i) = n+ 1− i

で定義する. このとき,

Aω0
=


0 · · · 0 1
0 · · · 1 0

...
1 · · · 0 0


である. w0 = Aω0

とおくと, w0(αi,j) = αj,i = −αi,j であるので, Φ+
∆(w) = Φ+

∆ である.

したがって, ℓ(w0) =
1
2 |Φ| =

(
n
2

)
= n(n−1)

2 であり, w0 は最長である.
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9.2.4 Bn

Φ = Φ(Bn)とし, Section 5.3.4の単純系∆を用いる. w0 = diag(−1, . . . ,−1) = −En

とすると, Φ+
∆(w0) = Φ+

∆ である. したがって, ℓ∆(w0) =
1
2 |Φ| = n2 であり, 最長である.

9.2.5 Cn

Φ = Φ(Cn)とし, Section 5.3.5の単純系 ∆を用いる. W (Φ) = W (Φ(Bn)) であるが,

Section 9.2.4であつかった単純系を∆′ とすると, { sδ | δ ∈ ∆ } = { sδ | δ ∈ ∆′ } である
ので, w ∈W (Φ)に対し, ℓ∆(w) = ℓ∆′(w) である.

9.2.6 Dn

Φ = Φ(Dn) とし, Section 5.3.6 の単純系 ∆を用いる. W = W (Φ) とする. nが偶数

のとき, w0 = diag(−1, . . . ,−1) ∈ W である. w0(αi,n) = −βi,n, w0(βi,n) = −αi,n であ

る. したがって, Φ+
∆(w0) = Φ+

∆ であるので, ℓ∆(w0) =
1
2 |Φ| = n2 であり, 最長である. n

が奇数のとき, w0 = diag(−1, . . . ,−1, 1) ∈ W である. Φ+
∆(w0) = Φ+

∆ である. したがっ

て, ℓ∆(w0) =
1
2 |Φ| = n2 であり, 最長である.

9.2.7 G2

Φ = Φ(G2)とし, Section 5.3.7 で考えた単純系 ∆を考える. s = sα1,2
, s′ = sγ1

とす

ると, Section 7.2.7で計算したとおり,

s′s(α1,2) = −s′(α1,2) = −(α3,1)

s′s(α3,1) = s′(α3,2) = α3,2

s′s(α3,2) = s′(α3,1) = α1,2

s′s(γ1) = s′(γ2) = −γ3
s′s(γ2) = s′(γ1) = −γ1

s′s(−γ3) = s′(−γ3) = γ2

である.

(s′s)3(α1,2) = (s′s)2(−(α3,1)) = (s′s)(−(α3,2)) = −α1,2

(s′s)3(α3,1) = (s′s)2(α3,2) = −α3,1

(s′s)3(α3,2) = (s′s)2(α1,2) = −α3,2

(s′s)3(γ1) = (s′s)2(−γ3) = (s′s)(γ2) = −γ1
(s′s)3(γ2) = (s′s)2(−γ1) = (s′s)(γ3) = −γ2

(s′s)3(−γ3) = (s′s)2(γ2) = (s′s)(−γ1) = γ3

となるので, (s′s)3 が最長元である.
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章末問題

1. Φ = Φ(A2)とし, Section 5.3.3の単純系 ∆を用いる. W =W (Φ)とする. 各 iに

対し, {Aσ ∈W | ℓ∆(Aσ) = i }を求めよ.

2. Φ = Φ(A2)とし, Section 5.3.3の単純系 ∆を用いる.

（a）各 σ ∈ S3 に対し, { δ ∈ ∆ | ℓ∆(Aσsδ) > ℓ∆(Aσ) }を求めよ.

（b）各 σ ∈ S3 に対し, { δ ∈ ∆ | ℓ∆(sδAσ) > ℓ∆(Aσ) }を求めよ.
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Bruhat order

有限鏡映群は単純ルートに対応する鏡映で生成されている. 単純ルートに対応する鏡映

の積によって誘導される半順序についてここでは定義する.

10.1 Bruhat order

Φをルート系とし, ∆を単純系とし, W =W (Φ)とする.

Wl = { w ∈W | ℓ∆(w) = l }とおき, Wl を求めることを考える.

Lemma 10.1.1. Wl+1 ⊂ { wsδ | w ∈Wl, δ ∈ ∆ }である.

Proof. w ∈ Wl+1 とする. このとき, w = sδ1 · · · sδlsδl+1
を満たす δi ∈ ∆が存在するは

ずである. w′ = sδ1 · · · sδl とおく. もし ℓ∆(w
′) < lなら, w′ = sδ′1 · · · sδ′k , k < l をみたす

δ′i ∈ ∆がとれるが, w = w′sl+1 = sδ′1 · · · sδ′ksδl+1
とかける. したがって, ℓ∆(w) < l + 1

となるので, w ∈Wl+1 に矛盾する. したがって, w′ ∈Wl である.

Corollary 10.1.2. 0 < l < 1
2 |Φ|に対し, Wl+1 = { wsδ | w ∈Wl, δ ∈ ∆ } \Wl−1.

W0 = { id }, W1 = { sδ | δ ∈ ∆ }であるので, Wl+1 = { wsδ | δ ∈ ∆ } \Wl−1 を計算

していくことで, すべての lに対し, Wl が求められる.

Definition 10.1.3. u,w ∈ W が次を満たすとき, u ≤
R
w とする: つぎを満たす

δ1, . . . , δl ∈ ∆, k が存在する:

1. 0 ≤ k ≤ l = ℓ(w).

2. w = sδ1 · · · sδl .
3. u = sδ1 · · · sδk .

≤
R
を右弱順序と呼ぶ.

Proposition 10.1.4. W は ≤
R
で ℓ∆ をランク関数とする半順序集合になる.

Proposition 10.1.5. ℓ∆(u) + 1 = ℓ∆(w)であるとき次は同値:

1. u ≤
L
w

2. usδ = w となる δ ∈ ∆が存在する.



x2 (2025-01-23 16:09)

86 第 10章 Bruhat order

Definition 10.1.6. u,w ∈ W が次を満たすとき, u ≤
L
w とする: つぎを満たす

δ1, . . . , δl ∈ ∆, k が存在する:

1. 0 ≤ k ≤ l = ℓ(w).

2. w = sδ1 · · · sδl .
3. u = sδk · · · sδl .

≤
R
を右弱順序と呼ぶ.

Proposition 10.1.7. W は ≤
L
で ℓ∆ をランク関数とする半順序集合になる.

Proposition 10.1.8. ℓ∆(u) + 1 = ℓ∆(w)であるとき次は同値:

1. u ≤
L
w

2. sδu = w となる δ ∈ ∆が存在する.

Remark 10.1.9. w ∈ W に対し, φ(w−1) ∈ W とおくと, w は W 上の全単射であり,

w,w′ ∈W に対し以下は同値:

1. w ≤
L
v

2. φ(w) ≤
R
φ(v)

Definition 10.1.10. u,w ∈ W が次を満たすとき, u ≤ w とする: つぎを満たす

δ1, . . . , δl ∈ ∆, i1, . . . , ik が存在する:

1. i1 < · · · < ik ≤ l.

2. l = ℓ(w).

3. w = sδ1 · · · sδl .
4. u = sδi1 · · · sδik .

≤を強ブリュア順序と呼ぶ.

Proposition 10.1.11. W は ≤で ℓ∆ をランク関数とする半順序集合になる.

Proposition 10.1.12. ℓ∆(u) + 1 = ℓ∆(w)であるとき次は同値:

1. u ≤ w

2. sδu = w または sδu = w となる δ ∈ ∆が存在する.

10.2 例

10.2.1 I2(m)

Φ = Φ(I2(m)) とし, Section 5.3.1 で考えた単純系 ∆ を考える. W = W (Φ) とし,

Wl = { w ∈W | ℓ∆(w) = l }とすると, Section 9.2での議論から,

W2k =
{
(P0P−1)

k, (P−1P0)
k
}

W2k+1 =
{
(P0P−1)

kP0, (P−1P0)
kP−1

}
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である.

id ≤
R
P0 ≤

R
P0P−1 ≤

R
P0P−1P0 ≤

R
· · ·

id ≤
R
P−1 ≤

R
P−1P0 ≤

R
P−1P0P−1 ≤

R
· · ·

であるが, ℓ∆(u) + 1 = ℓ∆(w)かつ u ≤
R
w となるところに線を引いたものを考える. これ

を, ≤
R
の Hasse図と呼ぶ. mが偶数のときは, 次のようになる:

P0P−1P0P−1 · · ·P0P−1 • P−1P0P−1P0 · · ·P−1P0

↗ ↖
P0P−1P0P−1 · · ·P0 • • P−1P0P−1P0 · · ·P−1

...
...

P0P−1P0P−1 • • P−1P0P−1P−1

↑ ↑
P0P−1P0 • • P−1P0P−1

↑ ↑
P0P−1 • • P−1P0

↑ ↑
P0 • • P−1

↖ ↗
id • id

mが奇数のときは, 次のようになる:

P0P−1P0P−1 · · ·P−1P0 • P−1P0P−1P0 · · ·P0P−1

↗ ↖
P0P−1P0P−1 · · ·P−1 • • P−1P0P−1P0 · · ·P0

...
...

P0P−1P0P−1 • • P−1P0P−1P−1

↑ ↑
P0P−1P0 • • P−1P0P−1

↑ ↑
P0P−1 • • P−1P0

↑ ↑
P0 • • P−1

↖ ↗
id • id

また,

id ≤
L
P0 ≤

L
P−1P0 ≤

L
P0P−1P0 ≤

L
· · ·

id ≤
L
P−1 ≤

L
P0P−1 ≤

L
P−1P0P−1 ≤

L
· · ·
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であるので, ≤
L
についても同様に書くと, mが偶数のときは, 次のようになる:

P−1P0P−1 · · ·P0P−1P0 • P0P−1P0 · · ·P−1P0P−1

↗ ↖
P0P−1P0P−1 · · ·P0 • • P−1P0P−1 · · ·P0P−1

...
...

P−1P0P−1P0 • • P0P−1P0P−1

↑ ↑
P−1P0P0 • • P−1P0P−1

↑ ↑
P−1P0 • • P0P−1

↑ ↑
P0 • • P−1

↖ ↗
id • id

mが奇数のときは, 次のようになる:

P0P−1P0P−1 · · ·P0P−1P0 • P−1P0P−1P0 · · ·P−1P0P−1

↗ ↖
P−1P0P−1P0P−1 · · ·P0 • • P0P−1P0P−1 · · ·P0P−1

...
...

P−1P0P−1P0 • • P0P−1P0P−1

↑ ↑
P−1P0P0 • • P−1P0P−1

↑ ↑
P−1P0 • • P0P−1

↑ ↑
P0 • • P−1

↖ ↗
id • id

また, ≤については, ℓ∆(u) < ℓ∆(w)ならば, u ≤ w となるので, mが偶数なら,

P−1P0P−1 · · ·P0P−1P0 • P0P−1P0 · · ·P−1P0P−1

↗ ↖
P0P−1P0P−1 · · ·P0 • • P−1P0P−1 · · ·P0P−1

...
...

P−1P0P−1P0 • • P0P−1P0P−1

↑ ↖↗ ↑
P−1P0P0 • • P−1P0P−1

↑ ↖↗ ↑
P−1P0 • • P0P−1

↑ ↖↗ ↑
P0 • • P−1

↖ ↗
id • id
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mが奇数なら,

P0P−1P0P−1 · · ·P0P−1P0 • P−1P0P−1P0 · · ·P−1P0P−1

↗ ↖
P−1P0P−1P0P−1 · · ·P0 • • P0P−1P0P−1 · · ·P0P−1

...
...

P−1P0P−1P0 • • P0P−1P0P−1

↑ ↖↗ ↑
P−1P0P0 • • P−1P0P−1

↑ ↖↗ ↑
P−1P0 • • P0P−1

↑ ↖↗ ↑
P0 • • P−1

↖ ↗
id • id

である.

10.2.2 A1 × · · · × A1

Section 5.3.2で考えたルート系 Φと単純系 ∆について考える.

W (Φ) =
{
diag(a1, . . . , an)

∣∣ ai ∈ Z× }
である.

diag(a1, . . . , an) diag(b1, . . . , bn) = diag(a1b1, . . . , anbn)

= diag(b1, . . . , bn) diag(a1, . . . , an)

であるので, W (Φ)は可換群である. したがって, w, u ∈W (Φ)に対し, 次は同値である:

1. u ≤
L
w.

2. u ≤
R
w.

3. u ≤ w.

W (Φ)の元 diag(a1, . . . , an)に対し, { i | ai = 1 }を対応させる写像 f を考えると, f は

W (Φ)から 2{ 1,...,n } への全単射である. また u ≤ w であることと f(u) ⊂ f(w)が同値

である.
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章末問題

1. W (Φ(A1 ×A1 ×A1))に関し, ≤の Hasse図をかけ.

2. W (Φ(A2))に関し, ≤の Hasse図をかけ.

3. W (Φ(A2))に関し, ≤
R
の Hasse図をかけ.

4. W (Φ(A2))に関し, ≤
L
の Hasse図をかけ.
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線形代数の復習

ここでは, ベクトル空間と内積についての事実を復習する. 証明は他の文献に譲る. ま

た, 復習とは書いたものの, 通常とは異なるまとめ方になっているので, わかりにくい. こ

この内容を読まずとも本文は読めるし, ここの内容を理解したからと言って本文が読みや

すくなるわけでもない. 基本的には本文とは無関係である. また, ここでの記号の使い方

は本文とは異なる.

A.1 抽象実ベクトル空間と線形写像

抽象実ベクトル空間や線型写像についてまとめている. 線型写像 f : V → W の転置に

ついて, W ∗ → V ∗ として canonical に得られるもの (ここでは tf と書いている) と, 内

積を決めることによりW → V として得られるもの (ここでは f⊤ と書いている) につい

てまとめた.

A.1.1 双対空間と線型写像の転置

和と実数によるスカラー倍が備わった空間を実ベクトル空間と呼ぶ.

Definition A.1.1. V を集合とし, +, ·を二項演算

•+ • : V × V −→ V
∪ ∪

(v, w) 7−→ v + w

• · • : R× V −→ V
∪ ∪

(a,w) 7−→ a · w

とし, 0V とする. 以下の条件を満たすとき, (V,+, ·, 0V )を実ベクトル空間と呼ぶ:

1. v, w, u ∈ V に対し以下が成り立つ:

（a）(v + w) + u = v + (w + u).

（b）v + w = w + v.

（c）v + 0V = v.

（d）v + (−1) · v = 0V .

2. v ∈ V , a, b ∈ Rに対し以下が成り立つ:

（a）(ab) · v = a · (b · v).
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（b）1 · v = v.

3. v, w ∈ V , a, b ∈ Rに対し以下が成り立つ:

（a）(a+ b) · v = (a · v) + (b · v).
（b）a · (v + w) = (a · v) + (a · w).

Remark A.1.2. (V,+, ·, 0V )が実ベクトル空間であるとき,

0 · v = (1− 1) · v
= 1 · v + (−1) · v
= v + (−1) · v = 0V

であるので, 任意の v ∈ V に対し, 0v = 0V である.

Remark A.1.3. 以下では, 文脈上誤解が生じないときには, (V,+, ·, 0V )が実ベクトル空
間であることを単に V がベクトル空間であるといい, 0V のことを単に 0と書いたりする.

また, スカラー倍の際 ·を省略し, a · v を av の様に書くこともある.

Remark A.1.4. (−1)v を −v, w + (−v)を w − v のように略記する.

和とスカラー倍とコンパチブルな写像を線形写像と呼ぶ.

Definition A.1.5. (V,+, ·, 0V ), (W,⊕,�, 0W )を実ベクトル空間とし, f を V からW

への写像とする. 以下の条件を満たすとき, f は (V,+, ·, 0V )から (W,⊕,�, 0W )への (R
上の)線形写像であるという:

1. v, v′ ∈ V =⇒ f(v + v′) = f(v)⊕ f(v′).

2. a ∈ R, v ∈ V =⇒ f(a · v) = a� f(v).

Remark A.1.6. 以下では, 文脈上誤解が生じないときには, f は (V,+, ·, 0V ) から
(W,⊕,�, 0W ) への (R 上の) 線形写像であることを, 単に V から W への線形写像で

あるという. また, 本来であれば, 線形写像 f : (V,+, ·, 0V ) → (W,⊕,�, 0W ) などと書き

表すべきであるが, 線形写像 f : V →W などと書く.

Remark A.1.7. V を実ベクトル空間とする. V 上の恒等写像 idV は線形写像である.

Definition A.1.8. 実ベクトル空間 V , W に対し,

HomR(V,W ) = { f : V →W : 線形 }

とおく.

Remark A.1.9. 線形写像の合成は線形である. つまり,

f ∈ HomR(V,W ), g ∈ HomR(W,U) =⇒ g ◦ f ∈ HomR(W,U).

Definition A.1.10. V , W をベクトル空間とし, f : V →W を線形写像とする. 次の条

件を満たすとき, f は V からW への (線形)同型写像であるという:

� 次の条件を満たす線形写像 g : W → V が存在する:

g ◦ f = idV ,

f ◦ g = idW .



x2 (2025-01-23 16:09)

A.1 抽象実ベクトル空間と線形写像 93

また, V から W への同型写像が存在するとき, V と W は (線形) 同型であるといい

V 'W と書く. つまり V 'と次は同値である:

� 次の条件を満たす線形写像 f : V →W と g : W → V が存在する:

g ◦ f = idV ,

f ◦ g = idW .

Remark A.1.11. V とW が同型であるとき, V で成り立つことは同型写像 f を通してW

に翻訳できるので, V とW はベクトル空間として同じものであると思える.

Remark A.1.12. 線形写像 f : V → W が全単射であるとき, f の逆写像 f−1 も線形であ

る. したがって, f : V →W が同型写像であることと, f : V →W が全単射な線形写像で

あることは同値である.

Example A.1.13. 数ベクトルのなす集合

Rn =


x1...
xn


∣∣∣∣∣∣∣ xi ∈ R


は実ベクトル空間である.

Example A.1.14. 複素数のなす集合

C =
{
x+ y

√
−1
∣∣ x, y ∈ R

}
は実ベクトル空間である. これは, 複素 (数)平面と呼ばれる.

Example A.1.15. 実数のなす集合 R = R1 は実ベクトル空間である.

Definition A.1.16. (V,+, ·, 0V ), (W,+, ·, 0W ) をベクトル空間とする. f, g ∈
HomR(V,W )に対し, 写像 f + g を次で定義する:

f + g : V −→ W
∪ ∪
v 7−→ f(v) + g(v)

.

a ∈ R, f ∈ HomR(V,W )に対し, 写像 a · f を次で定義する:

a · f : V −→ W
∪ ∪
v 7−→ a · f(v)

.

また, 写像 0W を次で定義する:

0W : V −→ W
∪ ∪
v 7−→ 0W

.

Proposition A.1.17. ベクトル空間 (V,+, ·, 0V ), (W,+, ·, 0W ) に対し, 0W ∈
HomR(V,W )である. f, g ∈ HomR(V,W ), a ∈ Rに対し, f + g, a · f ∈ HomR(V,W )で

ある. また, (HomR(V,W ),+, ·, 0W ) は実ベクトル空間である.

Remark A.1.18. HomR(V,W )がベクトル空間であるので, 和とスカラー倍は分配則など

を満たす. さらに, 合成とは以下を満たす: f, f ′ ∈ HomR(V,W ), g, g′ ∈ HomR(W,U),

a ∈ Rに対し,
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1. (g + g′) ◦ f = g ◦ f + g′ ◦ f ,
2. g ◦ (f + f ′) = g ◦ f + g ◦ f ′,
3. c(g ◦ f) = (cg) ◦ f = g ◦ (cf).

Definition A.1.19. V をベクトル空間とする.

V ∗ = HomR(V,R)
= { φ : V → R: 線形写像 }

とおき, ベクトル空間 V ∗ を V の双対空間と呼ぶ.

V , W をベクトル空間とし, f を V からW への線形写像とする. φ ∈ W ∗ とすると, φ

はW から Rへの線形写像であるので,

φ ◦ f : V −→ R
∪ ∪
v 7−→ φ(f(v))

は線形である. つまり, φ ◦ f ∈ HomR(V,R) = V ∗ である. よって, 写像

Φf : W ∗ −→ V ∗

∪ ∪
φ 7−→ φ ◦ f

が定義できる.

Lemma A.1.20. V , W をベクトル空間とし, f を V からW への線形写像とし,

Φf : W ∗ −→ V ∗

∪ ∪
φ 7−→ φ ◦ f

とすると, Φf ∈ HomR(W
∗, V ∗).

Proof. φ,ψ ∈W ∗ に対し,

Φf (φ+ ψ) = (φ+ ψ) ◦ f ∈W ∗

Φf (φ) + Φf (ψ) = φ ◦ f + ψ ◦ f ∈W ∗

である. v ∈ V に対し,

(Φf (φ+ ψ))(v) = ((φ+ ψ) ◦ f)(v)
= (φ+ ψ)(f(v))

= φ(f(v)) + ψ(f(v))

(Φf (φ) + Φf (ψ))(v) = (φ ◦ f + ψ ◦ f)(v)
= (φ ◦ f)(v) + (ψ ◦ f)(v)
= φ(f(v)) + ψ(f(v))

となるので*1, Φf (φ+ ψ) = Φf (φ) + Φf (ψ).

a ∈ R, φ ∈W ∗ に対し,

Φf (aφ) = (aφ) ◦ f ∈W ∗

aΦf (φ) = a(φ ◦ f) ∈W ∗

*1 Remark A.1.18において証明せずに紹介した事実の証明をここで与えている.
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である. v ∈ V に対し,

(Φf (aφ))(v) = ((aφ) ◦ f)(v)
= (aφ)(f(v))

= a(φ(f(v))

(aΦf (φ))(v) = (a(φ ◦ f))(v)
= a((φ ◦ f)(v))
= a(φ(f(v)))

となるので*2, Φf (aφ) = aΦf (φ).

Definition A.1.21. V,W をベクトル空間とする. f ∈ HomR(V,W ) に対し, tf ∈
HomR(W

∗, V ∗)を,

tf : W ∗ −→ V ∗

∪ ∪
φ 7−→ φ ◦ f

で定義し, f の転置と呼ぶ.

(余談)

Φ: HomR(V,W ) −→ HomR(W
∗, V ∗)

∪ ∪
f 7−→ Φf = tf

は線形である. つまり,

Φ ∈ HomR(HomR(V,W ),HomR(W
∗, V ast)).

Proof. f, f ′ ∈ HomR(V,W )とする. Φf+f ′ ,Φf+Φf ′ ∈ HomR(W
∗, V ∗)である. φ ∈W ∗

に対し,

Φf+f ′(φ) = ( t(f + f ′) )(φ)

= φ ◦ (f + f ′) ∈ V ∗,

(Φf +Φf ′)(φ) = ( tf + tf ′ )(φ)

= ( tf )(φ) + ( tf ′ )(φ)

= φ ◦ f + φ ◦ f ′ ∈ V ∗.

v ∈ V に対し,

(Φf+f ′(φ))(v) = (φ ◦ (f + f ′))(v)

= φ((f + f ′)(v))

= φ(f(v) + f ′(v))

= φ(f(v)) + φ(f ′(v)),

((Φf +Φf ′)(φ))(v) = (φ ◦ f + φ ◦ f ′)(v)
= (φ ◦ f)(v) + (φ ◦ f ′)(v)
= φ(f(v)) + φ(f ′(v)).

*2 Remark A.1.18において証明せずに紹介した事実の証明をここで与えている.
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よって, Φf+f ′ = Φf +Φf ′ .

a ∈ R, f ∈ HomR(V,W )とする. Φaf ,Φf + Φf ′ ∈ HomR(W
∗, V ∗) である. φ ∈ W ∗

に対し,

Φaf (φ) = ( t(af) )(φ) = φ ◦ (af) ∈ V ∗

(aΦf )(φ) = a( tf (φ)) = a(φ ◦ f) ∈ V ∗.

v ∈ V に対し,

(Φaf (φ))(v) = (φ ◦ (af))(v)
= φ(af(v))

= aφ(f(v))

((aΦf )(φ))(v) = (a(φ ◦ f))(v)
= a(φ ◦ f)(v))
= a(φ(f(v))).

よって, Φaf = aΦf .

A.1.2 内積空間と線型写像の転置

Definition A.1.22. V を実ベクトル空間とする.

〈•, •〉V : V × V −→ R
∪ ∪

(v, w) 7−→ 〈v, w〉V

が以下の条件を満たすとき, (V, 〈•, •〉V )は (実)内積空間であるという:

1. a ∈ R, v, w, u ∈ V =⇒

〈v + w, u〉V = 〈v, u〉V + 〈w, u〉V , (A.1)

〈av, u〉V = a 〈v, u〉V . (A.2)

2. v, w ∈ V =⇒ 〈v, w〉V = 〈w, v〉V .
3. v ∈ V に対し次が成り立つ:

v = 0V ⇐⇒ ∀w ∈ V, 〈v, w〉V = 0 (A.3)

4. v ∈ V =⇒ 〈v, v〉V ≥ 0.

5. 〈v, v〉V = 0 ⇐⇒ v = 0V .

Remark A.1.23. 文脈上誤解がない場合には, (V, 〈•, •〉V )が内積空間であることを, 単に

V が内積空間であると言うこともある. 〈•, •〉V を V の内積と呼ぶ.

Remark A.1.24. Item 2を満たすことを 〈•, •〉V が対称であるという.

Remark A.1.25. Item 1 を満たすことを 〈•, •〉V が第一成分に関して線形であるという.

Items 1 and 2から

〈u, v + w〉V = 〈u, v〉V + 〈u,w〉V , (A.4)

〈u, av〉V = a 〈u, v〉V (A.5)
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がわかる. Equations (A.4) and (A.5) を満たすことを, 〈•, •〉V が第二成分に関して線形
であるという. Equations (A.1), (A.2), (A.4) and (A.5) を満たすことを, 〈•, •〉V が双線
形であるという.

Remark A.1.26. Item 2 and eq. (A.3) から,

v = 0V ⇐⇒ ∀w ∈ V, 〈w, v〉V = 0 (A.6)

がわかる. Equations (A.3) and (A.6) が成り立つことを, 〈•, •〉V が非退化であるという.

Equation (A.3)は対偶をを取ると,

v ∈ V \ { 0V } ⇐⇒ ∃w ∈ V such that 〈v, w〉V 6= 0

となるのでこれが条件として書かれることもある. また, Equation (A.2) から,

v = 0V =⇒ ∀w ∈ V, 〈v, w〉V = 0

が成り立つので,

v ∈ V \ { 0V } =⇒ ∃w ∈ V such that 〈v, w〉V 6= 0 (A.7)

のみが条件として書かれることもある.

Item 1 から, 〈v0, v〉V = 〈v1, v〉V ならば,

0 = 〈v0, v〉V − 〈v1, v〉V = 〈v0 − v1, v〉V

となる. したがって, 任意の v ∈ V に対して 〈v0, v〉V = 〈v1, v〉V ならば, Equation (A.3)

から, v0 − v1 = 0V となり, v0 = v1 であることがわかる. 逆は明らかであるから, Item 1

and eq. (A.3) から

v0 = v1 ⇐⇒ ∀v ∈ V, 〈v, v0〉V = 〈v, v1〉V

がわかる.

Remark A.1.27. Item 4を満たすことを, 〈•, •〉V は半正定値 (positive semidefinite) で

あるという. Items 4 and 5を満たすことを, 〈•, •〉V は正定値 (positive definite) である

という.

Equation (A.2)から,

v = 0V =⇒ 〈v, v〉V = 0

はわかるので, Item 5 の条件の代わりに

〈v, v〉V = 0 =⇒ v = 0V .

と書かれることもある. この条件の対偶は,

v ∈ V \ { 0V } =⇒ 〈v, v〉V 6= 0

であるが, Item 4を満たすときには,

v ∈ V \ { 0V } =⇒ 〈v, v〉V > 0

と書くことができる.

Item 5を認めると, Equation (A.7)の wとして v 自身がとれるので, Item 3 が導かれ

る. そのため Item 3 が条件として省かれることも多い.
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Remark A.1.28. 内積とは, 非退化正定値対称双線型形式のこと (形式というのは写像

V × V → Rを意味している).

Remark A.1.29. 複素ベクトルのときには, 〈•, •〉V : V × V → C として, Item 2 の条

件を,

v, w ∈ V =⇒ 〈v, w〉V = 〈w, v〉V

に変更したものを考える. ただし •は複素共軛を表す. この条件を満たすことを, 〈•, •〉V
はエルミート対称であるという.

内積空間の構造とコンパチブルな写像を等長写像と呼ぶ.

Definition A.1.30. (V, 〈〉V ), (W, 〈〉W )を内積空間とし, f : V →W を線型写像とする.

以下の条件を満たすとき, f は等長写像であるという.

v, v′ ∈ V =⇒ 〈v, v′〉V = 〈f(v), f(v′)〉W

Remark A.1.31. 以下では, 文脈上誤解が生じないときには, f は (V, 〈〉V )から (W, 〈〉W )

への等長写像であることを, 単に V からW への等長写像であるという. また, 本来であれ

ば, 等長写像 f : (V, 〈〉V ) → (W, 〈〉W ) などと書き表すべきであるが, 等長写像 f : V →W

などと書く.

Definition A.1.32. V , W を内積空間とする. 線型同型写像かつ等長写像である

f : V →W が存在するとき, V とW は内積空間として同型であるという.

Remark A.1.33. V とW が内積空間として同型であるとき, V とW は内積空間として

同じものであると思える.

Remark A.1.34. 等長写像の合成は等長写像である.

Remark A.1.35. V を内積空間とする. v ∈ V に対し,

‖v‖V =
√

〈v, v〉V

とおき, ‖ • ‖V をノルムと呼ぶ. ‖v‖V は v の ‘長さ’に相当する. f : V → W を等長写像

とすると,

‖v‖V =
√

〈v, v〉V

=
√

〈f(v), f(v)〉W
= ‖f(v)‖W

となり, ノルムが f によって変化しない.

Remark A.1.36. V , W を内積空間とし, f : V →W を等長写像とする. f(v) = 0W とす

る. このとき, ‖v‖V = ‖f(v)‖W = ‖0W ‖ = 0 であるので, v = 0V であることがわかる.

したがって, f は単射である.

Definition A.1.37. (V, 〈〉V )を内積空間とする. O(V, 〈〉V ) = { f ∈ HomR(V, V ): 等長 }
とおく. O(V )を V 上の直交群と呼ぶ. また, f ∈ O(V )を V 上の直交変換と呼ぶ.
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V を内積空間であるとする. v0 ∈ V に対し,

βv0 : V −→ R
∪ ∪
v 7−→ 〈v, v0〉V

とおく. このとき, (内積の定義 Item 1より) βv0 は線型写像である. つまり,

βv0 ∈ HomR(V,R) = V ∗

である.

β : V −→ V ∗

∪ ∪
u 7−→ βu

とおくと, (Equations (A.4) and (A.5)より) β は線型写像である. (余談: β のことを内

積を第 2成分に関してカリー化した関数ということがある.)

V は有限次元であるとする. V は有限次元であるとすると, β は同型写像である. つ

まり,

∀φ ∈ V ∗, ∃!v0 ∈ V s.t. βv0 = φ

が成り立つ. これは, 言い換えると,

∀φ ∈ V ∗, ∃!v0 ∈ V s.t. ∀v ∈ V, φ(v) = 〈v, v0〉V

となる.

Remark A.1.38. V が有限次元のとき, β は V と V ∗ の同型を与えるが, これは内積を取

り替えると, 異なる同型写像となる. 内積を 1つ決めるというのは, V と V ∗ の間の同型

写像を 1つ固定するということを意味する.

W を有限次元内積空間とし, V と同様に, w0 ∈W に対して,

βw0
: W −→ R

∪ ∪
w 7−→ 〈w,w0〉W

とする. f : V →W を線型写像とする. つまり, f ∈ HomR(V,W )とする. このとき

tf : W ∗ −→ V ∗

∪ ∪
φ 7−→ φ ◦ f

と定義され tf ∈ Hom(W ∗, V ∗)であった.

w ∈ W とする. βw ∈ W ∗ であるので, tf (βw) ∈ V ∗ である. V が有限次元であるの

で, β : V → V ∗ は同型写像である. したがって, βv0
= tf (βw) を満たす v0 ∈ V が定ま

る. この v0 を,

f⊤(w) ∈ V

とおく.

f⊤ : W −→ V
∪ ∪
w 7−→ f⊤(w)



x2 (2025-01-23 16:09)

100 付録 A 線形代数の復習

という写像が定まる. 定義から,

tf (βw) = βf⊤(w)

であるので, v ∈ V , w ∈W に対し,

〈f(v), w〉W = βw(f(v))

= (βw ◦ f)(v)
= ( tf (βw))(v)

= βf⊤(w)(v)

=
〈
v, f⊤(w)

〉
V

が成り立つ. つまり,

f⊤ : W −→ V
∪ ∪
w 7−→ f⊤(w)

は

v ∈ V,w ∈W =⇒ 〈f(v), w〉W =
〈
v, βf⊤(w)

〉
V

を満たす. さらに, f⊤ ∈ Hom(W,V ) であることもわかる. f⊤ も f の転置と呼ぶ.

Remark A.1.39. f⊤ : W → V は内積による V から V ∗ への同型 β に依存している.

Remark A.1.40. 線型写像 f : V →W に対し,

f : V →W が等長写像 ⇐⇒ ∀v, v′ ∈ V, 〈f(v), f(v′)〉W = 〈v, v′〉V
⇐⇒ ∀v, v′ ∈ V,

〈
v, f⊤(f(v′))

〉
V
= 〈v, v′〉V

⇐⇒ ∀v, v′ ∈ V,
〈
v, (f⊤ ◦ f)(v′)

〉
V
= 〈v, v′〉V

⇐⇒ ∀v′ ∈ V, (f⊤ ◦ f)(v′) = v′

⇐⇒ f⊤ ◦ f = idV

である. f : V → V について考えると, f が等長写像であることと f⊤ = f−1 であること

が同値であることがわかる.

Remark A.1.41. V , W を有限次元ベクトル空間とすると, 線型写像 f : V → W に対し,

f の転置 tf ∈ HomR(W
∗, V ∗) が定まる. この転置 tf は内積などによらずに定まる. し

かし, tf はW から V への写像ではない. 一方 V , W に内積があれば, f : V → W の転

置, f⊤ ∈ HomR(W,V ) が定まる. この転置 f⊤ はW から V への写像ではあるものの, f

に対して得られる転置 f⊤ は内積が変われば違うものとなる.

すでに見たように, V , W に内積があれば, 内積を通じて, V と V ∗ の同型 β や,

W と W ∗ の同型 β が得られる. f ∈ HomR(V,W ) を一つ固定する. このとき f⊤ ∈
HomR(W,V )であるので, w ∈W に対し, f⊤(w) ∈ V である. したがって, βf⊤(w) ∈ V ∗

である. 一方, w ∈ W であるので, βw ∈ W ∗ である. tf ∈ HomR(W
∗, V ∗)であるので,
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tf (βw) ∈ V ∗ である. V ∗ の 2つの元 βf⊤(w) と tf (βw)が得られたが, v ∈ V に対し,

βf⊤(w)(v) =
〈
v, f⊤(w)

〉
V

= 〈f(v), w〉W
( tf (βw))(v) = (βw ◦ f)(v)

= βw(f(v))

= 〈f(v), w〉W

となるので, βf⊤(w) =
tf (βw)となる. つまり図式

W
f⊤

−−−−→ V

β

y yβ

W ∗ −−−−→
tf

V ∗

が可換となっている.

A.2 数ベクトル空間と行列

数ベクトル空間と行列についてまとめている. m行 n列の行列は, 通常なら数を表の様

に並べたデータとして定義されるが, ここでは, 与えられた数により定まる Rn から Rm

への線型写像として定義している.

A.2.1 数ベクトルと行列

Rn =


x1...
xn


∣∣∣∣∣∣∣ xi ∈ R


は実ベクトル空間であった. これを n次元 (実)数ベクトル空間と呼ぶ. Rn の元

x =

x1...
xn


を n項 (実)数ベクトルと呼ぶ.

Remark A.2.1. 次元は空間に対して, 項は元に対して用いている.

すべての成分が 0である n項数ベクトルを 0で表す.

Definition A.2.2. i行目のみ 1で他は 0である n項数ベクトル

ei =



0
...
0
1
0
...
0


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を Rn の第 i基本ベクトルといい, (e1, . . . , en)を Rn の標準基底と呼ぶ.

V を実ベクトル空間とし, v1, . . . , vn ∈ V とする. このとき,

πv1,...,vn
: Rn −→ V

∪ ∪x1...
xn

 7−→ x1v1 + · · ·+ xnvn

とおく. πv1,...,vn
∈ HomR(Rn, V )である. 定義から, πv1,...,vn

(ei) = vi である.

Definition A.2.3. V を実ベクトル空間とし, v1, . . . , vn ∈ V とする. πv1,...,vn
が単射

であるとき, (v1, . . . , vn)は一次独立であるという.

Remark A.2.4. V を実ベクトル空間とし, v1, . . . , vn ∈ V とする. このとき, 以下は同値:

1. πv1,...,vn
が単射.

2. Ker(πv1,...,vn
) = { 0 }.

3. x1v1 + · · ·+ xnvn = 0V =⇒ x1 = · · · = xn = 0.

Definition A.2.5. V を実ベクトル空間とし, v1, . . . , vn ∈ V とする. πv1,...,vn
が全射

であるとき, (v1, . . . , vn)は V の生成系であるという.

Remark A.2.6. V を実ベクトル空間とし, v1, . . . , vn ∈ V とする. このとき, 以下は同値:

1. πv1,...,vn が全射.

2. Img(πv1,...,vn
) = V .

3. V = { x1v1 + · · ·+ xnvn | xi ∈ R }.

Definition A.2.7. V を実ベクトル空間とし, v1, . . . , vn ∈ V とする. (v1, . . . , vn)が一

次独立であり V の生成系であるとき, (v1, . . . , vn)を V の基底と呼ぶ.

Remark A.2.8. V を実ベクトル空間とし, v1, . . . , vn ∈ V とする. このとき, 以下は同値:

1. (v1, . . . , vn)が V の一次独立な生成系.

2. πv1,...,vn が全単射.

3. πv1,...,vn
が同型写像.

Remark A.2.9. (v1, . . . , vn)が V の基底であるとき, πv1,...,vn
は Rn から V への同型写

像である. Rn と同型なベクトル空間を n次元実ベクトル空間と呼ぶ.

Remark A.2.10. n次元実ベクトル空間は, Rn と同型である. したがって, 有限次元ベク

トル空間としては Rn を考えれば十分である.

Remark A.2.11. φ ∈ HomR(Rn, V )に対し, 次は同値である:

1. φ = πv1,...,vn

2. φ(e1) = v1, . . . , φ(en) = vn
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言い換えると,

π : V × · · · × V −→ HomR(Rn, V )
∪ ∪

(v1, . . . , vn) 7−→ πv1,...,vn

が全単射である.

Definition A.2.12. (i, j) ∈ { 1, . . . ,m }×{ 1, . . . , n }に対し, ai,j ∈ Rを固定する. こ

のとき,

Rn −→ Rm

∪ ∪x1...
xn

 7−→


∑n

k=1 a1,kxk
...∑n

k=1 am,kxk


という写像は線形写像である. この写像を,a1,1 · · · a1,n

...
...

am,1 · · · am,n


とか,

(ai,j)i,j

など*3と表し, サイズが (m,n) の実行列と呼ぶ. 写像を定める係数 ai,j を (ai,j)i,j の

(i, j)-成分と呼ぶ. 行列の和, スカラー倍, 積を, 線型写像の和, スカラー倍, 合成として定

義する. 線型写像 (ai,j)i,j が同型写像であるとき, (ai,j)i,j は正則であるという.

Remark A.2.13. サイズが (m,n)の実行列のことを, 以下では (m,n)-行列と呼ぶ.

Remark A.2.14.

idRn : Rn −→ Rn

∪ ∪
x 7−→ x

に対応する行列は,

(δi,j)i,j

である. ただし

δi,j =

{
1 i = j

0 i 6= j.

これは単位行列と呼ばれる. ここでは En で表す.

*3 (ai,j)i,j という標記は, ( )i,j とカッコの外に i, j と書くことで, iが ‘行’に関わる添字, j が ‘列’に関
わる添字であることを表している. ( )j,i と書いたら j が行に関わる添字, iが列に関わる添字であるこ
とを表す. したがって, (ai,j)i,j = (aj,i)j,i = (ak,l)k,l である.
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Remark A.2.15.

0 : Rn −→ Rm

∪ ∪
x 7−→ 0

に対応する行列は,

(0)i,j

である. これは零行列と呼ばれる. ここでは Om,n で表す.

Remark A.2.16. 行列 Aが “実”行列かどうかは, Aを Rn から Rm への写像として考え

ているか否かで (本来は) 判断するべきもの. 各成分が実数であっても, Cn → Cm と思う

のであれば複素行列である.

Proposition A.2.17. A = (ai,j)i,j を (m,n)-行列, B = (bi,j)i,j を (m′, n′)-行列と

する.

1. Aと B の和は, (m,n) = (m′, n′)であるときに定義でき,

A+B = (ai,j + bi,j)i,j .

2. c ∈ Rに対し,

cA = (cai,j)i,j .

3. Aと B の積は, n = m′ であるときに定義でき,

AB = (

n∑
k=1

ai,kbk,j)i,j .

Remark A.2.18. A = (ai,j)i,j をサイズが (m,n)である行列とする.

a(j) =

a1,j
...

am,j


というm項数ベクトルを考える.

A : Rn −→ Rm

∪ ∪x1...
xn

 7−→


∑n

k=1 a1,kxk
...∑n

k=1 am,kxk

 = x1

a1,1
...

am,1

+ · · ·+ x1

a1,n
...

am,n


であるので,

A = πa(1),...,a(n)

である. したがって

HomR(Rn,Rm) =
{
πa(1),...,a(n)

∣∣∣ a(j) ∈ Rm
}

= {A | Aは (m,n)-行列 }

であるので, Rn から Rm への線型写像は (サイズが (m,n) の) 行列だけ考えれば十分で

あることがわかる.
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(Rn)∗ = HomR(Rn,R)
= {A | (1, n)-行列 }
=
{ (
a1 · · · an

) ∣∣ ai ∈ R
}

である.

e⊤1 =
(
1 0 0 · · · 0 0

)
e⊤2 =

(
0 1 0 · · · 0 0

)
...

e⊤n =
(
0 0 0 · · · 0 1

)
とおくと, (e⊤1 , . . . , e

⊤
n ) は (Rn)∗ の基底である. この基底を (e1, . . . , en) の双対基底と

呼ぶ.

πe⊤
1 ,...,e⊤

n
: Rn −→ (Rn)∗

∪ ∪x1...
xn

 7−→ x1e
⊤
1 + · · ·+ xne

⊤
n =

(
x1 · · · xn

)
は同型写像である. この同型写像を使って, Rn と (Rn)∗ を同一視できる.

A.2.2 内積と直交行列

〈•, •〉Rn : Rn × Rn −→ R
∪ ∪

(

x1...
xn

 ,

y1...
yn

) 7−→ x1y1 + · · ·+ xnyn

とおき, Rn の標準内積とかユークリッド内積と呼ぶ.

Proposition A.2.19. (Rn, 〈,〉Rn)は内積空間である. つまり 〈,〉は Rn 上の非退化な正

定値対称双線型形式である.

Definition A.2.20. (m,n)-行列 A = (ai,j)i,j の転置 A⊤ を, A ∈ HomR(Rn,Rm)とし

ての転置 A⊤ ∈ HomR(Rm,Rn) として定義する.

Proposition A.2.21. (m,n)-行列 A = (ai,j)i,j に対し, A⊤ ∈ HomR(Rm,Rn)であり,

A⊤ = (aj,i)i,j である.

Proof. A′ = (aj,i)i,j とおく. A⊤ は v ∈ Rn, w ∈ Rm に対し,

〈w,A(v)〉Rm =
〈
A⊤(w), v

〉
Rn
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を満たすものであったので, A′ がこの等式を満たすことを示せばよい.

w =

 y1
...
ym

 , v =

x1...
xn


とすると,

〈w,A(v)〉Rm =

〈 y1
...
ym

 , A(

x1...
xn

)

〉
Rm

=

〈 y1
...
ym

 ,


∑n

k=1 a1,kxk
...∑n

k=1 am,kxk

〉
Rm

=

m∑
l=1

n∑
k=1

ylal,kxk,

〈A′(w), v)〉Rn =

〈
A(

 y1
...
ym

),

x1...
xn

〉
Rn

=

〈
∑m

l=1 al,1yl
...∑m

l=1 al,nyl

 ,

x1...
xn

〉
Rn

=

n∑
k=1

m∑
l=1

xkal,kyl

=

m∑
l=1

n∑
k=1

ylal,kxk.

Remark A.2.22. tA から A⊤ を定義する際, 内積を通じた V から V ∗ への同型 β が使わ

れるが, この場合は,

β : Rn −→ (Rn)∗

∪ ∪x1...
xn

 7−→
(
x1 · · · xn

)
である.

Definition A.2.23. (V, 〈,〉V )を内積空間とし, v1, . . . , vn ∈ V とする. 次の条件を満た

すとき, (v1, . . . , vn)は正規直交系 (orthonormal system)であるという:

1. vi, vj ∈ V =⇒ 〈vi, vj〉V = δi,j .

Remark A.2.24. (v1, . . . , vn)は正規直交系であるなら, (v1, . . . , vn)は一次独立である.

Definition A.2.25. (V, 〈,〉V )を内積空間とし, v1, . . . , vn ∈ V とする. 次の条件を満た
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すとき, (v1, . . . , vn)は V の完備正規直交系*4(complete orthonormal system) であると

いう:

1. (v1, . . . , vn)は正規直交系

2. v ∈ V に対し次は同値:

（a）∀i, 〈v, vj〉V = 0.

（b）v = 0V .

Remark A.2.26.

v = 0V =⇒ ∀i, 〈v, vj〉V = 0

は一般に成り立つので, 完備正規直交系であることの定義としては, 逆のみが書かれるこ

ともある.

Example A.2.27. Rn について考える.

〈ei, ej〉Rn = δi,j

である. また,

〈

x1...
xn

 , ei〉

Rn

= xi

であるので, ei との標準内積が 0であることは, 第 i成分が 0であることを意味する. し

たがって, すべての iに対し 〈v, ei〉Rn を満たす v ∈ Rn は, 0のみであることがわかる. し

たがって, (e1, . . . , en)は (Rn, 〈〉Rn) 完備正規直交系である.

Lemma A.2.28. (V, 〈,〉V )を内積空間とし, (v1, . . . , vn)は V の完備正規直交系である

とする. このとき,

πv1,...,vn : Rn → V

は等長な線型同型写像である. つまり, (Rn, 〈〉Rn)と (V, 〈,〉V )は内積空間として同じもの
だと思える.

Theorem A.2.29 (Gram–Schmidt の直交化法). (V, 〈,〉V ) を内積空間とし,

v1, . . . , vn ∈ V とする. (v1, . . . , vn) が一次独立であることを仮定する. このと

き, 以下の様に v̄1, . . . , v̄n を定義する:

v′1 = v1 v̄1 =
1

〈v′1, v′1〉V
v1

v′2 = v2 − 〈v2, v̄1〉V v̄1 v̄2 =
1

〈v′2, v′2〉V
v2

v′3 = v3 −
2∑

i=1

〈v3, v̄i〉V v̄i v̄2 =
1

〈v′3, v′3〉V
v3

...
...

*4 完全正規直交系と呼ばれることが多いように思うが, 完全という語は perfect などの訳語としても用いら
れることもあり, completeの訳語であることを意識して完備という語を, ここでは用いる.
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v′k = vk −
k−1∑
i=1

〈vk, v̄i〉V v̄i v̄k =
1

〈v′k, v′k〉V
vk

...
....

このとき, (v̄1, . . . , v̄n)は正規直交系である.

Remark A.2.30. (V, 〈,〉V ) を有限次元内積空間とし, (v1, . . . , vn) を V の基底とする.

(v̄1, . . . , v̄n)を, Gram–Schmidt の直交化法で得られた正規直交系であるとする. このと

き, (v̄1, . . . , v̄n)は V の完全正規直交系である. よって,

πv̄1,...,v̄n : Rn → V

により, (Rn, 〈〉Rn)と (V, 〈,〉V )は内積空間として同じものだと思える.

Definition A.2.31.

O(n) = O(Rn, 〈〉Rn)

とおき, n次直交群と呼ぶ. O(n)の元を直交行列と呼ぶ.

Remark A.2.32.

O(n) =

{
A

∣∣∣∣ Aは (n, n)-行列
A⊤A = En

}
である.

A = (ai,j)i,j ∈ O(n)とする.

a(j) =

a1,j...
an,j


とおく. A⊤A = En であるが, 右辺の (i, j)成分は,

n∑
k=1

ak,iak,j =
〈
a(i),a(j)

〉
Rn

である. En の (i, j)成分は δi,j であるので,〈
a(i),a(j)

〉
Rn

= δi,j

である. つまり, (a(1), . . . ,a(n))は正規直交系である.

逆に, Rn の正規直交系 (a(1), . . . ,a(n))が与えられたとき,a1,j...
an,j

 = a(j)

とおけば, A = (ai,j)i,j は直交行列である.
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参考文献

記号表

� Z: 整数全体のなす集合.

� R: 実数全体のなす集合.

� R>0: 正の実数全体のなす集合.

� R≥0: 非負実数全体のなす集合.

� Sn: n次対称群.

� τi,j : i, j を入れ替える互換.

� W⊥: W の直交補空間.

� Hα: αと直交する部分空間.

� Rα: αと原点を通る直線.

� 〈S〉R: S で生成される実ベクトル空間.

� 〈S〉Z: S で生成される群.

� 〈,〉: 内積.

� ‖‖: ノルム.

� det(A): Aの行列式.

� En: n次単位行列.

� Ei,j : 行列単位. ((i, j)-成分のみ 1, 他は 0の行列)

� Tk,l: τk,l に対応する置換行列.

� Fk: 第 k 対角成分は −1, 他は 1である対角行列.

� Rθ: 回転角 θ の回転行列.

� Pθ: 偏角 θ
2 のベクトルに関する鏡映.

� sα: αに関する鏡映.

� Aσ: σ に対応する置換行列.

� 0: 零ベクトル.

� ek: 基本ベクトル.

� α(θ): 偏角 θ の単位ベクトル.

� αi = α( iπm ) (ベクトル αの第 i成分の場合もある).

� αi,j = ei − ej = −αj,i.

� βi,j = ei + ej = βj,i

� εk = ek

� ε′k = 2ek = βk,k

� γk =
∑

j αk,j
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� W (Φ): ルート系 Φに付随するワイル群.

� R(Φ): ルート系 Φに対応する鏡映.
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