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i

数学以前の話

a 注意

このメモは随時追記, 修正する. 必ずしも末尾に追記するとは限らない.

講義で解説する順番と必ずしも一致しない. また, 講義で解説する内容をすべてここに

まとめるわけでもなく, ここでまとめた内容をすべて講義で解説するわけでもない.

忙しくなった場合には, このメモは更新しない予定である.

b シラバス

基礎数学 A1(理学部数学科 2年 1学期)の講義ノートがベースになっているが, 必ずし

も同一ではない. 基礎数学 A1のシラバスに挙げた項目は以下の通り:

1. ベクトル空間，

2. 線形写像，

3. 行列式，

4. 固有値 ·固有ベクトル,

5. 行列の対角化

授業題目は, ‘本格的な線形代数学 その 1’となっており, 基礎数学 A1の後には, 基礎数

学 A2 (2年 2学期)が開講される. 基礎数学 A1およびそれに続く基礎数学 A2を通して,

複素数体上のベクトル空間および線形写像の基礎理論と計算法を講義する. また, 線形写

像の行列による表現やそれによる固有値の計算法や写像の性質を調べる方法を与える. 基

礎数学 A1では, ベクトル空間，線形写像，行列式，固有値・固有ベクトル, 行列の対角化

を取り扱うこととなっており, 基礎数学 A2では, 内積, 内積を用いる行列の対角化 (正規

行列), ジョルダン標準形を取り扱うこととなっている. したがって, ここでは, 内積に関

わることは, 基本的には扱わない. 例えば, 双対空間 V ∗ は線形空間の例としては取り上げ

る可能性があるが, 有限次元ベクトル空間において (V ∗)∗ と V が canonical な同型をも

つことなどは扱わない. 直交補空間なども扱わない. また, ジョルダン標準形に関するこ

と (最小多項式の求め方など)なども, 基本的には扱わない.

1年生前期に開講される線形代数 I の履修を前提とする. 線形代数 Iでは, 行列，連立１

次方程式，基本変形，階数，行列式，逆行列，2次正方行列の対角化がキーワードとして

挙げられており, 以下が取り扱われている:

1. 行列：定義と演算（和・スカラ－倍・積），行列の転置

2. 連立１次方程式の理論：消去法, 掃き出し法，基本変形と基本行列
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3. 行列の階数：基本変形と計算

4. 逆行列, 掃き出し法

5. 行列式：定義と基本的な性質

6. 余因子行列と余因子展開，クラメ－ルの公式

7. 2 x 2行列の固有値，固有ベクトル，対角化

これらについては, 必要に応じて各自復習をしておくことを勧める.

一方, 1年生後期に開講される線形代数 II の履修は前提としない. しかし, 1年生後期で

開講される線形代数 IIでも, 抽象ベクトル空間などが講義され, 内容が重なっている部分

が多い. 復習をしておくと, この講義の理解の助けになると思われる.

本講義のキーワードは以下の通り:

1. 線形空間

2. 線形写像, 同型写像

3. Ker Img

4. 双対空間, Hom

5. 部分空間

6. (剰余空間と準同型定理)

7. 生成系

8. 一次独立性

9. 基底

10. 次元 (次元の一意性)

11. 基底の延長定理

12. 次元定理

13. 和と共通部分

14. 内部直和, 外部直和

15. 表現行列, 基底の変換行列

c 参考書

講義では教科書は特に指定しないが, 参考書を手元においておき, 講義の中での説明と,

参考書の記述を比べながら学習することを勧める.

参考書については, 線形代数学 IIと内容が重複していることから, 線形代数学 IIで指定

されていた教科書等でも構わないし, この講義に引き続いて後期に行われる基礎数学 A2

で指定されている教科書等でも構わない.

[1] は大学の数学に関する講義全般について解説している本である. 講義を受ける上で

の注意や, 講義の前提となる集合や論理の知識についても解説がしてある. 本講義とは直

接関係はないが, 図書館で借りるなどして一度最初の数章を読んでみることを勧める.
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d 講義で使われる見出し

数学の講義を受け慣れていない人もいるかと思いますので, 簡単に講義の板書で使われ

る見出しについて説明します.

講義に出てくる言明には大きく分けて二つあります:

� 証明が必要ではないもの

� 証明が必要なもの

また講義の板書では, 言明に見出しをつけることがしばしばあります. 以下では使われる

見出しについて説明します.

d.1 証明が必要ではない言明

言葉の持つ意味を決めることが, ‘定義’です. つまり, ルールを決めるということです.

ルールを設定するということですので, ‘定義’自身に証明は必要ではありません.

数学書では定義される用語をイタリック/太文字/下線で書く習慣があります. 重要だか

らという理由で強調されているわけではありません.

Def/Definition/定義 などの見出しが使われます.

d.2 証明が必要な言明

証明をして真である確認する必要がある言明は, ‘命題’ と呼ばれます. ‘主張’ や ‘事実’

と呼ぶこともあると思います.

講義では, 気分や役割により次の様に分類することが多いと思います. これらのうち, ど

の見出しを使うかというのは, かなり主観的です.

定理 重要なもの, まとめ的なもの など 比較的重いものに使われます.

Thm/Theorem/定理 などの見出しを使います.

補題 他の命題を示すために使うものに使われます.

Lem/Lemma/補題 などの見出しを使います.

系 他からすぐ示すことができるものに使われます.

Cor/Corollary/系 などの見出しを使います.

その他の命題 Prop/Porposition/命題 などの見出しを使います.

d.3 補足

また見出しとしては次のようなものも使こともあります:

� 実例, 具体例 (‘喩え’ではない) を述べる際に, 例/Example/E.g. などの見出しを使

います.

� 補足的なことを述べる際に, 注/Rem/Remark などの見出しを使います.

� 証明をする際に, 証明/Proof/∵などの見出しをつけて書き出すこともあります.
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1

第 1章

線形代数以前の話

1.1 集合や論理について

集合や論理についての基本的なことについては, 既知とする. もしそれらについて不安

な場合は, 高校の教科書の該当箇所や, [1] を参考に復習をすること.

記号や用語が異なる可能性があるので, 以下では簡単に基本的な用語などを説明する.

1.1.1 集合

集合とは何かということを説明するときには, ‘もの’ を集めてきたものを集合といい,

集合 X に元 xが属しているとき x ∈ X, 集合 X に元 xが属していないとき x 6∈ X と書

くと説明されれることが多い. 言い換えると, どんな xに対しても x ∈ X が命題であると

き, X は集合であるといい, x ∈ X の否定を x 6∈ X と書くということである. x ∈ X で

あるとき, xは X の元であるとか, xは X の要素であるとか, xは X に属するなどとい

う. 代表的な数の集合に関して, ここでは, 以下の記号を用いる:

� 複素数全体のなす集合を Cとおく.

� 実数全体のなす集合を Rとおく.

� 有理数全体のなす集合を Qとおく.

� 整数全体のなす集合を Zとおく.

� 非負整数全体のなす集合を Nとおく.

つまり, ‘x ∈ C’は ‘xは複素数である’ ということを意味する.

Remark 1.1.1. この講義では, 虚数単位を表すのに
√
−1という記号を用いる. iは虚数

単位ではなく単なる変数として使われる.

Definition 1.1.2. X と Y を集合とする. 次の条件を満たすとき, X は Y の部分集合で

あるといい, X ⊂ Y と書く:

a ∈ X =⇒ a ∈ Y.

以下の条件を満たすとき, X と Y は等しいといい X = Y と書く:

1. X ⊂ Y .

2. Y ⊂ X.
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X ⊂ Y かつ X 6= Y であることを, X ⊊ Y と書く.

Remark 1.1.3. X と Y を集合とする. このとき, 以下は同値:

1. X = Y .

2. a ∈ X ⇐⇒ a ∈ Y

x1, x2, . . . , xn が元である集合を表すのに,

{ x1, x2, . . . , xn }

の様に表記する. つまり,

x ∈ { x1, x2, . . . , xn } ⇐⇒ xi = xとなる iが存在する

と定義する. また, 条件 P (x)を満たす元 x ∈ X を集めた集合を表すのに,

{ x ∈ X | P (x) }

の様に表記する. つまり,

x ∈ { x ∈ X | P (x) } ⇐⇒ x ∈ X かつ P (x)を満たす

と定義する.

Definition 1.1.4. X, Y を集合とする. このとき, X ∩ Y を次で定義する:

a ∈ X ∩ Y ⇐⇒ a ∈ X かつ a ∈ Y.

X ∪ Y を次で定義する:

a ∈ X ∪ Y ⇐⇒ a ∈ X または a ∈ Y.

集合 X1, X2, . . . , Xn を集めた集合を X とする. X の各元はそれ自身が集合であるが,

要素が集合であることを強調するために, このような集合のことを, 集合族と呼ぶことが

ある.

集合族に対しても, 和集合や共通部分を考えることもある.

Definition 1.1.5. X を集合族とする.
⋂

X∈X X を次で定義する:

a ∈
⋂

X∈X
X ⇐⇒ すべての X ∈ X に対し, a ∈ X.

⋃
X∈X X を次で定義する:

a ∈
⋃

X∈X
X ⇐⇒ a ∈ X を満たす X ∈ X が存在する.

また, X ⊂ Y であるとき, X が Y よりも小さいと思い, 一番小さいものを考えたいと

きがある.
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Definition 1.1.6. X を集合族とする. 次の条件を満たすとき, X は X で最小であると
いう:

A ∈ X =⇒ X ⊂ A.

次の条件を満たすとき, X は X で極小であるという:

A ∈ X , A ⊂ X =⇒ A = X.

Remark 1.1.7. X は X で最小であるというのは, X が他のどの集合 A ∈ X よりも小
さいということである. X は X で極小であるというのは, X より小さな A ∈ X が存在し
ないということである. 実数の大小と異なり, 集合 X, Y に対しては, X ⊂ Y も Y ⊂ X

もどちらも成り立たないことがあるので, 最小と極小は異なる概念であることに注意する

必要がある.

Definition 1.1.8. X1, . . . , Xn が集合であるとき,

X1 × · · · ×Xn = { (x1, . . . , xn) | x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn }

と定義し, X1, . . . , Xn の直積と呼ぶ.

Definition 1.1.9. X を集合とする. X に含まれる元の総数が整数であるとき, X は有

限集合であるという. また, 元の総数を |X|で表す. 有限集合ではないとき, X は無限集

合であるという.

1.1.2 写像

X, Y を集合とする. このとき写像とは何かを説明するとき, X の元 xに対して Y の元

f(x)を対応させる ‘関数’f を X から Y への写像と呼ぶと説明されることが多い. 言い換

えると, X から Y の写像 f は以下の条件を満たすことである:

1. どの x ∈ X に対しても f(x)が定まる.

2. どの x ∈ X に対しても, 常に f(x) ∈ Y である.

3. x, x′ ∈ X かつ x = x′ ならば f(x) = f(x′)である.

また, ‘X から Y への写像 f ’ ということを表すのに, ‘写像 f : X → Y ’と書くこともある.

Definition 1.1.10. X, Y , A, B を集合とする. 以下の条件を満たすとき, 写像 φ : X →
Y と写像 ψ : Y : A→ B は等しいといい, φ = ψ と書く:

1. X = A.

2. Y = B.

3. x ∈ X =⇒ φ(x) = ψ(x).

具体的な写像を与えるには, その対応を書く必要がある. 例えば, xに対して
√
−1xを
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対応させる Rから Cへの写像 φを表すのに.

φ : R −→ C
⟒ ⟒
x 7−→

√
−1x

の様に書くことが多い. スペースが限られている場合などには,

φ : R → C, x 7→
√
−1x

とか,

φ : R 3 x 7→
√
−1x ∈ CC

などと書くこともある.

Remark 1.1.11. Nから Zへの写像 φ

φ : N −→ Z
⟒ ⟒
x 7−→ 2x− 1

を考える. このとき, φ(0) = 1, φ(1) = 3, φ(2) = 5, . . ., つまり φ(x) = 2x+ 1である. こ

の対応のそのものことを φで表し, φのことを写像と呼ぶ. φ(x)は x ∈ Nを代入して得
られる 2x+ 1という整数を表しており, φ(x)は写像ではない.

Definition 1.1.12. 集合 X を集合とする. x ∈ X に対して xを対応させる写像を idX

で表し, X 上の恒等写像と呼ぶ. つまり,

idX : X −→ X
⟒ ⟒
x 7−→ x

である. また, Y を X の部分集合とするとき, x ∈ Y に対して x ∈ X を対応させる写像

を, Y から X への包含写像と呼ぶ.

X, Y , X ′, Y ′ を集合とし, 写像 φ : X → Y , ψ : X → Y について考える. x ∈ X に対

し φ(x) ∈ Y であるので, Y ⊂ X ′ であるなら, ψ に f(x)を代入することができる.

Definition 1.1.13. X, Y , X ′, Y ′ を集合とし, Y ⊂ X ′ とする. 写像 φ : X → Y ,

ψ : X → Y に対し, ψ ◦ φを次で定義する:

ψ ◦ φ : X −→ Y ′

⟒ ⟒
x 7−→ ψ(φ(x))

.

ψ ◦ φを φと ψ の合成と呼ぶ.

A, B, B′, C, C ′, D という集合が B ⊂ B′, C ⊂ C ′ を満たしているとき, 写像

ϕ : A → B, ψ : B′ → C, φ : C ′ → D の合成を考えることができる. φ ◦ (ψ ◦ ϕ) と
(φ ◦ ψ) ◦ ϕ を考えることができるが, この 2つは等しい. そこでカッコを省略し φ ◦ ψ ◦ ϕ
と書く.

Proposition 1.1.14. X から Y への写像 φに対し, 以下が成り立つ:

φ ◦ idX = φ.

idY ◦φ = φ.
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Definition 1.1.15. X, Y を集合とする. 次の条件を満たすとき, φ : Y → X を

ψ : X → Y の逆写像と呼ぶ:

1. φ ◦ ψ = idX .

2. ψ ◦ φ = idY .

ψ の逆写像が存在するとき, ψ は全単射であるという.

ψ : X → Y が全単射であるとき, その逆写像はただ一つに定まる. つまり, φ : Y → X

と ϕ : Y → X とが,

φ ◦ ψ = idX , ψ ◦ φ = idY

ϕ ◦ ψ = idX , ψ ◦ ϕ = idY

を満たすなら, φ = ϕである. ψ : X → Y が全単射であるとき, その逆写像を φ−1 で表す.

Definition 1.1.16. X, Y を集合とする. 次の条件を満たすとき, φ : X → Y は全射で

あるという:

1. { φ(x) | x ∈ X } = Y .

次の条件を満たすとき, φ : X → Y は単射であるという:

1. x, x′ ∈ X, x 6= x′ =⇒ φ(x) 6= φ(x′).

Proposition 1.1.17. 写像 φ : X → Y に対し, 以下は同値:

1. φは全単射.

2. φは全射かつ単射.

X を集合とする. X ×X から X への写像のことを, X 上の 2 項演算と呼ぶことがあ

る. 例えば, 整数の足し算 x+ y は,

+ : R× R −→ R
⟒ ⟒

(x, y) 7−→ x+ y

という写像である. ここまでの写像は, 代入する際に φ(x, y)のように, 写像を表す記号の

後ろに代入する元を書いたが, 2項演算の場合には, x+ y の様に写像を表す記号の前後に

代入するものを書くことも多い. このような記法を中置記法と呼ぶ.

X, Y を集合とする. X × Y から Y への写像のことを, X の Y への作用と呼ぶことが

ある. この場合にも中置記法を用いることが多い.

1.2 体

K を集合とする. K に四則演算 (加減乗除)が定まっているとき, K は体*1 (field) であ

るという. ただし, “四則演算が定まっている” とは, 次を満たしていることとする:

*1 タイと読む.
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1. s, t ∈ K に対し s+ tというK の元が定まる. (この演算を加法と呼ぶ.) さらに, 0

という (特別な)元がある.

a, b, c ∈ K なら, 次が成り立つ:

（a）(a+ b) + c = a+ (b+ c).

（b）a+ b = b+ a.

（c）0 + a = a.

（d）xに関する方程式

a+ x = 0

が (K の元の)解を持つ.

2. a + x = 0が解を持つとき, その解は, aが定まればただ一つに定まるので, この解

を −aと書く.

b+ (−a)を b− aと略記する。(この演算を加法と呼ぶ.)

3. s, t ∈ K に対し stという K の元が定まる. (この演算を乗法と呼ぶ.) さらに, 1と

いう (特別な)元がある.

a, b, c ∈ K なら, 次が成り立つ:

（a）(ab)c = a(bc).

（b）ab = ba.

（c）1a = a1 = a.

（d）a 6= 0ならば, xに関する方程式

ax = 1

が (K の元の)解を持つ.

4. ax = 1が解を持つとすると, その解は, aが定まればただ一つに定まるので, この

解を a−1 とか 1
a と書く.

b( 1a )を
b
a と略記する。(この演算を除法と呼ぶ.)

5. a, b, c ∈ K なら, 以下が成り立つ:

（a）a(b+ c) = ab+ ac.

（b）0 6= 1.

Remark 1.2.1. つまり体とは, 結合則, 分配則, 可換則などが成り立つ (その集合の中で

閉じた)四則演算 (加減乗除)が備わった数の集合のことである.

Remark 1.2.2. Item 3d 以外をすべて満たすものを可換環と呼ぶ. つまり, 結合則, 分

配則, 可換則などが成り立つ加減乗が備わった数の集合が可換環である. また Items 3b

and 3d 以外をすべて満たすものを環と呼ぶ.

Example 1.2.3. Cは体である.

Example 1.2.4. Rは体である.

Example 1.2.5. Qは体である.

Remark 1.2.6. 証明は省略する. 以後これらは事実として使う.

Remark 1.2.7. 掛け算は abまたは a · bのように書き表す. (×は本原稿では別の意味
で使うので, 掛け算の意味では用いない)
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Example 1.2.8. 2 ∈ Zではあるが 1
2 6∈ Zである. したがって 2x = 1は Zの元の解を

持たない. 2 6= 0であるが 2x = 1は Zの元の解を持たないので, Zは体ではない.

Example 1.2.9. K = { 0, 1 }とし, 0+0 = 1+1 = 0, 1+0 = 0+1 = 1, 0 ·0 = 1 ·0 =

0 · 1 = 0, 1 · 1 = 1 と定めるとK は体となる. このように有限集合である体もある.

Kを体とし, I を有限集合とする. 各 i ∈ I に対し ai ∈ Kが与えられているとき, ai 達

の和を
∑

i∈I ai で表す. また, ai 達の積を
∏

i∈I ai で表す.

Remark 1.2.10. I が無限集合であるとき,
∑

i∈I ai や
∏

i∈I ai は Kの演算からは定義
できない. ただし, { i ∈ I | ai 6= 0 }が有限集合であるときには, ai 6= 0となる ai 達の和

を
∑

i∈I ai で表す. また, { i ∈ I | ai 6= 1 }が有限集合であるときには, ai 6= 1となる ai

達の積を
∑

i∈I ai で表す.

1.3 行列や数ベクトル

以下は, 行列や数ベクトルに関する基礎的な事項である.

1.3.1 行列に関する用語と記号

K を体とし, M = { 1, . . . ,m }, N = { 1, . . . , n } とする. (i, j) ∈ M × N に対し

ai,j ∈ Kが定まっているとき, それらを表のように
a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,2 a2,2 · · · a2,n
...

...
...

a2,2 a2,2 · · · a2,n


と並べたものを (m,n)-行列と呼んだ. この表記はスペースを使うので, この行列を

(ai,j)i∈M,j∈N で表すこともある.

(m, 1)-行列のことを m-項列ベクトルと呼ぶこともある. (1, n)-行列のことを n-項行ベ

クトルと呼ぶこともある. M = N であるとき正方行列と呼ぶ. つまり (ai,j)i∈M,j∈M の

ことを正方行列と呼ぶ. 特にM = { 1, . . . ,m }であることを強調して, m次正方行列と

呼ぶこともある.

行列 A = (ai,j)i∈M,j∈N に対し, ai,j を A の (i, j)-成分と呼ぶ. 正方行列 A =

(ai,j)i∈M,j∈M に対し, ai,i を対角成分と呼び, i 6= j に対して, ai,j を非対角成分と

呼ぶ.

Definition 1.3.1. 以下の条件を満たすとき, 行列 (ai,j)i∈M,j∈N と行列 (bk,l)k∈M ′,l∈N ′

は等しいといい, (ai,j)i∈M,j∈N = (bk,l)k∈M ′,l∈N ′ と書く:

1. M =M ′.

2. N = N ′.

3. i ∈M, j ∈ N =⇒ ai,j = bi,j .

2つの行列 A, B が等しいとは, Aの成分と B の成分がきちんと対応しており, 対応す

る各成分がそれぞれ等しいということである.



x2 (2025-05-06 18:55)

8 第 1章 線形代数以前の話

Remark 1.3.2. 定義から, (ai,j)i∈M,j∈N = (ak,l)k∈M,l∈N である.
∑10

k=1 ak を∑10
n=1 an と書いても同じことを表していたことを思い出すと, (ai,j)i∈M,j∈N という表記

における iや j は,
∑10

k=1 ak における kと同じようなものであると思うことができる.

すべての成分が 0である行列を零行列と呼ぶ. (0)i∈{ 1,...,m },j∈{ 1,...,n } をOm,nで表す.

非対角成分がすべて 0である対角行列を対角行列と呼ぶ. 対角成分がすべて 1である対

角行列を単位行列と呼ぶ. 特に, m次正方行列である単位行列を Em で表す.

cが逆数をもつとき, F (i; c)を (i, i)成分は c, それ以外の対角成分は 1, , 他は 0という

正方行列とする. i 6= j であるとき, G(i, j; a)を (i, j)成分は c, 対角成分は 1, 他は 0とい

う正方行列とする. i 6= j であるとき, H(i, j; a)を (i, i)成分と (j, j)成分は 0, それ以外

の対角成分は 1, (i, j)成分と (j, i)成分は 1, 他は 0という正方行列とする. これらを基本

行列と呼ぶ.

Definition 1.3.3. M = { 1, . . . ,m }とする. 次の条件を満たす正方行列 (ai,j)i∈M,j∈M

を上半三角行列と呼ぶ:

i, j ∈M, i > j =⇒ ai,j = 0.

次の条件を満たす正方行列 (ai,j)i∈M,j∈M を下半三角行列と呼ぶ:

i, j ∈M, i < j =⇒ ai,j = 0.

1.3.2 行列の演算

行列や数ベクトルに対する演算を紹介する.

Definition 1.3.4. 行列 A = (ai,j)i∈M,j∈N , B = (bi,j)i∈M,j∈N に対し, A + B =

(ai,j + bi,j)i∈M,j∈N と定義し Aと B の和と呼ぶ.

Definition 1.3.5. 行列 A = (ai,j)i∈M,j∈N と c ∈ Kに対し, cA = (cai,j)i∈M,j∈N と定

義し cによる Aのスカラー倍と呼ぶ.

Definition 1.3.6. L = { 1, . . . , l }とする. 行列 A = (ai,j)i∈M,j∈L, B = (ai,j)i∈L,j∈N

に対し, AB = (
∑

k∈L ai,kbk,j)i∈M,j∈N と定義し Aと B の積と呼ぶ.

Remark 1.3.7. A = (ai,j)i∈M,j∈M , B = (bi,j)i∈M,j∈M とする. このとき, 一般には,

AB 6= BAである. AB = BAを満たすとき, Aと B は可換であるという. Aも B も対

角行列なら可換である. 単位行列 E と Aも可換である.

Definition 1.3.8. 行列 A = (ai,j)i∈M,j∈N に対し, tA = (al,k)k∈M,l∈N と定義し Aの

転置と呼ぶ.

Proposition 1.3.9. A = (ai,j)i∈M,j∈M , B = (bi,j)i∈M,j∈M とする. このとき,

t(AB) = tB tA.

Definition 1.3.10. A, B を n次正方行列とする. AB = En かつ BA = En であると

き, B は A の逆行列であるという. A の逆行列が存在するとき, A は正則であるといい,

そうでないとき, Aは非正則であるという.
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Proposition 1.3.11. A が正則であるとする. B も B′ も A の逆行列ならば, B =

B′

Definition 1.3.12. 正則行列 Aの逆行列を A−1 であらわす.

Proposition 1.3.13. n次正則行列 A,B に対し, 次が成り立つ:

1. AB も正則で, (AB)−1 = B−1A−1.

2. tA も正則で, ( tA )−1 = t(A−1) .

3. An も正則で, (An)−1 = (A−1)n.

1.3.3 行基本変形と列基本変形

M = { 1, . . . ,m }, N = { 1, . . . , n } とし, 行列 A = (ai,j)i∈M,j∈N を考える.
a1,j
a2,j
...

am,j


を Aの j 列目と呼ぶ. (

ai,1 ai,2 · · · ai,n
)

を Aの j 行目と呼ぶ.

基本行列を左から掛けることを行基本変形と呼ぶ. つまり, 次の操作を行基本変形と

呼ぶ:

1. F (i; c)A. i行目を c倍する. (ただし, cは逆数を持つとする.)

2. G(i, j; s)A. i行目に j 行目の a倍を加える. (ただし, i 6= j.)

3. H(i, j)A. i行目と j 行目を入れ替える. (ただし, i 6= j.)

基本行列を右から掛けることを行基本変形と呼ぶ. 次の操作を列基本変形と呼ぶ:

1. AF (i; c). i列目を c倍する. (ただし, cは逆数を持つとする.)

2. AG(i, j; s). j 列目に i列目の a倍を加える. (ただし, i 6= j.)

3. AH(i, j). i列目と j 列目を入れ替える. (ただし, i 6= j.)

基本行列は正則であり, 行基本変形や列基本変形によって Aの正則性は変わらない.

すべての成分が 0 である行を零行, そうでない行を非零行と一時的によぶことにする.

Aに行基本変形を行い, なるべく非零行を少ない形に変形する. このときの非零行の行数

を Aの階数と呼び rank(A)で表す. n次正方行列 Aに対して, rank(A) = nであること

と, Aが正則であることは同値である.

次の条件を満たす行列 A = (ai,j)i=1,...,m,j=1,...,n を被役行階段行列と呼ぶ:

1. 次をみたす p1 < · · · < pr が存在する, ただし, r = rank(A):

（a）i = 1, . . . , r に対し

i. ai,pi
= 1.
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ii. j < pi ならば, ai,j = 0.

（b）r + 1, r + 2, . . .行目の成分はすべて 0

行基本変形を行うことで, どんな行列 Aも被役行階段行列に変形できる. また, 得られる

行被役階段行列は Aのみに依存し, その変形手順によらない.

次の条件を満たす行列 A = (ai,j)i=1,...,m,j=1,...,n を被役列階段行列と呼ぶ:

1. 次をみたす p1 < · · · < pr が存在する, ただし, r = rank(A):

（a）j = 1, . . . , r に対し

i. apj ,j = 1.

ii. i < pj ならば, ai,j = 0.

（b）r + 1, r + 2, . . .列目の成分はすべて 0

列基本変形を行うことで, どんな行列 Aも被役列階段行列に変形できる. また, 得られる

被役列階段行列は Aのみに依存し, その変形手順によらない.

A を (m,n) 行列とし, 0 = Om,1 とする. 未知数 x に関する方程式 Ax = 0 を, A

を係数行列とする斉次連立一次方程式と呼ぶ. { v | Av = 0 } を Ax = 0 の解の空間と

呼ぶ. Ax = 0 の解の空間は, n − rank(A) 個の変数を使って記述することができるが,

n− rank(A)を解の自由度と呼ぶ. どんな Aに対しても, 0は斉次連立一次方程式の解の

空間の元である. Aが正則行列なら, 自由度は 0であり, その解の空間は { 0 }である. 具

体的な行列 Aに対し, Ax = 0の解の空間を求めるには, Aを行基本変形で被役行階段行

列に変形すると求めやすい.

1.3.4 行列式

Mn を n 次正方行列をすべて集めた集合とする. このとき, Mn から K への写像を考
える.

{ 1, . . . , n } から { 1, . . . , n } への全単射をすべて集めた集合を Sn とおく. σ ∈ Sn に

対し,

Inv(σ) = { (i, j) | i < j, σ(i) > σ(j) }

sgn(σ) = (−1)|Inv(σ)|

とし, sgn(σ)を σ の符号と呼ぶ. n次正方行列 A = (ai,j)i,j ∈Mn に対し,

D(1)
n (A) =

∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n)

とおく.

次に, n次正方行列 A = (ai,j)i,j ∈ Mn に対し, Aの 1行目と k 列目を忘れて得られる

(n− 1)次正方行列を A(1,k) とし,

D(2)
n (A) =

{∑n
j=1(−1)1+ja1,jD

(2)
n−1(A

(1,k)) (n > 1)

a1,1 (n = 1)

とおく.

D
(3)
n : Mn → Kは次の条件を満たすとする:
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1. A, A′, A′′ ∈Mn は i行目を除いて等しいとする. このとき以下が成り立つ:

（a）A′ の i 行目を c 倍したものが A の i 行目と等しいならば, D(3)(A) =

cD(3)(A′).

（b）A′ の i 行目と A′′ の i 行目を足したものが A の i 行目と等しいならば,

D(3)(A) = D(3)(A′) +D(3)(A′′).

2. i 6= i′ とする. A ∈Mn の i行目と i′ 行目が等しいならば D(3)(A) = 0.

3. D(En) = 1.

このとき, D
(1)
n = D

(2)
n = D

(3)
n である. D()(A) を A の行列式と呼び, det(A) で表す.

A ∈Mn に対し, det(A)が逆数を持つことと, Aが正則であることは同値である.
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章末問題

問題 1.1. Kを体とし, V を Kを成分とする (2, 1)行列の集合とする. つまり,

V =

{(
a1
a2

) ∣∣∣∣ a1, a2 ∈ K
}

とする. 通常の和とスカラー倍を考える. つまり,

a =

(
a1
a2

)
, b =

(
b1
b2

)
∈ V

α ∈ Kに対し,

a+ b =

(
a1 + b1
a2 + b2

)
, αa =

(
αa1
αa2

)
∈ V

とする. また,

0 =

(
0
0

)
とする. このとき, α, β ∈ K, a, b, c ∈ V に対し, 以下を示せ:

1. a+ b = b+ a.

2. (a+ b) + c = a+ (b+ c).

3. a+ 0 = a.

4. a+ (−1a) = 0.

5. (αβ)a = α(βa).

6. 1a = a.

7. α(a+ b) = αa+ αb.

8. (α+ β)a = αa+ βa.

問題 1.2. Kを体とし, V を Kを成分とする (2, 1)行列の集合とする. Aを Kを成分と
する (2, 2)行列とし,

φ : V −→ V
⟒ ⟒
x 7−→ Ax

とする. このとき, 以下を示せ:

1. a, b ∈ V =⇒ φ(a+ b) = φ(a) + φ(b).

2. α ∈ K, a ∈ V =⇒ φ(αa) = αφ(a).

問題 1.3. Kを体とし, V を Kを成分とする (2, 1)行列の集合とする. Aを Kを成分と
する (2, 2)行列とし,

φ : V −→ V
⟒ ⟒
x 7−→ Ax

とする. Aが正則であるとする. このとき, 以下の条件を満たす線形写像 ψ : V → V が存

在することを示せ:
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1. φ ◦ ψ = idV .

2. ψ ◦ φ = idV .

問題 1.4. Kを体とし, a, b ∈ Kとする.

φ : K −→ K
⟒ ⟒
x 7−→ ax+ b

とする.

1. b = 0なら, 以下がなりたつことを示せ:

（a）x, y ∈ K =⇒ φ(x+ y) = φ(x) + φ(y).

（b）α ∈ K, x ∈ K =⇒ φ(αx) = αφ(x).

2. b 6= 0なら, 以下がなりたたないことを示せ:

（a）x, y ∈ K =⇒ φ(x+ y) = φ(x) + φ(y).

（b）α ∈ K, x ∈ K =⇒ φ(αx) = αφ(x).
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第 2章

線形空間と線形写像

本稿全体を通し, 特に断らなければ, (K,+, ·, 0, 1)を体とする.

ここでは, K線形空間と K上の線形写像を定義し, いくつかの例を挙げる. また, K線
形空間が同型であるということを定義する.

2.1 線形空間の定義とその例

線形空間の定義と例を挙げる.

Definition 2.1.1. V を集合とする. ⧾ : V × V → V を V 上の二項演算とする.

. : K× V → V を Kの V への作用とする. 0V ∈ V とする.

以下の条件を満たすとき, (V,⧾, ., 0V )はK上のベクトル空間であるとかK-線形空間で

あるいう:

1.（a）u,w ∈ V =⇒ u⧾ w = w ⧾ u.

（b）v, w, u ∈ V =⇒ (v ⧾ w)⧾ u = v ⧾ (w ⧾ u).

（c）w ∈ V =⇒ 0V ⧾ w = w.

（d）w ∈ V =⇒ w ⧾ (−1).w = 0V .

2.（a）α, β ∈ K, w ∈ V =⇒ α . (β . w) = (α · β) . w
（b）w ∈ V =⇒ 1 . w = w.

3.（a）α ∈ K, u, w ∈ V =⇒ α . (u⧾ w) = (α . u)⧾ (α . w).

（b）α, b ∈ K, w ∈ V =⇒ (α+ b) . w = (α . w)⧾ (b . w).

Remark 2.1.2. (V,⧾, ., 0V ) が K-線形空間であるとき, ⧾ を加法, . をスカラー倍と呼

ぶ. また, 0V を V の零元と呼ぶ. また, (V,⧾, ., 0V )が K-線形空間であることを, V は加

法 ⧾とスカラー倍 .で 0V を零元とする K-線形空間であるということもある. また, ⧾, .,

0V が文脈上明らかなときには, 単に V を K-線形空間と呼ぶこともある.

Remark 2.1.3. (V,⧾, ., 0V )が体 K上のベクトル空間であるとき, V の元をベクトルと

呼ぶ. また, 零元 0V のことを, 零ベクトルと呼ぶこともある. つまり, xがベクトルであ

るとは, 何某かのベクトル空間 V があり xは V の元であるといっているだけである. ベ

クトルは向きと大きさを持ったものと説明されることもあるが, このメタファーは理解の

役に立つこともあるものの, 理解の弊害となることも多い. このメタファーに囚われない
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方が良いかもしれない.

まず, K-線形空間の例をいくつか挙げる.

Example 2.1.4. n ≥ 1とする. このとき,

Kn =


a1...
an


∣∣∣∣∣∣∣ a1, . . . , an ∈ K


とおく. このとき, ai, bi, α ∈ Kに対し,a1...

an

+

b1...
bn

 =

a1 + b1
...

an + bn

 ,

α

a1...
an

 =

αa1...
αan


とし,

0n =

0
...
0


とおくと, Kn はこれらの演算で 0n を零元とする K-線形空間. これを K上の n次元数ベ

クトル空間と呼ぶ. 今後, i番目のみ 1で他は 0である Kn の元を, e
(n)
i で表す. この記号

を用いると,

a =

a1...
an

 ∈ Kn

は, a = a1e
(n)
i + · · ·+ ane

(n)
n と書くことができる.

また, 形式的に, 長さ 0の列, つまり空列 ()を考え, これを 00 と書き,

K0 = { 00 }

とおく. このとき, α ∈ Kに対し,

00 + 00 = 00

α00 = 00

とおくと, K0 はこれらの演算で 00 を零元とする K-線形空間. これを K上の 0次元数ベ

クトル空間と呼ぶ.

Example 2.1.5. n,m ≥ 1とし, I = { 1, . . . ,m }, J = { 1, . . . , n }とする. このとき,

Km×n = { (ai,j)i∈I,j∈J | ai,j ∈ K }

とおく. このとき, ai,j , bi,j , α ∈ Kに対し,

(ai,j)i∈I,j∈J + (bi,j)i∈I,j∈J = (ai,j + bi,j)i∈I,j∈J ,

α(ai,j)i∈I,j∈J = (αai,j)i∈I,j∈J
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とし,

Om,n = (0)i∈I,j∈J

とおくと, Km×n はこれらの演算で Om,n を零元とする K-線形空間.

Example 2.1.6. Nで添字付けられた数列 a0, a1, . . .を (ai)i∈N で表す.

ℓ(K) = { (ai)i∈N | ai ∈ K }

とおく. 次の和とスカラー倍で, (0)i∈N を零元とする K-線形空間: α ∈ K,

(ai)i∈N, (bi)i∈N ∈ ℓ(K)に対し,

(ai)i∈N + (bi)i∈N = (ai + bi)i∈N,

α(ai)i∈N = (αai)i∈N.

Example 2.1.7. S を集合とする.

KS = { f : S → K; 写像 }

とする. α ∈ K, f, g ∈ KS に対し, f + g ∈ KS と α . f ∈ KS を以下で定める: x ∈ S に

対し,

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

(αf)(x) = α(f(x)).

また 0 ∈ KS を以下で定める: x ∈ S に対し,

0(x) = 0.

このとき, KS はこれらの演算で, 0を零元とする K-線形空間.

Example 2.1.8. S を集合とし, (V,+, ., 0V )を K-線形空間とする.

V S = { f : S → V ; 写像 }

とする. α ∈ K, f, g ∈ V S に対し, f + g ∈ V S と αf ∈ V S を以下で定める: x ∈ S に

対し,

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

(αf)(x) = α . (f(x)).

また 0V ∈ KS を以下で定める: x ∈ S に対し,

0V (x) = 0V .

このとき, KS はこれらの演算で 0V を零元とする K-線形空間.

Example 2.1.9. Rから Rの関数で連続なものをすべて集めた集合を C0 とおく. Rか
ら Rの関数で 1回微分可能でその導関数が連続なものをすべて集めた集合を C1 とおく.

R から R の関数で n 回微分可能でその n 階導関数が連続なものをすべて集めた集合を

Cn とおく. 任意有限階の導関数をもつ Rから Rの関数をすべて集めた集合を C∞ とお

く. これらは, RR と同じ演算で, R-線形空間である.
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Example 2.1.10. 体としての和と積で Kは, K-線形空間. つまり, (K,+, ·, 0)は, K-線

形空間.

Example 2.1.11. C =
{
a+ b

√
−1
∣∣ a, b ∈ R

}
は, 通常の和と積で C-線形空間. また,

Cは, 通常の和と積で R-線形空間でもある.

Example 2.1.12.

V =
{
a+ b

√
2
∣∣∣ a, b ∈ Q

}
とすると, 通常の和と積で Q-線形空間.

Example 2.1.13. ζn = e
2π

√
−1

n = cos( 2πn ) +
√
−1 sin( 2πn ) とする.

V =

{
n∑

i=0

aiζ
i
n

∣∣∣∣∣ ai ∈ Q

}

とすると, 通常の和と積で Q-線形空間.

Example 2.1.14. (V,⧾, ., 0V ), (W,#, ◦, 0W )を K-線形空間とする.

V ⊞W = { (v, w) | v ∈ V,w ∈W }

とし, (v, w), (v′, w′) ∈ V ⊞W , c ∈ Kに対し, (v, w) + (v′, w′), c(v, w)を以下で定める:

(v, w) + (v′, w′) = (v ⧾ v′, w # w′)

c(v, w) = (c . v, c ◦ w).

このとき, V ⊞W は, これらの演算で, (0V , 0W ) を零元とする K 線形空間である. これ

を, V とW の外部直和と呼ぶ.

V1, . . . , Vn という n個の K線形空間が与えられたとき,

V1 ⊞ · · ·⊞ Vn = { (v1, . . . , vn) | vi ∈ Vi }

とおくと, V ⊞W と同様に, K線形空間である. これを, V1, . . . , Vnの外部直和と呼ぶ.

Remark 2.1.15. 外部直和を ⊕で表し直和と呼ぶこともあるが, 本原稿では, 後ほど定

義する内部直和分解の記号と区別するため, 外部直和は ⊞で表し区別する.

K-線形空間の表記方法などについてのいくつかコメントする.

Remark 2.1.16. (V,⧾, ., 0V ) を K-線形空間とする. Item 1b があるので, v ⧾ w ⧾ u

を, (v ⧾ w) ⧾ uと思っても, v ⧾ (w ⧾ u)と思っても差し支えない. そこで, (v ⧾ w) ⧾ u

を v ⧾ w ⧾ uと略記する.

Remark 2.1.17. (V,⧾, ., 0V ) を K 線形空間とする. Item 2a があるので, αβw を,

α . (β .w)と思っても, (α · β) .wと思っても差し支えない. そこで, (α . β) .wを αβwと

略記する. もっと一般に, n ≥ 1, α1, . . . , αn ∈ K, w ∈ V に対し, (α1 · · ·αn) .wのことを

α1 · · ·αnw と略記する.

Remark 2.1.18. (V,⧾, ., 0V )を K線形空間とする. スカラー倍の方が和よりも演算と

しての優先度が高いものとし, (α . v) + (β . w)を α . v + β . w と略記する.
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Remark 2.1.19. Definition 2.1.1にある条件の内, Items 3a and 3b は分配則と呼ばれ

ることもある. 特に, Item 3a

α ∈ K, u, w ∈ V =⇒ α . (u⧾ w) = (α . u)⧾ (α . w)

が成り立つことを, スカラー倍が V の和に対して分配的であると言い表す. また, Item 3b

α, b ∈ K, w ∈ V =⇒ (α+ b) . w = (α . w)⧾ (b . w)

が成り立つことを, スカラー倍が Kの加法に対して分配的であると言い表す. Item 3aに

現れる和は線形空間 V の和 ⧾であり, Item 3bに現れる和は Kの和 +であり, 異なって

いることに注意する必要がある.

Remark 2.1.20. K-線形空間の定義において, その条件の中に, Kの割り算は現れない.

したがって, これらの条件を, ある環に対して満たすものという概念を定義することがで

きる. 環 Rに対して定義された R-線形空間を通常は R-加群 (R-module) と呼ぶ.

Proposition 2.1.21. (V,⧾, ., 0V )を K-線形空間とする. このとき,

w ∈ V =⇒ 0 . w = 0V .

Proof. (V,⧾, ., 0V )を K-線形空間とする. このとき,

0 . w ⧾ 0 . w = (0 + 0) . w = 0 . w

0 . w ⧾ 0 . w = 0 . w ⧾ (−0) . w = 0V .

Proposition 2.1.22. (V,⧾, ., 0V )を K-線形空間とする. このとき, α ∈ Kに対し,

α . 0V = 0V .

Proof. α . 0V = α . (0 . 0V ) = (α · 0) . 0V = 0 . 0V = 0V .

Proposition 2.1.23. (V,⧾, ., 0V )を K-線形空間とする. o ∈ V が, 次の条件を満たす

とする:

w ∈ V =⇒ o⧾ w = w.

このとき, o = 0V .

Proof. 0V の満たす条件から 0V ⧾o = o. 一方, oの満たす条件から o⧾0V = 0V ⧾o = 0V .

よって, 0V = 0V ⧾ o = o.

Remark 2.1.24. (V,⧾, ., 0V ) を K 線形空間とする. Proposition 2.1.23 から, 零ベク

トルの条件を満たす元はただ一つしかないことがわかる. したがって, 何が V の零ベク

トルであるかを明示しなくともよい場合は, 単に (V,⧾, .) を K-線形空間と呼ぶこともあ

る.
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Lemma 2.1.25. (V,⧾, ., 0V )を K-線形空間とする. w ∈ V とする. x, y ∈ V が以下を

満たすなら x = y:

w ⧾ x = 0V

w ⧾ y = 0V

Proof. xの満たす条件から, y⧾(w⧾x) = y⧾0V = y. yの満たす条件から, (y⧾w)⧾x =

(w ⧾ y)⧾ x = 0V ⧾ x = x. よって x = y.

Remark 2.1.26. (V,⧾, ., 0V ) を K 線形空間とすると, Lemma 2.1.25 から, 各 w ∈ V

に対し, w ⧾ x = 0V を満たす x ∈ V は高々一つしかないことがわかる.

Remark 2.1.27. (−1) .wのことを −wと略記する. また, u⧾ (−w)のことを u−wと

略記する.

Remarks 2.1.24 and 2.1.26 を踏まえると K線形空間は次の様にも定義できる:

Definition 2.1.28. V を集合とする. ⧾ : V × V → V を V 上の二項演算とする.

. : K × V → V を Kの V への作用とする. 以下の条件を満たすとき, (V,⧾, .)は K上の
ベクトル空間であるとか K-線形空間であるいう:

1.（a）u,w ∈ V =⇒ u⧾ w = w ⧾ u.

（b）v, w, u ∈ V =⇒ (v ⧾ w)⧾ u = v ⧾ (w ⧾ u).

（c）次の条件を満たす o ∈ V が存在する

i. w ∈ V =⇒ o⧾ w = w.

（d）o ∈ V が Item 1cを満たすとする. このとき, 各 w ∈ V に対し, 次の条件を満

たす xw ∈ V が存在する:

i. w ⧾ xw = 0V .

2.（a）α, β ∈ K, w ∈ V =⇒ α . (β . w) = (α · β) . w
（b）w ∈ V =⇒ 1 . w = w.

3.（a）α ∈ K, u, w ∈ V =⇒ α . (u⧾ w) = (α . u)⧾ (α . w).

（b）α, β ∈ K, w ∈ V =⇒ (α+ β) . w = (α . w)⧾ (β . w).

2.2 線形写像の定義とその例

Definition 2.2.1. (V,⧾, .), (W,#, ◦) を K-線形空間とする. φ を V からW への写像

とする. φが以下の条件を満たすとき, φは (V,⧾, .)から (W,#, ◦)への K-線形写像であ

るという:

1. v, u ∈ V =⇒ φ(v ⧾ u) = φ(v) # φ(u).

2. α ∈ K, u ∈ V =⇒ φ(α . v) = α ◦ φ(v).
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Remark 2.2.2. V からW への写像 φが (V,⧾, .)から (W,#, ◦)への K-線形写像であ

ることを, 条件をまとめて,

1. v, v′ ∈ V, α, α′ ∈ K =⇒ φ(α . v ⧾ α′ . v′) = α ◦ φ(v) # α′
◦ φ(u)

を満たすことととして定義することもある.

Remark 2.2.3. φ は (V,⧾, .) から (W,#, ◦) への K-線形写像であることを, 写像 φ は

K-線形であるということもある.

線形写像の定義から次がすぐわかる.

Proposition 2.2.4. (V,⧾, ., 0V ), (W,#, ◦, 0W )を K-線形空間とし, φ : V → W を K-

線形写像とする. このとき,

1. φ(0V ) = 0W .

2. φ(−x) = −φ(x).

Proof. v ∈ V とすると, φ(0V ) = φ(0 . v) = 0 ◦ φ(v) = 0W . また, φ(−x) = φ(−1 . x) =

−1 ◦ φ(x) = −φ(x).

線形写像の例をいくつか挙げる.

Example 2.2.5. A ∈ Km×n とし, φを次の写像とする:

φ : Km −→ Kn

⟒ ⟒
a 7−→ Aa

.

このとき, φは K-線形である.

Example 2.2.6. A ∈ Km×n とし, φを次の写像とする:

φ : Km×k −→ Kn×k

⟒ ⟒
X 7−→ AX

.

このとき, φは K-線形である.

Example 2.2.7. φを次の写像とする:

φ : Km×n −→ Kn×m

⟒ ⟒
A 7−→ tA

.

このとき, φは K-線形である.

Example 2.2.8. Kを体とし, I = { 1, 2, . . . , n }する. trを次の写像とする:

tr : Kn×n −→ K
⟒ ⟒

(ai,j)i∈I,j∈A 7−→
∑

i∈I ai,i

.

この写像は K-線形である. A ∈ Kn×n に対し, tr(A)を Aのトレースと呼ぶ.
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Example 2.2.9. a ∈ Rとする. φを次の写像とする:

φ : R −→ R
⟒ ⟒
x 7−→ ax

.

これは R-線形写像である. ψ を次の写像とする:

ψ : R −→ R
⟒ ⟒
x 7−→ ax+ 1

.

これは R-線形写像ではない. ϕを次の写像とする:

ϕ : R −→ R
⟒ ⟒
x 7−→ x3

.

これは R-線形写像ではない.

Example 2.2.10. φを次の写像とする:

φ : C −→ C
⟒ ⟒
z 7−→ z

,

ただし, x, y ∈ Rに対し x+ y
√
−1 = x− y

√
−1, つまり, z は z の複素共軛とする. この

とき, φは R-線形である. しかし, C-線形ではない.

Example 2.2.11. φを次の写像とする:

φ : ℓ(K) −→ ℓ(K)
⟒ ⟒

(ai)i∈N = (a0, a1, a2, . . .) 7−→ (ai+1)i∈N = (a1, a2, a3, . . .)
.

このとき, φは K-線形である. ψ を次の写像とする:

φ : ℓ(K) −→ ℓ(K)
⟒ ⟒

(a0, a1, a2, . . .) 7−→ (0, a0, a1, . . .)
.

このとき, ψ は K-線形である.

Example 2.2.12. πk を次の写像とする:

φ : ℓ(K) −→ K
⟒ ⟒

(a0, a1, a2, . . .) 7−→ ak

.

このとき, πk は K-線形である.

Example 2.2.13. S を集合, (V,⧾, ., 0V )を K線形空間とし, S から V への写像をすべ

て集めた集合 V S は K-線形空間であった. a ∈ S に対し, εa を,

εa : V S −→ V
⟒ ⟒
f 7−→ f(a)

は K-線形写像である.
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Example 2.2.14. Rから Rの関数で n回微分可能でその n階導関数が連続なものをす

べて集めた集合を Cn とおく. f ∈ Cn に対しその導関数 f ′ を対応させる写像

d

dx
: Cn −→ Cn−1

⟒ ⟒
f 7−→ f ′

は R-線形写像である.

Example 2.2.15. (V,⧾, ., 0V )を K線形空間とし, w1, . . . , wr ∈ V とする. ν(w1,...,wr)

を

ν(w1,...,wr) : Kr −→ V
⟒ ⟒a1...
ar

 7−→ a1 . w1 ⧾ · · ·⧾ ar . wr

で定義する. ν(w1,...,wr) は K-線形写像である.

Example 2.2.16. V (W,#, ◦, 0W ) を K線形空間とする.

0W : V −→ W
⟒ ⟒
x 7−→ 0W

は K-線形写像である.

Example 2.2.17. V を K-線形空間とする. 恒等写像 idV は K-線形である.

Example 2.2.18. V , U , W を K-線形空間とし, φ : V → U , ψ : U → W を K-線形写

像とする. このとき, ψ ◦ φ : V →W は K-線形写像である.

Proof.

Example 2.2.19. V , W を K-線形空間とし, φ : V → W は全単射であるとする. φが

K-線形なら, 逆写像 φ−1 はW から V への K-線形写像.

Proof.

Example 2.2.20. V , (W,#, ◦, 0W )を K-線形空間とし, φ : V →W を線形写像とする.

このとき, α ∈ Kに対し,

αφ : V −→ W
⟒ ⟒
x 7−→ α ◦ φ(x)

は V からW への線形写像.

Proof.

Example 2.2.21. V , (W,#, ◦, 0W )を K-線形空間とし, φ : V → W , ψ : V → W を線

形写像とする. このとき,

φ+ ψ : V −→ W
⟒ ⟒
x 7−→ φ(x) # ψ(x)

は V からW への線形写像.



x2 (2025-05-06 18:55)

24 第 2章 線形空間と線形写像

Proof.

数ベクトル空間上の線形写像の性質をいくつか紹介する.

Proposition 2.2.22. 線形写像 φ : Kn → Km, ψ : Kn → Km に対し, 以下は同値:

1. φ = ψ

2. すべての iに対し, φ(e
(n)
i ) = ψ(e

(n)
i )

Proof.

Proposition 2.2.23. a1, . . . ,an ∈ Km とし, a1, . . . ,an を並べて得られる行列を

A ∈ Km×n とする. このとき, µA を次の写像とする:

µA : Km −→ Kn

⟒ ⟒
w 7−→ Aw

.

このとき, µA は K-線形であり, µA(e
(n)
j ) = aj である.

Proof.

Remark 2.2.24. Propositions 2.2.22 and 2.2.23 より, Kn から Km への線形写像は,

行列 A ∈ Km×n から得られる µA という線形写像のみ考えればよいことがわかる. また,

Aの j 列目を aj とし,

ν(a1,...,an) : Km −→ Kn

⟒ ⟒c1...
cr

 7−→ c1a1 + · · ·+ cnan

という K線形写像を考えると µA = ν(a1,...,an) である.

Proposition 2.2.25. A ∈ Km×n とし,

µA : Kn −→ Km

⟒ ⟒
a 7−→ Aa

とする.

1. µA が単射ならば rank(A) = n.

2. µA が全射ならば rank(A) = m.

Proof.

2.3 同型写像

Definition 2.3.1. V , W を K-線形空間とする. 以下の条件を満たす φ : V → W を, V

からW への (K-線形空間としての)同型写像と呼ぶ:
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1. φ : V →W は K-線形写像.

2. 以下の条件を満たす K-線形写像 ψ : W → V が存在する:

（a）φ ◦ ψ = idW .

（b）ψ ◦ φ = idV .

Definition 2.3.2. V , W を K-線形空間とする. V からW への (K-線形空間としての)

同型写像が存在するとき, V とW は (K-線形空間として)同型であるといい, V ' W と

書く.

同型写像の例を挙げる:

Example 2.3.3. K-線形写像 φを以下で定める:

φ : Km×n −→ Kn×m

⟒ ⟒
A 7−→ tA

.

このとき, ψ を

ψ : Kn×m −→ Km×n

⟒ ⟒
A 7−→ tA

とすると, ψ は K-線形であり, φ ◦ ψ = idKn×m , ψ ◦ φ = idKm×n である. よって, φは同

型写像である. したがって, Km×n ' Kn×m である.

Example 2.3.4. R-線形写像 φを以下で定める:

φ : R2 −→ C
⟒ ⟒(
x
y

)
7−→ x+ y

√
−1

.

このとき, ψ を

φ : R2 −→ C
⟒ ⟒(
x
y

)
7−→ x+ y

√
−1

,

ψ : C −→ R2

⟒ ⟒

x+ y
√
−1 7−→

(
x
y

) .

とすると, R-線形であり, φ ◦ ψ = idC, ψ ◦ φ = idR2 である. よって, 同型写像であり, R-
線形空間として R2 ' Cである.

Example 2.3.5. φを次の写像とする:

φ : C −→ C
⟒ ⟒
z 7−→ z

,

このとき, φは R-線形であり, φ ◦ φ = idC である. φは, Cから Cへの R-線形空間とし
ての同型写像である.
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Example 2.3.6. I = { 1, . . . ,m }, J = { 1, . . . , n }, Λ = { 1, . . . ,mn } とする. この

とき,

λ : I × J −→ Λ
⟒ ⟒

(i, j) 7−→ i+ (m− 1)j

は全単射である. λの逆写像を κとする. K線形写像 φを以下で定める:

φ : Kmn −→ Km×n

⟒ ⟒ a1
...

amn

 7−→ (aλ(i,j))i∈I,j∈J

.

ψ を

ψ : Km×n −→ Kmn

⟒ ⟒

(ai,j)i∈I,j∈J 7−→


aκ(1)
aκ(2)
...

aκ(mn)


とすると, K-線形であり, φ ◦ ψ = idKm×n , ψ ◦ φ = idKmn である. よって, 同型写像であ

り, Kmn ' Km×n.

Example 2.3.7. I = { 1, . . . , n }とする. φを以下で定義する:

φ : KI −→ Kn

⟒ ⟒

f 7−→

f(1)...
f(n)

 .

φは K-線形写像である. 逆に,

a =

a1...
an


に対し, I から Kへの写像 fa を

fa : I −→ K
⟒ ⟒
i 7−→ ai

で定める. 次の写像を考える:

ψ : Kn −→ KI

⟒ ⟒
a 7−→ fa

.

つまり ψ 以下で定義する.

ψ : Kn −→ KI

⟒ ⟒

a =

a1...
an

 7−→

 fa : I −→ K
⟒ ⟒
i 7−→ ai

 .
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このとき ψも K-線形写像であり, φ ◦ψ = idKn , ψ ◦φ = idKI である. よって φは同型写

像であり, KI ' Kn.

Example 2.3.8. I = { 1, . . . ,m }, J = { 1, . . . , n }とする. φを以下で定義する:

φ : KI×J −→ Km×n

⟒ ⟒
f 7−→ (f(i, j))i∈I,j∈J

.

φは K-線形写像である. 逆に,

A = (ai,j)i∈I,j∈J

に対し, I × J から Kへの写像 fa を

fA : I × J −→ K
⟒ ⟒

(i, j) 7−→ ai,j

で定め, 次の写像を考える:

ψ : Km×n −→ KI×J

⟒ ⟒
A 7−→ fA

.

つまり ψ 以下で定義する.

ψ : Km×n −→ KI×J

⟒ ⟒

A = (ai,j)i∈I,j∈J 7−→

 fA : I × J −→ K
⟒ ⟒

(i, j) 7−→ ai,j

 .

このとき ψ も K-線形写像であり, φ ◦ ψ = idKm×n , ψ ◦ φ = idKI×J である. よって φは

同型写像であり, KI×J ' Km×n.

Example 2.3.9. Nから Kへの写像を集めた集合を KN, Nで添字付された数列を集め
た集合を ℓ(K)とする. どちらも K-線形空間であった. φを以下で定義する:

φ : KN −→ ℓ(K)
⟒ ⟒
f 7−→ (f(i))i∈N

.

φは K-線形写像である. 逆に,

a = (ai)i∈N

に対し, Nから Kへの写像 fa を

fa : N −→ K
⟒ ⟒
i 7−→ ai

で定め, 次の写像を考える:

ψ : ℓ(K) −→ KN

⟒ ⟒
a 7−→ fa

.
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つまり ψ 以下で定義する.

ψ : ℓ(K) −→ KN

⟒ ⟒

a = (ai)i∈N 7−→

 fa : N −→ K
⟒ ⟒
i 7−→ ai

 .

このとき ψ も K-線形写像であり, φ ◦ ψ = idℓ(K), ψ ◦ φ = idKN である. よって φは同型

写像であり, KN ' ℓ(K).

同型写像などについていくつか補足する.

Remark 2.3.10. V とW を K-線形空間とする. φ : V →W が K-線形写像であるとき,

V において和やスカラー倍に関してなりたつことは, φを通して, W における命題に翻訳

できる. φ : V → W が同型写像であるなら, K-線形写像 ψ : W → V で φ ◦ ψ = idW と

ψ ◦ φ = idV を満たすものが存在する. W において和やスカラー倍に関してなりたつこと

は, ψを通して, V における命題に翻訳できる. φと ψを使い, 双方を自由に行き来できる

ので, V とW は K-線形空間として同一視できる.

Proposition 2.3.11. V , W , U を K-線形空間とする. このとき, 以下が成り立つ:

1. V ' V .

2. V 'W =⇒ W ' V .

3. V ' U,U 'W =⇒ V 'W .

Proof.

Proposition 2.3.12. V , W を K-線形空間とし, φ : V → W を K-線形写像とする. こ

のとき, 以下は同値:

1. φは同型写像.

2. φは全単射.

Proof.

Example 2.3.13. m,n ∈ Nに対し以下は同値:

1. m = n.

2. Km ' Kn

Proof. m = nのとき, Kn = Km であるので, 同型である.

m 6= nのとき, Kn と Km は同型ではないことを示す. m > nとし, A ∈ Km×n で定義

される

µA : Kn −→ Km

⟒ ⟒
a 7−→ Aa
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について考える. rank(A) ≤ n < mであるので, µA は全射ではない. したがって, どんな

ψ : Km → Kn に対しても µA ◦ ψ 6= idKm であるので, µA は同型写像ではない. どんな線

形写像 µA : Kn → Km も同型写像にはならないので, Kn と Km は同型ではない.

Definition 2.3.14. 次を満たすときK線形空間 V の次元は nであるといい, dimK(V ) =

nと書く:

1. Kn ' V .

また, このとき, V は有限次元であるともいい, dimK(V ) <∞と書くこともある.

Definition 2.3.15. 次を満たすときK線形空間 V は無限次元であるといい, dimK(V ) =

∞と書く:

1. n ∈ Nならば, 次が成り立つ:

（a）Kn から V への単射線形写像が存在する.

Example 2.3.16. Km×n と Kmn は同型であった. したがって, dimK(Km×n) = mn.

Example 2.3.17. CとRmnとR線形空間として同型であった. したがって, dimR(C) =
2. また, Cは, C線形空間としては C1 と同型である. したがって, dimC(C) = 1.

Proposition 2.3.18. V , W を有限次元線形空間とする. このとき, 以下は同値:

1. V 'W .

2. dimK(V ) = dimK(W ).

Remark 2.3.19. 次元という用語は, ベクトル空間に対する用語であり, その元であるベ

クトルに対する用語ではない. R2 は 2次元であるとは言うが, 例えば,(
a
b

)
のことを 2次元であるとは言わない. 通常 2つの成分からなる数ベクトルであるというこ

とを言い表すのには, 2項数ベクトルという用語を用いる.
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章末問題

問題 2.1. Kを体とし, V を Kを成分とする (3, 1)行列の集合とし, W を Kを成分とす
る (2, 1)行列の集合とする. Aを Kを成分とする (2, 3)行列とし, 0 = O2,1 とする. この

とき, 以下は K-線形空間であることを示せ:

{ x ∈ V | Ax = 0 } .

問題 2.2. 次が通常の和とスカラー倍で K線形空間となることを示せ:{(
x
x

) ∣∣∣∣ x ∈ K
}

問題 2.3. 次が通常の和とスカラー倍で K線形空間とはならないことを示せ:{(
x
0

) ∣∣∣∣ x ∈ K
}
∪
{(

0
x

) ∣∣∣∣ x ∈ K
}
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部分空間

3.1 部分空間の定義

Definition 3.1.1. (U,⧾, ., 0U )を K-線形空間とする. 以下の条件を満たすとき, V を U

の部分空間 (部分 K-線形空間)と呼ぶ:

1. V ⊂ U .

2. (V,⧾, ., 0U )が K-線形空間.

Remark 3.1.2. (U,⧾, ., 0U )を K-線形空間とし, V ⊂ U とする. このとき, v, w, u ∈ U

に対して,

v ⧾ w = w ⧾ v

(v ⧾ w)⧾ u = v ⧾ (w ⧾ u)

0U ⧾ w = w

w ⧾ (−1) . w = 0U

が成り立っているので, v, w, u ∈ V ⊂ U に対しても,

v ⧾ w = w ⧾ v

(v ⧾ w)⧾ u = v ⧾ (w ⧾ u)

0U ⧾ w = w

w ⧾ (−1) . w = 0U

は成り立つ. 同様の理由で, α, β ∈ K, v, w ∈ V に対して,

1 . v = v

(αβ) . v = α . (β . v)

(α+ β) . v = α . v ⧾ β . v

α . (v ⧾ w) = α . v ⧾ α . w

が成り立つ. (V,⧾, ., 0U )が K-線形空間であるための条件で非自明なのは, これらではな

く, ⧾などが V 上の演算であるかということである. つまり, 以下の 3条件が重要である.

1. 0U ∈ V .

2. v, w ∈ V =⇒ v ⧾ w ∈ V .
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3. α ∈ K, v ∈ V =⇒ α . v ∈ V .

Lemma 3.1.3. (U,⧾, ., 0U )を K-線形空間とし, V ⊂ U とする. このとき以下は同値:

1. V が U の部分空間.

2. 以下の 3条件を満たす:

（a）0U ∈ V .

（b）v, w ∈ V =⇒ v ⧾ w ∈ V .

（c）α ∈ K, v ∈ V =⇒ α . v ∈ V .

3. 以下の 2条件を満たす:

（a）0U ∈ V .

（b）v, w ∈ V, α, β ∈ K =⇒ α . v ⧾ β . w ∈ V .

4. 以下の 3条件を満たす:

（a）V 6= ∅.
（b）v, w ∈W =⇒ v ⧾ w ∈ V .

（c）α ∈ K, v ∈ V =⇒ α . v ∈ V .

5. 以下の 2条件を満たす:

（a）V 6= ∅.
（b）v, w ∈ V, α, β ∈ K =⇒ α . v ⧾ β . w ∈ V .

Remark 3.1.4. U を K-線形空間とし, W ⊂ U を U の部分空間とする. V ⊂W とする

と, V ⊂W ⊂ U となっている. このとき, 以下は同値である:

1. V はW の部分空間.

2. V は U の部分空間.

3.2 部分空間の例

3.2.1 部分空間の具体例

Example 3.2.1. (U,⧾, ., 0U )を K-線形空間とする. U は U の部分空間である. { 0U }
は U の部分空間である. この 2つを U の自明な部分空間と呼ぶ.

Example 3.2.2. a ∈ K2 \ { 02 }とする. このとき, { ta | t ∈ K }は原点と aを通る直

線である. これは, K2 の非自明な部分空間である.

Proof.
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Example 3.2.3.

V =



a1
...
an
0


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a1, . . . , an ∈ K


は Kn+1 の非自明な部分空間である.

Proof.

Example 3.2.4. A ∈ Km×n とする. つまり A を成分が K の元である (m,n)-行列と

する.

K = { a ∈ Kn | Aa = 0m }

とおく. Kは Kn の部分空間である. (Example 3.3.2も見よ.)

Proof.

Example 3.2.5. C は R-線形空間であった. R は, C の部分 R-線形空間である. (Ex-

ample 3.3.3も見よ.)

Proof.

Example 3.2.6. ここでは, Kを Cまたは Rとする. Kが Cや Rのときには, 数列の極

限を考えることができる. 数列をすべて集めた集合 ℓ(K)は K線形空間であった. p > 0

に対し,

ℓp(K) =

{
(ai)i∈N ∈ ℓ(K)

∣∣∣∣∣ ∑
i

|ai|p <∞

}

とおくと, ℓp(K)は ℓ(K)の部分空間.

ℓ∞(K) = { (ai)i∈N ∈ ℓ(K) | sup { |ai| | i ∈ N } <∞}

とおくと, ℓ∞(K)は ℓ(K)の部分空間.

c(K) =
{
(ai)i∈N ∈ ℓ(K)

∣∣∣ lim
i→∞

ai ∈ K
}

c0(K) =
{
(ai)i∈N ∈ ℓ(K)

∣∣∣ lim
i→∞

ai = 0
}

とおくと, c, c0 は ℓ(K)の部分空間.

Proof.

Example 3.2.7. 数列をすべて集めた集合 ℓ(K)は K線形空間であった.

c00(K) = { (ai)i∈N ∈ ℓ(K) | # { i | ai 6= 0 } < 0 }

とおくと, c00 は ℓ(K)の部分空間である.

文字 x を用いて各 i ∈ N に対し形式的な記号 xi を用意し, 数列 (ai)i∈N ∈ ℓ(K) を∑
i∈N aix

i と書くことにする.
∑

i∈N aix
i は, 不定元 xに関する形式的冪級数とよばれる.
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不定元 xに関する形式的冪級数をすべて集めた集合を, K[[x]]と書く. i > nならば ai = 0

となるような数列 (ai)i∈N ∈ ℓ(K) に対しては,
∑n

i=0 aix
i とか a0x

0 + a1x1 + · · ·+ anx
n

とか a0 + a1x1 + · · · + anx
n の様に書くこともあり, 不定元 x に関する多項式とよばれ

る. 不定元 xに関する多項式をすべて集めた集合を, K[x]と書く. K[[x]]は形式的冪級数

環, K[x]は多項式環と呼ばれる.

Proof.

Remark 3.2.8. 多項式や形式的冪級数に現れる不定元 x は単なる文字であって, 代入

を目的とした変数ではない. xi は数列における位置を表すための記号であり, K[[x]]の元

と ℓ(K)の元は表記が違うだけで同じものである. xi は (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i

, 1, 0, 0, . . .) = (δi,n)n∈N

(ただし, δ はクロネッカーの δ) という数列を表しており, j 6= iなら xi と xj は区別され

る. したがって, K[[x]]や K[x]には無限個の元が含まれている.

多項式と混同しやすいものに多項式関数がある. a0, . . . , an ∈ Kとしたとき,

f : K −→ K
⟒ ⟒
x 7−→ a0 + a1x+ · · ·+ anx

n

という写像を考えることができる. このような写像を n次の多項式関数と呼ぶ. 多項式関

数すべてを集めた集合を V と置くと, V は KK の部分空間である. 例えば Kが有限集合
なら, KK も有限集合であるから, V も有限集合である.

f : K −→ K
⟒ ⟒
x 7−→ a0 + a1x+ · · ·+ anx

n

g : K −→ K
⟒ ⟒
x 7−→ b0 + b1x+ · · ·+ bmx

m

という 2つの多項式関数があったとき, (a0, . . . , an) 6= (b0, . . . , bm) であっても, f 6= g と

は限らないことに注意が必要である.

たとえば, Example 1.2.9 で挙げた体の例を Kとおくと, そこでは, 02 = 0, 12 = 1で

ある. したがって, f と g を

f : K −→ K
⟒ ⟒
x 7−→ x

g : K −→ K
⟒ ⟒
x 7−→ x2

で定義される多項式関数とすると f = g である. 一方, 多項式 x ∈ K[x] は数列

(0, 1, 0, . . .) ∈ ℓ(K) であり, 多項式 x2 ∈ K[x] は数列 (0, 0, 1, 0, . . .) ∈ ℓ(K) であるの

で, この 2つは区別され, x 6= x2 である.

Example 3.2.9. Rから Rへの関数全体 RR は R-線形空間であった. また, 連続関数全

体 C0, n 回連続微分可能な関数全体 Cn, 任意の有限回微分可能な関数全体 C∞ も R-線
形空間であった. これらはどれも RR の部分空間である. また n,m ∈ N に対し, C∞ は

Cn の部分空間であり, n < mなら Cm は Cn の部分空間である.
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Example 3.2.10. V を K-線形空間とする. V から Kへの写像をすべて集めた集合 KV

は K線形空間であった.

V ∗ = { f : V → K: 線形写像 }

とおく. これは KV の部分空間. V ∗ を K-線形空間 V の双対空間と呼ぶ.

Proof.

Example 3.2.11. V , W を K-線形空間とする. V からW への写像をすべて集めた集

合WV は K線形空間であった.

HomK(V,W ) = { f : V →W : K-線形写像 }

とおく. これはWV の部分空間.

Proof.

3.2.2 線形写像から得られる部分空間

ここでは, 線形写像が与えられたときに定義できる部分空間について紹介する.

Definition 3.2.12. (V,⧾, ., 0V ), (W,#, ◦, 0W )を K-線形写像とし, φ : V →W を線形

写像とする. このとき,

Ker(φ) = { x ∈ V | φ(x) = 0V } ,
Img(φ) = { φ(x) | x ∈ V }

とおく. Ker(φ)を φの核 (Kernel), Img(φ)を φの像 (Image)と呼ぶ.

Proposition 3.2.13. (V,⧾, ., 0V ), (W,#, ◦, 0W )を K-線形写像とし, φ : V → W を線

形写像とする. このとき, 以下が成り立つ:

1. Ker(φ)は V の部分空間.

2. Img(φ)はW の部分空間.

Proof.

Definition 3.2.14. (V,⧾, ., 0V )を K線形空間とし, w1, . . . , wr ∈ V とする. 線形写像

ν(w1,...,wr) : Kr −→ V
⟒ ⟒a1...
ar

 7−→ a1 . w1 + · · ·+ ar . wr

の像 Img(ν(w1,...,wr))を, (w1, . . . , wr)で生成される V の部分空間と呼び, 〈w1, . . . , wr〉K
で表す.

Remark 3.2.15. (V,⧾, ., 0V ) を K 線形空間とし, w1, . . . , wr ∈ V とする. このとき,

〈w1, . . . , wr〉K は, w1, . . . , wr を含む最小の V の部分空間である. また, 〈w1, . . . , wr〉K =

{ a1 . w1 ⧾ · · · ar . wr | ai ∈ K }である.
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Proof.

Example 3.2.16. A ∈ Km×n とし,

µA : Kn −→ Km

⟒ ⟒
a 7−→ Aa

とすると, µA は K線形写像.

Ker(µA) = { a ∈ Kn | Aa = 0m }

であり, これは斉次連立一次方程式の解空間である. また, A = (a1| · · · |an)と列ベクトル

表示すると

Img(µA) = { x1a1 + · · ·+ xnan | x1, . . . , xn ∈ K }

である.

Proof.

Example 3.2.17. Kを体とし,

φ : Kn×n −→ K
⟒ ⟒
A 7−→ trA

とすると, φ は線形写像. Ker(φ)は, I = { 1, . . . , n }とすると,

Ker(φ) =

{
(ai,j)i∈I,j∈I ∈ Kn×n

∣∣∣∣∣ ∑
i∈I

ai,i = 0

}

である. 特に, n = 2のときは,

Ker(φ) =

{(
a b
c −a

) ∣∣∣∣ a, b, c }
である.

Proposition 3.2.18. (V,⧾, ., 0V ), (W,#, ◦, 0W )を K-線形写像とし, φ : V → W を線

形写像とする.

1. V の部分空間 V ′ に対し,

{ φ(x) | x ∈ V ′ }

は, W の部分空間である.

2. W の部分空間W ′ に対し,

{ x ∈ V | φ(x) ∈W ′ }

は, V の部分空間である.

Proof.
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Remark 3.2.19. Proposition 3.2.18 の W ′ として自明な部分空間 { 0W } を考えたも
のが, Ker(φ) である. Proposition 3.2.18 の V ′ として自明な部分空間 V を考えたもの

が, Ker(φ)である.

Proposition 3.2.20. (V,⧾, ., 0V ), (W,#, ◦, 0W )を K-線形写像とし, φ : V → W を線

形写像とする. 次は同値:

1. φは単射.

2. Ker(φ) = { 0V }

Proof.

Proposition 3.2.21. (V,⧾, ., 0V ), (W,#, ◦, 0W )を K-線形写像とし, φ : V → W を線

形写像とする. 次は同値:

1. φは全射.

2. Img(φ) =W

Proof.

Proposition 3.2.22. (V,⧾, ., 0V ), (W,#, ◦, 0W )を K-線形写像とし, φ : V → W を線

形写像とする. 次は同値:

1. φは 0W .

2. Ker(φ) = V

Proof.

Proposition 3.2.23. (V,⧾, ., 0V ), (W,#, ◦, 0W )を K-線形写像とし, φ : V → W を線

形写像とする. 次は同値:

1. φは 0W .

2. Img(φ) = { 0W }.

Proof.

Proposition 3.2.24. V を U の部分空間とする. このとき,

ι : V −→ U
⟒ ⟒
v 7−→ v

は, 単射な線形写像. 特に, V ' Img(ι).

Proof.
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3.2.3 部分空間から得られる部分空間

Example 3.2.25.

V =


ab
0

 ∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ K


W =


0
a
b

 ∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ K


とする. このとき, V もW も K3 の部分空間である.

V ∩W =


0
a
0

 ∣∣∣∣∣∣ a ∈ K


となっており, V ∩W も K3 の部分空間である.

Proof.

Example 3.2.26. U を K-線形空間とする. V,W を U の部分空間とする. このとき,

V ∩W は U の部分空間.

Proof.

Example 3.2.27. U を K-線形空間とする. I を集合とし, i ∈ I に対し, Vi を U の部分

空間とする. このとき,
⋂

i∈I Vi は U の部分空間である.

Proof.

Example 3.2.28.

V =

{(
a
0

) ∣∣∣∣ a ∈ K
}

W =

{(
0
a

) ∣∣∣∣ a ∈ K
}

とする. このとき, V もW も K2 の部分空間である.(
1
0

)
,

(
0
1

)
∈ V ∪W

であるが, (
1
0

)
+

(
0
1

)
=

(
1
1

)
6∈ V ∪W

となっており, V ∪W は U の部分空間ではない.

Proof.

Example 3.2.29. U を K-線形空間とする. V,W を U の部分空間とする.

1. V ⊂W なら V ∪W =W であるので, V ∪W は U の部分空間.
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2. W ⊂ V なら V ∪W = V であるので, V ∪W は U の部分空間.

3. V とW に包含関係がないとき, V ∪W は U の部分空間ではない.

Proof. V とW に包含関係が無いとする. v ∈ V \W , w ∈ W \ V とし, u = v + w とお

く. u ∈ V とすると, v ∈ V であるから, u − v ∈ V となるが, u − v = w 6∈ V に矛盾す

る. u ∈ W とすると, w ∈ W であるから, u− w ∈ W となるが, u− w = v 6∈ W に矛盾

する. よって, u 6∈ V ∪W となるので, V ∪W は部分空間ではない.

Example 3.2.30.

V =


a0
0

 ∣∣∣∣∣∣ a ∈ K


W =


0
a
0

 ∣∣∣∣∣∣ a ∈ K


とする. このとき, V もW も K3 の部分空間である.

U = { v + w | v ∈ V,w ∈W }

とすると,

U =


ab
0

 ∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ K


となっており, U も K3 の部分空間である.

Proof.

Example 3.2.31. (U,⧾, ., 0V )を K-線形空間とする. V,W を U の部分空間とする. こ

のとき,

V +W = { v ⧾ w | v ∈ V,w ∈W }

とおく. このとき, V +W は U の部分空間. V +W を V とW の和空間と呼ぶことがあ

る.

Proof.

Proposition 3.2.32. (U,⧾, ., 0V )を K-線形空間とし, V,W を U の部分空間とする.

S = { U ′ | U ′ は U の部分空間,V ∪W ⊂ U ′ }

とおく.

U0 =
⋂

U ′∈S
U ′

とする. また, S の中で包含関係で極小なものを U1 とする. このとき,

U0 = U1 = V +W.
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Proof.

Remark 3.2.33. V,W を U の部分空間とするとき, V +W は V と W の両方を含む

最小の部分空間である. また V ∩W は V と W の両方に含まれる最大の部分空間であ

る.

Proposition 3.2.34. (U,⧾, ., 0V )を K-線形空間とし, V , W をその部分空間とする.

φ : V ⊞W −→ U
⟒ ⟒

(v, w) 7−→ v ⧾ w

とすると, φは K-線形写像である. このとき, 以下が成り立つ:

1. Img(φ) = V +W .

2. Ker(φ) = { (u,−u) | u ∈ V ∩W } ' V ∩W .

Proof. 定義より,

Img(φ) = { φ((v, w)) | (v, w) ∈ V ⊞W }
= { φ((v, w)) | v ∈ V,w ∈W }
= { v ⧾ w | v ∈ V,w ∈W }
= V +W.

次に Ker(φ) = { (u,−u) | u ∈ V ∩W }を示す. (v, w) ∈ Ker(φ)とする. このとき,

φ((v, w)) = 0U ,

v + w = 0U .

したがって, v = −w である. 左辺は V の元, 右辺は W の元であるので, v = −w ∈
V ∩ W である. よって, (v, w) = (v,−v) ∈ { (u,−u) | u ∈ V ∩W } である. 逆に

(u,−u) ∈ { (u,−u) | u ∈ V ∩W }をとると, φ((u,−u)) = u ⧾ (−u) = 0U であるので,

(u,−u) ∈ Ker(φ). また,

ψ : V ∩W −→ { (u,−u) | u ∈ V ∩W }
⟒ ⟒
u 7−→ (u,−u)

とすれば, 定義から明らかに同型写像である.

Corollary 3.2.35. U を K-線形空間とし, V , W をその部分空間とする. また, 0U を U

の零元とする. このとき, 以下は同値:

1. V ⊞W ' V +W .

2. V ∩W = { 0U }.

Proof. Proposition 3.2.34より,

φ : V ⊞W −→ V +W
⟒ ⟒

(v, w) 7−→ v ⧾ w
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は全射である. また, φ が単射であることと Ker(φ) = { (0U , 0U ) } となることは同値で
ある. Proposition 3.2.34 より, Ker(φ) = { (0U , 0U ) } と V ∩W = { 0U } は同値であ
る.

Definition 3.2.36. U を K-線形空間とし, V , W を U の部分空間とする. 次の条件を

満たすとき, U は V とW の (内部)直和に分解できるという.

1. U = V +W .

2. V ∩W = { 0U }.

U が V とW の (内部)直和に分解できることを, U = V ⊕W と書き表す. また V やW

のことを U の直和因子と呼ぶことがある.

Example 3.2.37. U = K3 とし,

V =


xy
0

 ∣∣∣∣∣∣ x, y ∈ K

 W =


0
0
z

 ∣∣∣∣∣∣ z ∈ K

 W ′ =


0
y
z

 ∣∣∣∣∣∣ y, z ∈ K


とする. U = V +W であり, U = V +W ′ でもある. V ∩W = { 03 }であるので, U は

V とW の (内部)直和に分解できる. つまり, U = V ⊕W である. 一方 V ∩W ′ 6= { 03 }
であるので, V とW ′ には (内部)直和に分解できない.

Proposition 3.2.38. U = V ⊕W であるとき, v, v′ ∈ V , w,w′ ∈ W に対し, 以下は

同値:

1. v ⧾ w = v′ ⧾ w′.

2. v = v′, w = w′.

Proof.

■v⧾w = v′⧾w′ =⇒ v = v′, w = w′ v⧾w = v′⧾w′であるので, −v′⧾v = −w⧾w′.

左辺は V の元, 右辺は W の元であるから, これらは, V ∩W の元. よって, 0U である.

−v′ ⧾ v = 0U であるので, v = v′. −w′ ⧾ w = 0U であるので, w = w′.

■v = v′, w = w′ =⇒ v ⧾ w = v′ ⧾ w′ 明らか.

U が U = V1 ⊕W1 と内部直和に分解され, W1 が V2 ⊕W2 と内部直和に分解され, W2

が V3 ⊕W3 と内部直和に分解され, ということが繰り返された状況を考える. つまり,

U = V1 ⊕ (V2 ⊕ · · · ⊕ (Vl−1 ⊕ Vl)) と分解されていることを考える.

Definition 3.2.39. U = V1 ⊕ (V2 ⊕ · · · ⊕ (Vl−1 ⊕ Vl)) と内部直和に分解されていると

き, U は U = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vl と (内部)直和に分解されると言う.

Proposition 3.2.40. (U,⧾, ∗, 0U ) を K-線形空間とし, Vi ⊂ U を U の部分空間とし,

U = V1 + · · ·+ Vl を満たすとする. このとき, 以下は同値である:

1. U = V1 ⊕ · · · ⊕ Vl と内部直和に分解される.

2. 全ての iに対して,

Vi ∩ (V1 + · · ·+ Vi−1 + Vi+1 + · · ·+ Vl) = { 0U } .
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3.3 部分空間ではない例

Example 3.3.1. Example 3.2.28では,

V =

{(
a
0

) ∣∣∣∣ a ∈ K
}

W =

{(
0
a

) ∣∣∣∣ a ∈ K
}

とすると, V ∪W は U の部分空間ではないことを見た. この場合, 和が閉じておらず,

V ∪W は K-線形空間ではないので, 部分空間ではない.

Example 3.3.2. A ∈ Km×n とする. つまり Aを成分が Kの元である (m,n)-行列とす

る. b ∈ Km とし,

Fb = { a ∈ Kn | Aa = b }

とおく. b 6= 0m なら, Fb は Kn の部分空間ではない. b = 0m なら, Example 3.2.4で挙

げたものである.

Proof.

Example 3.3.3. Cは C-線形空間である. Rは R-線形空間である. どちらも同じ演算で

線形空間であり R ⊂ Cではあるが, ‘K’が異なるので, R-線形空間 Rは C-線形空間の部
分空間であるとは言わない.

Example 3.2.5も見よ.

Proof.

Example 3.3.4. R>0 = { x ∈ R | x > 0 } について考える. # と ◦ を次で定める:

x, y ∈ R>0 に対し,

x# y = x · y.

a ∈ R, x ∈ R>0 に対し,

a ◦ x = xa.

このとき, (R>0,#, ◦, 1)は, R線形空間である. また, Rは通常の和 +と積 ·で R線形空
間である. R>0 ⊂ Rであり, R>0, Rはどちらも, R-線形空間であるが, 演算が異なる. つ

まり, R>0 の演算は Rの演算をそのまま流用したものではないので, R>0 は Rの部分空
間ではない.

Proof.
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章末問題

問題 3.1. 列ベクトル表示された (m,n)行列 A = (a1| · · · |an) を考える. このとき, 以下

を (連立方程式の解の自由度に帰着させることで)示せ:

1. rank(A) ≥ mならば, 次が成り立つ:

（a）b ∈ Km とする. このとき, b = c1a1 + · · ·+ cnan を満たす c1, . . . , cn ∈ Kが
存在する.

2. rank(A) < nならば, 次が成り立つ:

（a）c1a1 + · · ·+ cnan = 0かつ (c1, . . . , cn) 6= (0, . . . , 0)を満たす c1, . . . , cn ∈ K
が存在する.
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4.1 数ベクトル空間と標準基底

Kを体とする. このとき Kn は K-線形空間であり, 数ベクトル空間と呼んだ. 第 i成分

のみ 1で他は 0である Kn の元 

0
...
0
1
0
...
0


を e

(n)
i で表し, 第 i基本ベクトルと呼ぶ. これらの組 (e

(n)
1 , e

(n)
2 , . . . , e

(n)
n )を Kn の標準

基底と呼ぶ. 次のことが定義からわかる:

1.
∑n

i=1 aie
(n)
i = 0ならば, a1 = · · · = an = 0.

2.

a =

a1...
an

 ∈ Kn

に対し, a =
∑n

i=1 aie
(n)
i .

4.2 有限次元線形空間の基底

4.2.1 定義

Definition 4.2.1. (V,⧾, ., 0V )を K線形空間とし, v1, . . . , vr ∈ V とする. 次の条件を

満たすとき, 組 (v1, . . . , vr)が K上一次独立であるという:

1. α1 . v1 ⧾ · · ·⧾ αr . vr = 0V =⇒ α1 = · · · = αr = 0.

(v1, . . . , vr)が K上一次独立でないとき, (v1, . . . , vr)が K上一次従属であるという.
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Proposition 4.2.2. (V,⧾, ., 0V )を K線形空間とし, v1, . . . , vr ∈ V とする. このとき

以下は同値:

1. (v1, . . . , vr)は K上一次独立.

2. 線形写像

ν(v1,...,vr) : Kr −→ V
⟒ ⟒a1...
ar

 7−→ a1 . v1 ⧾ · · ·⧾ ar . vr

が単射.

Remark 4.2.3. D = (v1, . . . , vr)が一次独立であるとすると, µD は単射線形写像であ

り, D = (µD(e
(r)
1 ), . . . , µD(e

(r)
r ))である. 逆に, 単射線形写像 φ : Kr → V が与えられた

とき, D = (φ(e
(r)
1 ), . . . , φ(e

(r)
r ))は一次独立である. したがって, 一次独立な元の組を与

えることと単射線形写像 φ : Kr → V を与えることは同じことである.

Proposition 4.2.4. (V,⧾, ., 0V )を K線形空間とし, v1, . . . , vr ∈ V とする. このとき

以下は同値:

1. (v1, . . . , vr)は K上一次独立.

2. α1 . w1 ⧾ · · ·⧾ αr . vr = α′
1 . v1 ⧾ · · ·⧾ α′

r . vr =⇒ α1 = α′
1, . . . , αr = α′

r.

Proof.

v = ν(v1,...,vr)(

a1...
an

), v′ = ν(v1,...,vr)(

a
′
1
...
a′n

)

である. ν(v1,...,vr) が単射であることから, すぐわかる.

Definition 4.2.5. (V,⧾, ., 0V )を K線形空間とし, v1, . . . , vr ∈ V とする. 次の条件を

満たすとき, 組 (v1, . . . , vr)は V の生成系であるという.

1. すべての v ∈ V に対して次が成り立つ:

（a）α1 . v1 ⧾ · · ·αr . vr = v を満たす α1, . . . , αr ∈ K が存在する.

Proposition 4.2.6. (V,⧾, ., 0V )を K線形空間とし, v1, . . . , vr ∈ V とする. このとき

以下は同値:

1. (v1, . . . , vr)は V の生成系である.

2. V = 〈v1, . . . , vr〉K.
3. 線形写像 ν(v1,...,vr) : Kr → V が全射.
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Remark 4.2.7. D = (v1, . . . , vr)が V の生成系であるとすると, µD は全射線形写像で

あり, D = (µD(e
(r)
1 ), . . . , µD(e

(r)
r ))である. 逆に, 全射線形写像 φ : Kr → V が与えられ

たとき, D = (φ(e
(r)
1 ), . . . , φ(e

(r)
r ))は V の生成系である. したがって, V の生成系を与え

ることと全射線形写像 φ : Kr → V を与えることは同じことである.

Proposition 4.2.8. V, U を K線形空間とし, (v1, . . . , vr)は V の生成系であるとする.

線形写像 φ : V → U , ψ : V → U に対し, 以下は同値:

1. ψ = φ.

2. すべての iに対し, ψ(vi) = φ(vi).

Definition 4.2.9. V を K 線形空間とし, v1, . . . , vr ∈ V とする. 次の条件を満たすと

き, 組 (v1, . . . , vr)は V の基底であるという.

1. (v1, . . . , vr)は一次独立.

2. (v1, . . . , vr)は V の生成系.

Proposition 4.2.10. V を K 線形空間とし, v1, . . . , vr ∈ V とする. このとき以下は

同値:

1. (v1, . . . , vr)は V の基底である.

2. 線形写像 ν(v1,...,vr) : Kr → V が同型写像.

Remark 4.2.11. D = (e1, . . . , er)が V の基底であるとすると, µD は同型写像であり,

D = (µD(e
(r)
1 ), . . . , µD(e

(r)
r )) である. 逆に, 同型線形写像 φ : Kr → V が与えられたと

き, D = (φ(e
(r)
1 ), . . . , φ(e

(r)
r ))は V の基底である. したがって, V の基底を与えることと

同型写像 φ : Kr → V を与えることは同じことである.

Proposition 4.2.12. (e1, . . . , er)を V の基底とする. v ∈ V とするとき, vは e1, . . . , er

の線型結合として一意に書き表せる. つまり, v = α1 . e1 ⧾ . . . ⧾ αr . er を満たす

α1, . . . , αr ∈ Kがただ一組存在する.

Lemma 4.2.13. V を K線形空間とし, n > 0とする. 次は同値である:

1. dimK(V ) = n

2. (e1, . . . , en)が V の基底となるような e1, . . . , en ∈ V が取れる.

Corollary 4.2.14. V を K線形空間とし, (e1, . . . , er)も (e′1, . . . , e
′
r′)もは V の基底で

あるとする. このとき, r = r′ = dimK(V ).

4.2.2 例

Example 4.2.15. Kn の標準基底 (e
(n)
1 , . . . , e

(n)
n )は, Kn の基底である.
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Example 4.2.16. K を体とし, a1, . . . ,an ∈ Km とする. 縦ベクトル a1, . . . ,an を並

べて得られる行列を Aとする. このとき,

1. 次は同値:

（a）(a1, . . . ,an)は Km の生成系.

（b）rank(A) = m

2. 次は同値:

（a）(a1, . . . ,an)は K上一次独立.

（b）rank(A) = n.

3. 次は同値:

（a）(a1, . . . ,an)は Km の基底.

（b）rank(A) = m = n.

（c）Aは正則.

したがって, Km の基底はm次正則行列の分だけ選び方がある.

Remark 4.2.17. Basisと Basis elementの違い.

Example 4.2.18. (k, l) 成分は 1 でそれ以外の成分は 0 である Km×n の元を Bk,l

で表す. Bk,l のことを行列単位*1と呼ぶこともある. このとき, Bk,l を全て集めた

(B1,1, . . . , B1,n, B2,1, . . . , B2,n, . . . , Bm,1, . . . , B1,n)は Km×n の基底である.

Example 4.2.19. Cは R線形空間であった. (1,
√
−1)は Cの基底である. したがって

dimR(C) = 2 である. また, C は C 線形空間でもあった. (1) は C の基底である. した

がって dimC(C) = 1である.

Example 4.2.20. V を 1次元 K-線形空間であるとする. v ∈ V \ { 0V }とすると, (v)

は V の基底.

Example 4.2.21. 双対基底. Homの基底.

4.2.3 生成系や一次独立な組の性質

Proposition 4.2.22. V を K線形空間とする. (0V )は一次従属.

Proof.

Proposition 4.2.23. Kを体とする. V を Kベクトル空間とする. v ∈ V \ { 0V }に対
し, (v)は一次独立. dimK(V ) = 1ならば, (v)は V の基底でもある.

Proof.

Proposition 4.2.24. V を K 線形空間とする. σ ∈ Sn とし, B = (v1, . . . , vn), B
′ =

(vσ(1), . . . , vσ(n)) とする. このとき,

1. B が K上一次独立であることと, B′ が K上一次独立であることは同値.

2. B が V の生成系であることと, B′ が V の生成系であることは同値.

3. B が V の基底であることと, B′ が V の基底であることは同値.

*1 単位行列と用語が紛らわしいが混同しないこと
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Proof.

Proposition 4.2.25. V を K線形空間とする. vi ∈ V とし, (v1, . . . , vr)が K上一次独
立であるとする. このとき, (v1, . . . , vk)は K上一次独立.

Proof.

Proposition 4.2.26. V を K 線形空間とする. vi ∈ V とし, (v1, . . . , vr) が V の生成

系であるとする. このとき, w1, . . . , wl ∈ V に対し, (v1, . . . , vr, w1, . . . , wl)は V の生成

系.

Proof.

Proposition 4.2.27. Kを体とし, V を Kベクトル空間とする. v1, . . . , vr ∈ V が次の

条件を満たすとする:

1. (v1, . . . , vr)は K上一次独立.

2. v ∈ V =⇒ (v1, . . . , vr, v)は K上一次従属.

このとき, (v1, . . . , vr)は V の基底.

Proof.

Proposition 4.2.28. Kを体とし, V を Kベクトル空間とする. v1, . . . , vr ∈ V が次の

条件を満たすとする:

1. (v1, . . . , vr)は V の生成系.

2. i ∈ { 1, . . . , r } =⇒ (v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vr)は V の生成系ではない.

このとき, (v1, . . . , vr)は V の基底.

Proof.

Corollary 4.2.29. Kを体とし, V を有限次元 Kベクトル空間とする.

dimK(V ) = max { r | (v1, . . . , vr)は K上一次独立 }
= min { r | (v1, . . . , vr)は V の生成系 } .

Proof.

Proposition 4.2.30. Kを体とし, V を Kベクトル空間とする. (v1, . . . , vr)は K上一
次独立であるとする. V 6= 〈v1, . . . , vr〉K 6= ∅とする. このとき, w ∈ V \ 〈v1, . . . , vr〉K に
対し, (v1, . . . , vr, w)は K上一次独立.

Proof.

Proposition 4.2.31. K を体とし, V を K ベクトル空間とする. (v1, . . . , vr),

(w1, . . . , wn)はどちらも, K上一次独立であるとする. r < nとする. このとき, 次を満た

す iが存在する.
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1. (v1, . . . , vr, wi)が V の基底.

Proof.

Proposition 4.2.32. K を体とし, V を K ベクトル空間とする. (e1, . . . , en),

(e′1, . . . , e
′
n)が V の基底であるとする. { e1, . . . , en } 6= { e′1, . . . , e′n } とする. このとき,

次を満たす i, j が存在する.

1. e′i 6∈ { e1, . . . , en }.
2. (e1, . . . , ei−1, e

′
j , ei+1, . . . , en)が V の基底.

Proof.

4.3 線形写像と生成系, 一次独立性

Proposition 4.3.1. V , W を K-線形空間とし, φ : V → W を線形写像とする. このと

き以下は同値:

1. φが単射.

2. n ∈ N, v1, . . . , vn ∈ V , (v1, . . . , vn)が K上一次独立 =⇒ (φ(v1), . . . , φ(vn))は

K上一次独立.

Proof.

Proposition 4.3.2. V , W を K-線形空間とし, φ : V → W を線形写像とする. このと

き以下は同値:

1. φが全射.

2. n ∈ N, v1, . . . , vn ∈ V , (v1, . . . , vn)が V の生成系 =⇒ (φ(v1), . . . , φ(vn))はW

の生成系.

Proof.

Proposition 4.3.3. V , W を K-線形空間とし, (v1, . . . , vn) を V の生成系とする.

φ : V →W , ψ : V →W , を線形写像とする.

1. φ = ψ.

2. φ(v1) = ψ(v1),. . . ,φ(vn) = ψ(vn).

Proof.
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Corollary 4.3.4. V , W を K-線形空間とし, (e1, . . . , en)を V の基底とする. φ : V →
W , ψ : V →W , を線形写像とする.

1. φ = ψ.

2. φ(e1) = ψ(e1), . . . , φ(en) = ψ(en).

Proof.

Corollary 4.3.5. V , W を K-線形空間とし, (e1, . . . , en)を V の基底とする. wi ∈ W

とする. このとき, K線形写像 φ : V →W 次の条件を満たすものがただ一つ存在する:

1. φ(e1) = w1, . . . , φ(en) = wn.

Proof.

4.4 基底の延長

Proposition 4.4.1. U を K-線形空間とし, V を U の部分空間とする. このとき,

dimK(V ) ≤ dimK(U).

Proof.

Proposition 4.4.2. K を体とし, U をベクトル空間とし, V を U の部分空間と

する. (e1, . . . , en) を V の基底とする. このとき, m ∈ N, w1, . . . , wm ∈ U で,

(e1, . . . , en, w1, . . . , wm)が U の基底となるものが存在する.

Proof.

Remark 4.4.3. Proposition 4.4.2で得られる U の基底 (e1, . . . , en, w1, . . . , wm) を, V

の基底 (e1, . . . , en)を延長して得られる U の基底と呼ぶことがある.

Corollary 4.4.4. Kを体とし, U をベクトル空間とし, V を U の部分空間とする. この

とき, 以下は同値:

1. V = U .

2. dimK(V ) = dimK(U).

Proof.

Proposition 4.4.5. Kを体とする. U をベクトル空間とし, V を U の部分空間とする.

このとき, U の部分空間W で, U = V ⊕W と内部直和に U を分解するものがある.

Proof.
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Proposition 4.4.6. U を K-線形空間とし, V,W を U の部分空間とする. (e1, . . . , en)

を V の基底, (w1, . . . , wm)をW の基底とする. U = V ⊕W と内部直和に分解されると

き, (e1, . . . , en, w1, . . . , wm) は U の基底である.

Proof.

Proposition 4.4.7. V , W を有限次元ベクトル空間とする. φ : V → W を線形写像と

する. dimK(V ) = dimK(W )のとき, 以下は同値:

1. φは同型写像.

2. φは全単射.

3. φは全射.

4. φは単射.

Proof.
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章末問題

問題 4.1.
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商空間

5.1 商空間

(U,⧾, .)を K線形空間とし, V を U の部分空間とする. u ∈ U に対し,

[u]V = { u⧾ v | v ∈ V }

とする.

Example 5.1.1. U = R2, V =

{(
t

t

) ∣∣∣∣∣ t ∈ R

}
とする. V は U の部分空間であり,(

1

1

)
と原点を通る直線である. a =

(
a1

a2

)
とすると, [a]V は aを通り V に平行な直線で

ある. たとえば,

a =

(
a
0

)
a′ =

(
0
−a

)
とすると,

[a]V = [a′]V =

{(
a+ t
t

) ∣∣∣∣ t ∈ R
}

である.

Lemma 5.1.2. v ∈ V ならば, [v]V = V . とくに, [0U ]V = V .

Proof. 定義から明白.

Lemma 5.1.3. u, v ∈ U に対し, 以下は同値:

1. [u]V = [v]V .

2. u− v ∈ V .

Proof.

図 5.1
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Lemma 5.1.4. u, u′, w, w′ ∈ U , α ∈ Kに対し, 以下が成り立つ:

1. [u]V = [u′]V , [w]V = [w′]V =⇒ [u⧾ w]V = [u′ ⧾ w′]V .

2. [u]V = [u′]V =⇒ [α . u]V = [α . u′]V .

Proof.

U/V = { [u]V | u ∈ U }

とおく. Lemma 5.1.4 より, [u]V , [w]V ∈ U/V , α ∈ Kに対し

[u]V # [w]V = [u⧾ w]V

α ◦ [u]V = [α . u]V

とすると, #, ◦ は U/V 上の演算として定義できる.

Lemma 5.1.5. (U/V,#, ◦, [0U ]V ) は K線形空間.

Proof.

Definition 5.1.6. K線形空間 (U/V,#, ◦, [0U ]V ) を U の V による剰余空間, 商空間と

呼ぶ.

Remark 5.1.7. ここでは, 議論をはっきりさせるため, 剰余空間の演算を #, ◦ という記

号で書いたが, 通常は, 剰余空間の演算をもとの空間と同じ記号を用いる. つまり,

[u]V ⧾ [w]V = [u⧾ w]V = { u⧾ w ⧾ v | v ∈ V } ,
α . [u]V = [α . u]V = { α . u | v ∈ V }

とする.

Proposition 5.1.8. U を K線形空間とし, V を U の部分空間とする. このとき,

ϖ : U −→ U/V
⟒ ⟒
u 7−→ [u]V

は全射 K線形写像であり, Ker(ϖ) = V である.

Proof.

Theorem 5.1.9. V を U の部分空間とする. e1, . . . , en, w1, . . . , wm ∈ U とし,

(e1, . . . , en)は V の基底, (e1, . . . , en, w1, . . . , wm)は U の基底であるとする. このとき,

([w1]V , . . . , [wm]V )

は U/V の基底. とくに, dimK(U/V ) = dimK(U)− dimK(V ).
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Proof.

φ : Km −→ U/V
⟒ ⟒a1
...
am

 7−→ a1 . [w1]V ⧾ · · ·⧾ am . [wm]V

は線形写像である. これが同型写像であることを示す.

■全射性 [u]V ∈ U/V とする. (e1, . . . , en, w1, . . . , wm) は U の基底であるので, u =∑
i ai . ei ⧾

∑
i bi . wi とかける. そこで, w =

∑
i bi . wi とおく. このとき v = u− w と

おくと v ∈ V である. したがって, [u]V = [w]V である. よって,

[u]V = [w]V

= [
∑
i

bi . wi]V

=
∑
i

bi . [wi]V

= φ(

 b1
...
bm

)

■単射性 Ker(φ) ⊂ { 0m } を示す. φ(


b1
...

bm

) = [0U ]V とする. このとき, [
∑

i bi .

wi]V = [0U ]V であるので,
∑

i bi . wi ∈ V である. (e1, . . . , en)は V の基底であるから,∑
i bi .wi =

∑
i ai .vi となる ai ∈ Kが存在するが, 移項すると, −

∑
i ai .ei⧾

∑
i bi .wi =

0U となる. (v1, . . . , vn, w1, . . . , wm)は一次独立であるので, a1 = · · · = an = b1 = · · · =

bm = 0. よって


b1
...

bm

 = 0m.

5.2 次元定理

Theorem 5.2.1. φ : U → W を K-線形写像とする. このとき, U/Ker(φ) ' Img(φ).

Proof. V = Ker(φ)とする.

[u]V = [u′]V とすると, u − u′ ∈ V = Ker(φ) であるので, φ(u − u′) = 0W である.

よって, φ(u)− φ(u′) = 0W であるから, φ(u) = φ(u′). したがって, Φ([u]V ) = φ(u) と

定めると, Φは U/V から Img(φ)への写像となる.

Φ : U/V −→ Img(φ)
⟒ ⟒

[u]V 7−→ φ(u)

が同型写像であることを示す.
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■線型性

Φ([u]V ⧾ [u′]V ) = Φ([u⧾ u′]V ) = φ(u⧾ u′) = φ(u)⧾ φ(u′)

Φ([u]V )⧾ Φ([u′]V ) = φ(u)⧾ φ(u′)

Φ(α . [u]V ) = Φ([α . u]V )φ(α . u) = α . φ(u)

α . Φ([u]V ) = α . φ(u)

であるので, Φは線形写像.

■単射性 Φ([u]V ) = Φ([u′]V ) とする. このとき, φ(u) = φ(u′) であるので, φ(u) −
φ(u′) = 0W である. よって, φ(u − u′) = 0W であるから, u − u′ ∈ Ker(φ) = V . した

がって, [u]V = [u′]V .

■全射性 φ(u) ∈ Img(φ)とする. このとき, Φ([u]V ) = φ(u)であるので, Φは全射であ

る.

Corollary 5.2.2. U = V ⊕W であるとき, U/V 'W .

Proof. U = V ⊕W であるので, u ∈ U に対し, u = v + w となる v ∈ V , w ∈W がただ

一組存在するので, この, w を φ(u)とおく. このとき,

φ : U −→ W
⟒ ⟒
u 7−→ φ(u)

は線形写像である. その定義から, Img(φ) =W , Ker(φ) = V であるので, Theorem 5.2.1

より U/V 'W .

Corollary 5.2.3. V を有限次元ベクトル空間とし, φ : V →W を線形写像とする. この

とき, dimK(Img(φ)) + dimK(Ker(φ)) = dimK(V ).

Proof. Theorem 5.2.1 より V/Ker(φ) ' Img(φ). したがって, dimK(V/Ker(φ)) =

dimK(Img(φ)). Theorem 5.1.9より, dimK(V/Ker(φ)) = dimK(V )− dimK(Ker(φ)) で

あるので, dimK(Img(φ)) + dimK(Ker(φ)) = dimK(V ).

Proposition 5.2.4. U をベクトル空間とし, V , W を U の部分空間とする. このとき,

dimK(V +W ) = dimK(V ) + dimK(W )− dimK(W ∩ V ).

Corollary 5.2.5. U をベクトル空間とし, V , W を U の部分空間とする. このとき, 以

下は同値:

1. V +W = V ⊕W .

2. dimK(V +W ) = dimK(V ) + dimK(W ).

Proposition 5.2.6. V を K線形空間とし, v1, . . . , vn ∈ V とする. また, Vi = 〈vi〉K =

{ α . vi | α ∈ K }とする. このとき, 以下は同値:

1. (v1, . . . , vn)は V の生成系.

2. V = V1 + · · ·+ Vk.
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Proposition 5.2.7. V を K 線形空間とし, v1, . . . , vn ∈ V \ { 0V } とする. また,

Vi = 〈vi〉K = { α . vi | α ∈ K }とし, U = V1 + · · ·+ Vk とする. このとき, 以下は同値:

1. (v1, . . . , vn)は一次独立.

2. U は U = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk と内部直和に分解される.

Proposition 5.2.8. V を K 線形空間とし, v1, . . . , vn ∈ V \ { 0 } とする. また,

Vi = 〈vi〉K = { α . vi | α ∈ K }とする. このとき, 以下は同値:

1. (v1, . . . , vn)は V の基底.

2. V は V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk と内部直和に分解される.
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章末問題

問題 5.1.
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第 6章

表現行列

6.1 数ベクトル空間上の線形写像

Kn から Km への K-線形写像について考える.

A ∈ Km×n に対して,

µA : Kn −→ Km

⟒ ⟒
x 7−→ Ax

とおくと, これは K-線形写像であった. また, 線形写像 φ : Kn → Km に対し,

φ(e
(n)
1 ), . . . , φ(e

(n)
n ) ∈ Km を並べて得られる行列を Aと置くと, φ = µA であった. よっ

て, Kn から Km への K-線形写像を考えるなら, A ∈ Km×n に対して,

µA : Kn −→ Km

⟒ ⟒
x 7−→ Ax

を考えれば十分である.

Proposition 6.1.1. A,A′ ∈ Km×n, B ∈ Kl×m, α ∈ Kに対し, 以下が成り立つ:

1. µA+A′ = µA + µA′ .

2. µαA = αµA.

3. µBA = µB ◦ µA.

4. µEn = idKn

Proof.

Corollary 6.1.2. A ∈ Kn×n とする. このとき, 以下は同値:

1. Aが正則

2. µA は同型写像.

Proof.

Proposition 6.1.3. A ∈ Km×n とする. A = (a1| · · · |an)とすると, 以下が成り立つ:
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1. Img(µA) = 〈a1, . . . ,an〉K.
2. Ker(µA) = { x ∈ Kn | Ax = 0m }. つまり, Ker(µA)は, 方程式 Ax = 0m の解の

空間.

Proof.

Corollary 6.1.4. Kを体とし, A ∈ Km×n とする. このとき, 以下が成り立つ:

1. dimK(Img(µA)) = rank(A).

2. dimK(Ker(µA))は方程式 Ax = 0m の解の自由度, つまり n− rank(A).

Proof.

Corollary 6.1.5. Kを体とし, A ∈ Km×n とする. このとき, 以下が成り立つ:

1. rank(A) = m =⇒ µA は全射.

2. rank(A) = n =⇒ µA は単射.

3. rank(A) = n = m =⇒ µA は同型写像.

Proof.

6.2 表現行列

(V,⧾, .)を K-線形空間とし, v1, . . . , vn ∈ V とする. このとき,

ν(v1,...,vn) : Kn −→ V
⟒ ⟒x1...
xn

 7−→ x1 . v1 ⧾ · · ·⧾ xn . vn

とする. (v1, . . . , vn)が V の基底であるとき, ν(v1,...,vn) は同型写像である.

Definition 6.2.1. V , W を K-線形空間とし, D = (e1, . . . , en) を V の基底, B =

(w1, . . . , wm)をW の基底とする. K-線形写像 φ : V → W に対し, (νB)
−1 ◦ φ ◦ νD は,

Kn から Km への K-線形写像である. µA = (νB)
−1 ◦ φ ◦ νD を満たす A ∈ Km×n を φ

の D, B に関する表現行列と呼ぶ.

Proposition 6.2.2. V , W を K-線形空間とし, D = (e1, . . . , en) を V の基底, B =

(w1, . . . , wm) を W の基底とする. φ : V → W を K-線形写像とし, A ∈ Km×n を φ の

D, B に関する表現行列とする. このとき,

φ = νB ◦ µA ◦ (νD)−1

である.
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Proof.

Proposition 6.2.3. V , W を K-線形空間とし, D = (e1, . . . , en) を V の基底, B =

(w1, . . . , wm) を W の基底とする. φ : V → W を K-線形写像とし, A ∈ Km×n を φ の

D, B に関する表現行列とする. また, φ(ej) =
∑m

i=1 ai,jwi とする. このとき,

A = (ai,j)i∈I,j∈J

ただし, I = { 1, . . . ,m }, J = { 1, . . . , n }.

Proof.

Proposition 6.2.4. V , W を K-線形空間とし, D = (e1, . . . , en) を V の基底, B =

(w1, . . . , wm) を W の基底とする. φ : V → W を K-線形写像とし, A ∈ Km×n を φ の

D, B に関する表現行列とする. このとき,

φ(ej) =

m∑
i=1

ai,jwi

である. つまり,

φ(

n∑
j=1

xjej) =

m∑
i=1

ai,jxjwi.

Proof.

Proposition 6.2.5. V , W , U を K-線形空間とし, D = (e1, . . . , en) を V の基底,

B = (w1, . . . , wm)をW の基底, C = (u1, . . . , ul)を U の基底とする. φ : V →W を K-

線形写像とし, F ∈ Km×n を φの D, B に関する表現行列とする. φ′ : V → W を K-線

形写像とし, F ′ ∈ Km×n を φ′ の D, B に関する表現行列とする. ψ : W → U を K-線形

写像とし, G ∈ Km×n を ψ の B, C に関する表現行列とする. α ∈ Kとする. このとき,

1. φ+ φ′ の B, D に関する表現行列は F + F ′.

2. αφの B, D に関する表現行列は αF .

3. ψφ′ の B, C に関する表現行列は GF .

Proof.

Proposition 6.2.6. V , W を K-線形空間とし, D = (e1, . . . , en) を V の基底, B =

(w1, . . . , wm) を W の基底とする. φ : V → W を K-線形写像とし, A ∈ Km×n を φ の

D, B に関する表現行列とする. このとき,

1. Img(φ) = { νB(x) | x ∈ Img(µA) }.
2. Ker(φ) = { νD(x) | x ∈ Ker(µA) }.

Proof.
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Proposition 6.2.7. V , W を K-線形空間とし, D = (e1, . . . , en) を V の基底, B =

(w1, . . . , wm) を W の基底とする. φ : V → W を K-線形写像とし, A ∈ Km×n を φ の

D, B に関する表現行列とする. このとき,

1. dimK Img(φ) = rank(A).

2. dimK Ker(φ) = n− rank(A).

Proof.

Proposition 6.2.8. K を体とし, V , W を K-ベクトル空間とし, D = (e1, . . . , en) を

V の基底, B = (w1, . . . , wm) を W の基底とする. φ : V → W を K-線形写像とし,

A ∈ Km×n を φの D, B に関する表現行列とする. このとき,

1. rank(A) = m =⇒ φは全射.

2. rank(A) = n =⇒ φは単射.

3. rank(A) = m = n =⇒ φは同型写像.

Proof.

6.3 基底の変換行列と表現行列

Definition 6.3.1. V を n次元 K-線形空間とする. D,D′ を V の基底とする. このとき,

(νD′)−1 ◦ νD は Kn から Kn への線形写像である. µT = (νD′)−1 ◦ νD となる T ∈ Kn×n

を基底 D′ から基底 D への変換行列と呼ぶ.

Remark 6.3.2. T ∈ Kn×n を基底 D′ から基底 D への変換行列とするとき, µT =

(νD′)−1 ◦ νD = (νD′)−1 ◦ idV ◦νD とかけるので, T は idV : V → V の D,D′ に関する

表現行列である.

Remark 6.3.3. V の基底を与えることと同型写像 φ : Kn → V を与えることは同じこ

とであった. V の基底 D, D′ が与えられたとき, D′ から D への基底の変換行列 T は

µT = (νD′)−1 ◦ νD を満たす. この条件は, νD′ ◦ µT = νD と書き直すことができる. これ

は, 基底 D′ を与える同型写像 νD′ に, D′ から D への基底の変換行列による線形写像 µT

を合成すると, 基底 D を与える同型写像 νD が得られることを意味している.

基底の変換行列の具体的な成分は以下のように計算できる.

Proposition 6.3.4. V を n 次元 K-線形空間とする. D = (e1, . . . , en),

D′ = (e′1, . . . , e
′
n) を V の基底とし, T = (ti,j)i∈I,j∈I ∈ Kn×n を D′ から D への

変換行列とする. このとき,

ej =

n∑
i=1

ti,je
′
i.
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ただし, I = { 1, . . . , n }. つまり,

(e1, . . . , en) = (e′1, . . . , e
′
n)T.

Proof. tj = ((νD′)−1 ◦ νD)(e
(n)
j )とする. このとき,

νD′(tj) = (νD′ ◦ (νD′)−1 ◦ νD)(e
(n)
j ))

= (νD(vj)

= vj

である. 一方,

tj = ((νD′)−1 ◦ νD)(e
(n)
j )

= Te
(n)
j

=

n∑
i=1

ti,je
(n)
j

であるので,

νD′(tj) = νD′(

n∑
i=1

ti,je
(n)
j )

=

n∑
i=1

ti,jνD′(e
(n)
j )

=

n∑
i=1

ti,jv
′
j .

Proposition 6.3.5. V を n 次元 K-線形空間とする. D = (e1, . . . , en), D
′ =

(e′1, . . . , e
′
n) を V の基底とし, T ∈ Kn×n を D′ から D への変換行列とする.

ej =
∑n

i=1 ti,je
′
i とすると,

T = (ti,j)i∈I,j∈I .

ただし, I = { 1, . . . , n }.

Proof.

Proposition 6.3.6. V を n 次元 K-線形空間とする. D = (e1, . . . , en), D
′ =

(e′1, . . . , e
′
n)を V の基底とし, T ∈ Kn×n をD′ からDへの変換行列とする. このとき, T

は正則である.

Proof.

Proposition 6.3.7. V を n次元 K-線形空間とする. D′ = (e′1, . . . , e
′
n)を V の基底と

する. T = (ti,j)i∈I,j∈I とし, ej =
∑n

i=1 ti,je
′
i とする. T が正則なら, D = (e1, . . . , en)

は V の基底であり, D′ から D への変換行列は T である.

Proof.
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Proposition 6.3.8. V を n 次元 K-線形空間とする. D = (e1, . . . , en), D
′ =

(e′1, . . . , e
′
n) を V の基底とし, T ∈ Kn×n を D′ から D への変換行列とする. このとき,

T−1 は D から D′ への変換行列である.

Proof.

Proposition 6.3.9. V , W を K-線形空間とする. D,D′ を V の基底とする. B,B′ を

V の基底とする. T を D′ から D への変換行列とし, F を B′ から B への変換行列とす

る. φ : V → W を K-線形写像とする. Aを φ の D, B に関する表現行列とする. A′ を

φ′ の D′, B′ に関する表現行列とする. このとき, A′ = F−1AT .

Proof.

Remark 6.3.10. V , W を K-線形空間とする. D を V の基底, B を V の基底とする.

φ : V → W を K-線形写像とし, Aを φの D, B に関する表現行列とする. D′ を V の基

底とし, T を D′ から D への変換行列とするとき, φ の D′, B に関する表現行列は, AT

である. つまり, V の基底の取り換えは, 表現行列の列基本変形に対応する. また, B′ を

W の基底とし, F を B から B′ への変換行列とするとき, φの D, B′ に関する表現行列

は, FAである. つまり, W の基底の取り換えは, 表現行列の行基本変形に対応する.

Proposition 6.3.11. V , W を K-線形空間とする. Dを V の基底とする. B をW の基

底とする. Aを φの D, B に関する表現行列とする. このとき,A′

∣∣∣∣∣∣
D′ は V の基底.
B′ はW の基底.

φの基底 D′, B′ に関する表現行列.

 =
{
F−1AT

∣∣ F−1,T は正則
}
.

Proof.

6.4 線形変換の表現行列

Definition 6.4.1. V を K線形空間とする. 線形写像 φ : V → V を V 上の線形変換と

呼ぶ.

V 上の線形変換とは, 定義域も終域も V であるような線形写像のことである. このよう

な場合定義域と終域とで同一の基底をとるのが自然である.

Definition 6.4.2. V を K-線形空間とする. 線形変換 φ : V → V と V の基底 D に対

し, φの D, D に関する表現行列を, φの D に関する表現行列と呼ぶ.

Proposition 6.4.3. 線形変換 φ : V → V の基底 D に関する表現行列を A とする. こ

のとき,

φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸
n

の基底 D に関する表現行列は An である.
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Proposition 6.4.4. V を K-線形空間とする. D,D′ を V の基底とする. D から D′ へ

の変換行列を T とする. Aを φのDに関する表現行列とする. A′ を φのD′ に関する表

現行列とする. このとき,

A′ = T−1AT.

Proof.

Proposition 6.4.5. V を K-線形空間とする. D を V の基底とする. Aを φの D に関

する表現行列とする. このとき,{
A′
∣∣∣∣ D′ は V の基底.
φの D′ に関する表現行列

}
=
{
T−1AT

∣∣ T は正則 } .

Proof.

6.5 表現行列の例

Example 6.5.1. V を n次元 K線形空間とし, λ ∈ Kに対し,

φ : V −→ V
⟒ ⟒
v 7−→ λv

という V 上の線形変換を考える. このとき, φ の表現行列は, どの基底に対しても, λEn

となる.
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章末問題

問題 6.1.
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第 7章

行列式

7.1 交代的多重線形写像

Definition 7.1.1. (V,⧾, .), (W,#, ◦)を K-線形空間とする. 以下を満たすとき, 写像

F : V × V × · · · × V →W

は, 第 i変数に関して, 線形であるという:

1. v1, . . . , vn, v
′
i ∈ V に対し

F (v1, . . . , vi−1, vi ⧾ v′i, vi+1, . . . , vn)

= F (v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vn) # F (v1, . . . , vi−1, v
′
i, vi+1, . . . , vn).

2. v1, . . . , vn ∈ V , α ∈ Kに対し,

F (v1, . . . , vi−1, α . vi, vi+1, . . . , vn) = α ◦ F (v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vn).

Remark 7.1.2. 写像

F : V × V × · · · × V →W

に対して, v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn ∈ V ごとに,

φv1,...,vi−1,vi+1,...,vn
: V −→ W

⟒ ⟒
v 7−→ F (v1, . . . , vi−1, v, vi+1, . . . , vn)

を考えることができる. この記号の下, 以下は同値である:

1. F が第 i成分に関して線形.

2. 任意の v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn ∈ V に対し, φv1,...,vi−1,vi+1,...,vn
は線形.

Corollary 7.1.3. (V,⧾, ., 0V ), (W,#, ◦, 0W )を K-線形空間とする. 第 i成分に関して

線形な写像

F : V × V × · · · × V →W
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に対して次が成り立つ:

vi = 0V =⇒ F (v1, . . . , vn) = 0W .

Definition 7.1.4. V , W を K-線形空間とする. 次を満たすとき, 写像

F : V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n

→W

は, n重線形であるという:

1. 任意の iに対し, F は第 i変数に関して線形である.

Definition 7.1.5. V , W を K-線形空間とする. i 6= j とする. 次を満たすとき, 写像

F : V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n

→W

は, 第 i変数と第 j 変数に関して交代的であるという:

1. vi = vj =⇒ F (v1, . . . , vn) = 0W .

Proposition 7.1.6. V , W を K-線形空間とし,

F : V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n

→W

は第 i変数と第 j 変数に関して交代的かつ線形であるとする.

F (v1, . . . , vi−1; vi; vi+1, . . . , vj−1; vj ; vj+1, . . . , vn)

= −F (v1, . . . , vi−1; vj ; vi+1, . . . , vj−1; vi; vj+1, . . . , vn)

Proof.

Definition 7.1.7. V , W を K-線形空間とする. 次を満たすとき, 写像

F : V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n

→W

は, 交代的であるという:

1. 任意の i < j に対して第 i変数と第 j 変数に関して交代的である.

変数を入れ替えたときに符号がどうなるかについて考える. { 1, . . . , n } から
{ 1, . . . , n } への全単射 σ を { 1, . . . , n } 上の順列と呼ぶ. 数列 [σ(1), σ(2), . . . , σ(n)] は

{ 1, . . . , n }がちょうど一度ずつ現れる数列である. Sn で { 1, . . . , n }上の順列をすべて
集めた集合とする. σ ∈ Sn に対し,

Inv(σ) = { (i, j) | i < j, σ(i) > σ(j) }
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とし,

sgn(σ) = (−1)|Inv(σ)|

とおく.

Proposition 7.1.8. V , W を K-線形空間とし,

F : V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n

→W

は交代的な n重線形写像とする. このとき, v1, . . . , vn ∈ V , σ ∈ Sn に対し,

F (vσ(1), . . . , vσ(n)) = sgn(σ) . F (v1, . . . , vn).

Proof.

Proposition 7.1.9. V , W を K-線形空間とし,

F : V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n

→W

は交代的な n重線形写像とする. v1, . . . , vn ∈ V に対し,

uj = a1,j . v1 ⧾ · · ·⧾ an,j . vn

とすると,

F (u1, . . . , un) = (
∑
σ∈Sn

a1,σ(1) · · · an,σ(n)) . F (v1, . . . , vn).

Proof.

Proposition 7.1.10. V , W を K-線形空間とし, (e1, . . . , en)は V の基底であるとする.

F : V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n

→W

F ′ : V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n

→W

は交代的な n重線形写像とする. このとき,

F (e1, . . . , en) = F ′(e1, . . . , en) =⇒ F = F ′.

Proof.

Example 7.1.11. V を K-線形空間とし, B = (e1, . . . , en)は V の基底であるとする.

uj = a1,j . e1 ⧾ · · ·⧾ an,j . en

に対して,

DB(u1, . . . , un) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n).
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とおくと, DB : V × · · · × V → K は交代的な n重線形写像である. とくに,

DB(v1, . . . , vn) = 1

である,

7.2 行列式

Proposition 7.2.1. V を n次元 K-線形空間とし, φ : V → V を K-線形変換とする. こ

のとき, 次を満たす d ∈ Kがただ一つ存在する:

1. W が K-線形空間かつ F : V × · · · × V → W が交代的な n重線形写像ならば次を

満たす:

v1, . . . , vn ∈ V =⇒ F (φ(v1), . . . , φ(vn)) = d . F (v1, . . . , vn).

Proof.

Definition 7.2.2. V を n次元 K-線形空間とし, φ : V → V を K-線形変換とする. この

とき, Proposition 7.2.1における定数 dを det(φ)とおく.

Proposition 7.2.3. V を n次元 K-線形空間とする. このとき, det(idV ) = 1

Proof.

Lemma 7.2.4. V を n次元 K-線形空間とし, φ : V → V を K-線形変換とする. このと

き, φは単射でないならば det(φ) = 0.

Proof.

Proposition 7.2.5. V を n 次元 K-線形空間とし, φ : V → V , ψ : V → V , を K-線形

変換とする. このとき, det(ψ ◦ φ) = det(ψ) det(φ).

Proof.

Proposition 7.2.6. V を n次元 K-線形空間とし, φ : V → V を K-線形変換とする. こ

のとき, 以下は同値:

1. det(φ)が逆数を持つ.

2. φは同型写像.

Proof.

Remark 7.2.7. 余因子行列を考えると構成的に示すことができる.

Proposition 7.2.8. V を n次元 K-線形空間とし, φ : V → V を K-線形変換とする. B

を V の基底とし, Aを φの B に関する表現行列とする. このとき, det(φ) = det(A).

Proof.
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Corollary 7.2.9. A,P ∈ Kn×n とする. P が正則なら det(A) = det(P−1AP ).

Proof.
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章末問題

問題 7.1.
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第 8章

固有空間と固有値

8.1 固有空間

V を K-線形空間とし, φ : V → V を線形変換とする. このとき, λ ∈ K

λ idV −φ : V −→ V
⟒ ⟒
v 7−→ λv − φ(v)

は線形変換である.

Definition 8.1.1. V を K-線形空間とし, φ : V → V を線形変換とする. λ ∈ Kに対し,

E(φ, λ) = Ker(λ idV −φ)

とおく. E(φ, λ) 6= { 0V }であるとき,

1. λを φの固有値と呼ぶ.

2. E(φ, λ)を固有値 λに属する φの固有空間と呼ぶ.

3. v ∈ E(φ, λ) \ { 0V }を固有値 λに属する φの固有ベクトルと呼ぶ.

Remark 8.1.2. V を K-線形空間とし, φ : V → V を線形変換とする. λ ∈ K に対し,

E(φ, λ)は V の部分空間.

Remark 8.1.3. V を K-線形空間とし, φ : V → V を線形変換とする. λ ∈ Kに対し,

E(φ, λ) = Ker(λ idV −φ)
= { v ∈ V | (λ idV −φ)(v) = 0V }
= { v ∈ V | λv − φ(v) = 0V }
= { v ∈ V | φ(v) = λv }

である. つまり, v ∈ V \ { 0V }が固有値 λに属する φの固有ベクトルであるというのは

φ(v) = λv

を満たすということである. 特に, v ∈ E(φ, λ) に対し, φ(v) ∈ E(φ, λ) であるので,

E(φ, λ)に制限し,

ψ : E(φ, λ) −→ E(φ, λ)
⟒ ⟒
v 7−→ φ(v)
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を定義できる. このとき, ψ = λ idE(φ,λ) である. dimK(E(φ, λ)) = l とし, B を E(φ, λ)

の基底すると, ψ の B に関する表現行列は λEl である.

Proposition 8.1.4. V を K-線形空間とし, φ : V → V を線形変換とする. vi を固有値

λiに属する φの固有ベクトルとする. λiは相異なるとする. つまり, i 6= j ならば λi 6= λj

を満たすとする. このとき, (v1, . . . , vl)は一次独立.

Proof.

Corollary 8.1.5. V を K-線形空間とし, φ : V → V を線形変換とする. λi を φの相異

なる固有値とする. このとき, 任意の iに対し,

E(φ, λi) ∩ (E(φ, λ1) + · · ·+ E(φ, λi−1) + E(φ, λi) + · · ·+ E(φ, λl)) = { 0V } .

Proof.

Corollary 8.1.6. V を K-線形空間とし, φ : V → V を線形変換とする. λi を φ の

相異なる固有値とし, U = E(φ, λ1) + · · · + E(φ, λl) とする. このとき, U は U =

E(φ, λ1)⊕ · · · ⊕ E(φ, λl)と内部直和に分解される.

Proof.

Proposition 8.1.7. V を K-線形空間とし, φ : V → V を線形変換とする. このとき, 以

下は同値:

1. λは φの固有値である.

2. dimK(E(φ, λ)) ≥ 1.

3. φ− λ idV は単射でない.

4. det(φ− λ idV ) = 0.

8.2 正方行列の固有値

Aを n次正方行列とし, V = Kn とし,

µA : Kn −→ Kn

⟒ ⟒
x 7−→ Ax

という線形変換を考え, この線形変換の固有値や固有空間を A の固有値や固有空間と呼

ぶ. つまり, 以下のように定義する:

Definition 8.2.1. A ∈ Kn×n とする. λ ∈ Kに対し,

E(φ, λ) = { x ∈ Kn | (λEn −A)x = 0n }

とおく. E(φ, λ) 6= { 0n }であるとき,

1. λを Aの固有値と呼ぶ.
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2. E(φ, λ)を固有値 λに属する Aの固有空間と呼ぶ.

3. v ∈ E(φ, λ) \ { 0n }を固有値 λに属する φの固有ベクトルと呼ぶ.

固有値を求めるには次を利用することが多い:

Proposition 8.2.2. A ∈ Kn×n とする. λ ∈ Kに対し, 以下は同値:

1. λは Aの固有値.

2. det(λEn −A) = 0.

正方行列 Aが与えられたとき, λに関する方程式

det(λEn −A) = 0

を考えると, 一般に n 次方程式である. この方程式を解が求められれば, その解は

Proposition 8.2.2 より, Aの固有値である.

この方程式には名前がついている.

Definition 8.2.3. A ∈ Kn×n とする. tに関する n次多項式 det(tEn −A) を Aの固有

多項式と呼ぶ. また, tに関する方程式 det(tEn −A) = 0 を Aの固有方程式と呼ぶ.

Remark 8.2.4. A ∈ Kn×n とし, det(tEn − A) = c0 + c1t + · · · + cnt
n とする. この

とき,

cn = 1,

cn−1 = − tr(A) = tr(−A) = −(a1,1 + a2,2 + · · ·+ an,n),

c0 = (−1)n det(A) = det(−A).

λが正方行列 Aの固有値であるとき, 固有値 λに属する Aの固有空間 E(φ, λ)は,

E(φ, λ) = { x ∈ Kn | (λEn −A)x = 0n }

である. これは, 係数行列が λEn − A である斉次連立一次方程式の解空間そのものであ

る. この斉次連立一次方程式の解空間は, λEn − Aを行基本変形するなどして求める (つ

まり, 基底を与える) ことができる.
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章末問題

問題 8.1.
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第 9章

対角化と直和分解

9.1 線形写像の直和

V , U を K線形空間とし, V = V1 ⊕ V2, U = U1 ⊕ U2 と内部直和に分解されていると

する. φ1 : V1 → U1, φ2 : V2 → U2 を線形写像とする. このとき, v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 に対

し, φ(v1 + v2) = φ1(v1) + φ2(v2) とおくと, 線形写像 φ : V → U が定義できる. この線

形写像 φ を φ1 ⊕ φ2 と書く. D1 = (e1, . . . , en) を V1 の基底, D2 = (e′1, . . . , e
′
n′) を V2

の基底, とすると, D = (e1, . . . , en, e
′
1, . . . , e

′
n′) は V の基底である. B1 = (u1, . . . , um)

を U1 の基底, B2 = (u′1, . . . , u
′
m′)を U2 の基底とすると, B = (u1, . . . , um, u

′
1, . . . , u

′
m′)

は U の基底である. φ1 のD1, B1 に関する表現行列を A1, φ2 のD2, B2 に関する表現行

列を A2 とする. このとき, φ1 ⊕ φ2 の D, B に関する表現行列は(
A1 Om,n′

Om′,n A2

)
である.

より一般に V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vl, U = U1 ⊕ · · · ⊕ Ul の様に l個の空間に直和分解されて

いるとき, 同様に線形写像 φi : Vi → Ui の直和 φ1 ⊕ · · · ⊕ φl を考えることができる. 各

Vi や Ui の基底を合わせて V や U の基底を使った基底を考えるとき, この基底に関する

φ1 ⊕ · · · ⊕ φl の表現行列は, 同様にブロック対角となる.

φ : V →W を線形写像とする.

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vl

W =W1 ⊕ · · · ⊕Wl

と内部直和に分解されており,

v ∈ Vi =⇒ φ(v) ∈Wi

を満たすとする. このとき,

φi : Vi −→ Wi

⟒ ⟒
v 7−→ φ(v)

とおくと,

φ = φ1 ⊕ · · · ⊕ φl
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となる. このとき, Vi の基底を合わせて得られる V の基底 D と, Wi の基底を合わせてた

W の基底 B を考えると, φの D, B に関する表現行列はブロック対角である. このとき,

φは基底 D, B でブロック対角可能であるという.

体 K上の行列 Aは行基本変形と列基本変形を用いることで,(
Er O
O O

)
という形に変形できる. このとき r = rank(A)である. この形を Aの階数標準形とか体

K上のスミス標準形と呼ぶことがある. 表現行列に対する列基本変形は定義域の基底の取

り換え, 行基本変形は終域の基底の取り換えに対応していたので, 線形写像 φ : V →W に

対し, V の基底 D = (e1, . . . , en), W の基底 B = (w1, . . . ,Wm) で, φの D, B に関する

表現行列が, (
Er O
O O

)
となるものが取れる. このとき,

V1 = 〈e1〉K , . . . , Vr = 〈er〉K , V ′ = 〈er+1, . . . , en〉K
W1 = 〈w1〉K , . . . , Wr = 〈wr〉K , W ′ = 〈wr+1, . . . , wn〉K

とおくと, V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr ⊕ V ′, W =W1 ⊕ · · · ⊕Wr ⊕W ′, であり,

φi : Vi −→ Wi

⟒ ⟒
cei 7−→ cwi

φ′ : V ′ −→ W ′

⟒ ⟒
v 7−→ 0W

とおくと, φ = φ1 ⊕ · · · ⊕ φr ⊕ φ′ である.

9.2 線形変換の対角化

Definition 9.2.1. V を K線形空間とし, φ : V → V を線形変換とする. B に関する φ

の表現行列が対角行列となるような V の基底 B が存在するとき, φは対角化可能である

という.

Remark 9.2.2. どんな線形変換も対角化可能であるわけではない.

Lemma 9.2.3. V を K線形空間とし, λ ∈ Kとする. 線形変換

φ : V −→ V
⟒ ⟒
v 7−→ λ . v

は対角化可能.

Proof.

V 上の線形変換について考える. V を K線形空間とし, V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk と内部直和

に分解されているとする. このとき, 線形変換 φ : V → V が,

{ φ(v) | v ∈ Vi } ⊂ Vi
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を満たすならば, 線形変換

φi : Vi −→ Vi
⟒ ⟒
v 7−→ φ(v)

を定義できる. 定義から, φ = φ1 ⊕ · · · ⊕ φk である. したがって, Vi の基底を合わせて V

の基底にしたものを考えると, φのこの基底に関する表現行列はブロック対角となる. 特

に dimK(V ) = nで, V = V1 ⊕ · · ·Vn と 1次元部分空間 Vi の内部直和に分解されている

ならば, ei ∈ Vi \ { 0V }とすると, B = (e1, . . . , en)は V の基底となり, この基底 B に関

する φの表現行列は対角行列となる. 表現行列が,λ1 . . .

λn


となっているとき, φ(ei) = λi . ei となるので, ei は固有値 λi に属する固有ベクトルで

ある.

Lemma 9.2.4. V を K線形空間とし, φ : V → V を線形変換とする. φの固有値 λに対

し, 線形変換

φ : E(φ, λ) −→ E(φ, λ)
⟒ ⟒
v 7−→ φ(v)

は対角化可能.

Proof.

Proposition 9.2.5. V を有限次元 K 線形空間とし, φ : V → V を線形変換とする.

λ1, . . . , λl を φの相異なる固有値とし, φの固有値はこれで全てであるとする. このとき,

以下は同値:

1. φは対角化可能.

2. V = E(φ, λ1) + · · ·+ E(φ, λl).

3. V は V = E(φ, λ1)⊕ · · · ⊕ E(φ, λl) と内部直和に分解される.

4. dimK(V ) =
∑l

i=1 dimK(E(φ, λi)).

Proof.

Corollary 9.2.6. V を n 次元 K 線形空間とし, φ : V → V を線形変換とする.

λ1, . . . , λn が φの相異なる固有値であるなら, φは対角化可能.

9.3 行列の対角化

Aを n次正方行列とする. V = Kn とし, 線形変換

µA : V −→ V
⟒ ⟒
x 7−→ Ax
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を考える. この線形変換 µA が対角化可能であるとき, 行列 Aは対角化可能であるという.

µA の標準基底に関する表現行列は A自身であり, 基底を取り替えることは, 表現行列に

対し正則行列 P で P−1AP という操作を行うことであるので, 以下のように定義できる:

Definition 9.3.1. 次を満たすとき A ∈ Kn×n は対角化可能であるという:

1. 次の条件を満たす正則行列 P と λ1, . . . , λn ∈ Kが存在する:

P−1AP =

λ1 . . .

λn



Remark 9.3.2. A が正則行列 P と対角行列 D に対し, P−1AP = D となっていると

き, Aは P によって D に対角化されるという. また, このような P と D を求めることを

Aを対角化するということがある.

Lemma 9.3.3. A,P ∈ Kn×n が

P−1AP =

λ1 . . .

λn


を満たしているとき, P (e

(n)
i )は固有値 λi に属する Aの固有ベクトルである.

Proof.

Lemma 9.3.4. A ∈ Kn×n とし, vi を固有値 λi に属する A の固有ベクトルとする. P

を vi を並べて得られる n次正方行列とする. つまり P = (v1| · · · |vn)とする. P が正則

ならば

P−1AP =

λ1 . . .

λn


である.

Proof.

Proposition 9.3.5. A ∈ Kn×n とする. このとき, 以下は同値:

1. Aが対角化可能.

2. 以下の条件を満たす v1, . . . , vn が存在する.

（a）(v1, . . . , vn)が一次独立

（b）各 vj は Aの固有ベクトル

Proof.

Remark 9.3.6. 具体的に与えられた正方行列を対角化するには, その固有空間を調べれ

ばよい.
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9.4 同時対角化

Definition 9.4.1. V を K-線形空間とし, B を V の基底とする. V 上の線形変換

φ : V → V と ψ : V → V の B に関する表現行列がどちらも対角行列であるとき, φと ψ

は基底 B によって同時対角化されるという.

Proposition 9.4.2. V を K-線形空間とし, 線形変換 φ : V → V , ψ : V → V はどちら

も対角可能であるとする. 以下は同値:

1. φと ψ は同時対角化可能.

2. φ ◦ ψ = ψ ◦ φ.

Proof.

これは, 行列の言葉で言い換えると以下の様になる:

Definition 9.4.3. A,B ∈ Kn×n とする. P−1AP , P−1BP がどちらも対角行列となる

ような正則行列 P が存在するとき, Aと B は P により同時対角化されるという.

Proposition 9.4.4. A,B ∈ Kn×n とし, どちらも対角可能であるとする. 以下は同値:

1. Aと B は同時対角化可能.

2. Aと B は可換. つまり AB = BA.
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章末問題

問題 9.1.
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第 10章

上半三角化とケーリーハミルトンの
定理

10.1 上半三角化

Definition 10.1.1. V を K-線形空間とし, φ : V → V を K-線形変換とする. V の基

底 B = (e1, . . . , en)が以下の条件を満たすとき, φは V によって (上半)三角化されると

いう:

1. i ∈ { 1, . . . , n }に対し, 以下を満たす ai,j ∈ Kがとれる:

φ(ej) =
∑

i : i≤j

ai,j . ei.

φが B によって三角化されるとき, B に関する表現行列は三角行列である. 正方行列 A

に対しても三角化という用語を導入する:

Definition 10.1.2. A ∈ Kn×n とする. 正則行列 P で T = P−1AP が上半三角行列で

あるとき, Aは P で T に (上半)三角化されるという.

Proposition 10.1.3. A ∈ Kn×n とする. det(tEn − A) =
∏n

i=1(t− λi) と因数分解で

きるとき, Aは対角成分が λ1, . . . , λn である三角行列に対角化される.

Proof. nに関する数学的帰納法で示す.

■Base Case

■Induction Step

10.2 ケーリーハミルトンの定理

Proposition 10.2.1. A ∈ Kn×nとし, det(tEn−A) = a0t
0+a1t+a2t

2 · · ·+an−1t
n−1+

tn とする. このとき,

a0En + a1A+ a2A
2 + · · ·+ an−1A

n−1 +An = On,n.
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Proof. det(tEn −A) =
∏n

i=1(t− λi) と因数分解できるときのみについて, ここでは証明

する.

Remark 10.2.2. 例えば, 体として Rを考えている場合には, det(tEn −A)は一次式の

積には因数分解できないかもしれない. しかしならが, R ⊂ Cであり, 体として Cを考え
れば, 必ず一次式の積に分解できる. したがって, Rの場合でも, 一旦 Cで考えることでこ
の証明が適用でき, Proposition 10.2.1が成り立つ.

a0t
0 + a1t+ a2t

2 · · · + an−1t
n−1 + tn の tに Aを代入したもの, つまり, tk を Ak に,

t0 を En に置き換えたもの, a0En + a1A+ a2A
2 + · · ·+ an−1A

n−1 +An は, 多項式が固

有多項式であるとき, On,n になる. 同様に Aを代入すると On,n となる多項式について考

える.

Definition 10.2.3. A ∈ Kn×nとする. 以下を満たすとき, 多項式 a0t
0+a1t+a2t

2 · · ·+
amt

m を Aの零化多項式と呼ぶ:

a0En + a1A+ a2A
2 + · · ·+ amA

m = On,n.

Kを体とする. A ∈ Kn×n とする. I を Aの零化多項式をすべて集めた集合とする. A

の固有多項式は I の元である. I に含まれる 0 ではない多項式の次数のうち最小のもの

を dとおく. つまり, d = min { deg(f) | f ∈ I \ { 0 } }. Aの固有多項式は n次多項式で

あるから, 0 < d ≤ nである. d次多項式 f と m次多項式 g がともに, I の元とする. d

は最小の次数であるから, d ≤ m である. このとき, g を f で割ったあまりを考えると,

g = pf + q とかけるが, あまりの定義から q 6= 0であれば, 1 ≤ deg(q) < deg(f) = d で

ある. g = pf + q の, pf を移項すると g − pf = q である. g, f ∈ I であるから, g, f に

Aを代入すると On,n である. したがって, g − pf の tに Aを代入すると On,n になるの

で, g − pf ∈ I である. したがって, q ∈ I である. I に含まれる 0でない多項式の次数は

d以上であるから, q 6= 0となることはない. よって q = 0である. つまり, f は g を割り

切る. さらに, f も g も I の元であり deg(f) = deg(g) = dであるとすると, f は g を割

り切り, gも f を割り切ることから, f = cg を満たす c ∈ Kがとれる. したがって, I に含

まれる多項式で最高次数係数が 1であるものはただ一つに定まる. これを Aの最小多項

式と呼ぶ.

Definition 10.2.4. A ∈ Kn×n とする. 最高次の係数が 1 である A の零化多項式のう

ち, 次数が最も低いものを, Aの最小多項式と呼ぶ.

Corollary 10.2.5. A ∈ Kn×n とする. A の最小多項式は A の固有多項式を割り切

る.

Proposition 10.2.6. A ∈ Kn×n とし, a0 + a1t + · · · + amt
m を Aの零化多項式とす

る. λが Aの固有値ならば, a0 + a1λ+ · · ·+ amλ
m = 0,

Corollary 10.2.7. A ∈ Kn×n とする. このとき, 以下は同値:

1. λは Aの固有値.

2. λは Aの固有多項式の根. (つまり, λは Aの固有方程式の解)

3. λは Aの最小多項式の根. (つまり, f(t)を Aの最小多項式とすると, λは tに関す
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る方程式 f(t) = 0の解.)

Proposition 10.2.8. A ∈ Kn×n とする. Aが対角化可能ならば, Aの最小多項式は重

根を持たない.

Proof.

Proposition 10.2.9. A ∈ Kn×n とする. det(tEn − A) = (t − λ1)
n1 · · · (t − λr)

nr と

因数分解できているとする. ただし, λ1, . . . , λr ∈ Kは相異なるとする. Aの最小多項式

が重根を持たない, つまり, Aの最小多項式が (t− λ1) · · · (t− λr)に等しいならば, Aは

対角化可能.

Proof.

Note for the author 10.2.10. 証明において最大公約数が 1であることはそれほど重

要ではない. 0 でない定数 a であれば,
∑

i figi = a となるものが取れるので, v ∈ V に

対し, av = v1 + · · · と書ける. したがって, V ′ = { av | v ∈ V }が内部直和に分解する.

よって,

φ : V ′ −→ V ′

⟒ ⟒
v 7−→ Av

は対角化可能である. V ′ = { av | v ∈ V } ' Kn であれば, n この基底がとれるので, A

自体が対角化可能である.



x2 (2025-05-06 18:55)

88 第 10章 上半三角化とケーリーハミルトンの定理

章末問題

問題 10.1.



x2 (2025-05-06 18:55)

89

第 11章

余談

11.1 無限次元ベクトル空間の基底と多項式環.
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章末問題

問題 11.1.
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第 12章
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章末問題

問題 12.1.
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付録 A

練習問題

ここでは, 練習問題を挙げてある. 本原稿を前から順番に読み進める場合に, どのあたり

まで読んだら解けるかという目安ごとに, 問題を分けてある. 問題 Aは, 次につながる問

題であるので, 読んだ直後に目を通すとよいと思う.

中には, 本質的には同じ問題が何度も出てくることもある.

A.1 Chapter 1の後の問題

主に集合と写像, 体, それから行列に関する基本的な事項について知っていれば, 解ける

であろう問題.

A.1.1 問題 A

問題 A.1. Kを体とし, V を Kを成分とする (2, 1)行列の集合とする. つまり,

V =

{(
a1
a2

) ∣∣∣∣ a1, a2 ∈ K
}

とする. 通常の和とスカラー倍を考える. つまり,

a =

(
a1
a2

)
∈ V, b =

(
b1
b2

)
∈ V, α ∈ K

に対し,

a+ b =

(
a1 + b1
a2 + b2

)
∈ V, αa =

(
αa1
αa2

)
∈ V

とする. また,

0 =

(
0
0

)
とする.

このとき, α, β, 1,−1 ∈ K, a, b, c ∈ V に対し, 以下を示せ:

1.（a）a+ b = b+ a.

（b）(a+ b) + c = a+ (b+ c).

（c）a+ 0 = a.

（d）a+ (−1a) = 0.
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2.（a）(αβ)a = α(βa).

（b）1a = a.

3.（a）α(a+ b) = αa+ αb.

（b）(α+ β)a = αa+ βa.

A.1.2 問題 B

Kを体とし, Kの元を成分とする行列について考える.

問題 A.2. 次の命題の真偽を判定し, 証明を与えよ:

1. A, B がともに正則な n次正方行列であるとする. このとき, AB も正則で, その逆

行列は B−1A−1.

2. Aを正則な n次正方行列とする. このとき, tA も正則で, その逆行列は t(A−1) .

3. Aを正則な n次正方行列とし, cは逆数を持つ Kの元とする. このとき, cAも正則

で, その逆行列は 1
cA

−1.

問題 A.3. 次の命題の真偽を判定し, 証明を与えよ:

1. 単位行列 En は正則で, その逆行列は En.

2. Aは正則であるとする. このとき, A−1 は正則で, その逆行列は A.

問題 A.4. 次の命題の真偽を判定し, 証明を与えよ:

1. A, B がともに正則な n次正方行列であるとする. このとき, A + B は正則である

とは限らない.

問題 A.5. v, w を (2, 1)-行列 (2 項数ベクトル) とし, A を 2 次正方行列とする. v, w

を並べて得られる 2 次正方行列を P = (v|w) とおく. Av = λv, Aw = µw を満たす

λ, µ ∈ Kが存在するとする. このとき, 次の命題の真偽を判定し, 証明を与えよ:

1. AP = PD, ただし,

D =

(
λ 0
0 µ

)
.

問題 A.6. Aを (m,n)行列とし, V を (n, 1)行列 (n項数ベクトル)を集めた集合とする.

K = { x ∈ V | Ax = 0 }

とする. このとき, 次の命題の真偽を判定し, 証明を与えよ:

1. a, b ∈ K =⇒ a+ b ∈ K.

2. a ∈ K, α ∈ K =⇒ αa ∈ K.

問題 A.7. Aを (m,n)行列とし, bを (m, 1)行列 (m項数ベクトル)とする. V を (n, 1)

行列 (n項数ベクトル)を集めた集合とし,

K = { x ∈ V | Ax = 0 }
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とする. v ∈ V が Av = bを満たすとする.

F = { x ∈ V | Ax = b }
F ′ = { v + a | a ∈ K }

とする.

このとき, 次の命題の真偽を判定し, 証明を与えよ:

1. F = F ′.

問題 A.8. 次の行列が正則かどうか判定し正則なら逆行列を求めよ:

1. A =


1 1 0 1

1 −1 1 2

1 1 1 4

1 −1 1 8

.

A.2 Section 2.1の後の問題

主に線形空間の定義を知っていれば解けるであろう問題.

A.2.1 問題 A

問題 A.9. Kを体とし, V を Kを成分とする (2, 1)行列の集合とする. このとき, V は K
線形空間であった. Aを Kを成分とする (2, 2)行列とし,

φ : V −→ V
⟒ ⟒
x 7−→ Ax

とする. このとき, 以下を示せ:

1. a, b ∈ V =⇒ φ(a+ b) = φ(a) + φ(b).

2. α ∈ K, a ∈ V =⇒ φ(αa) = αφ(a).

(ただし, 行列の演算に関する基本的な性質は既知としてよい.)

A.2.2 問題 B

問題 A.10. V を K-線形空間とする. o, o′ ∈ V が以下を満たすとする:

1. x ∈ V =⇒ o+ x = x+ o = x.

2. x ∈ V =⇒ o′ + x = x+ o′ = x.

このとき, o = o′ となることを示せ.

問題 A.11. 0V を K-線形空間 V の零元 (零ベクトル)とする. a ∈ V とする. このとき,

x, x′ ∈ V が以下を満たすとする:

1. a+ x = x+ a = 0V .
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2. a+ x′ = x′ + a = 0V .

このとき, x = x′ となることを示せ.

問題 A.12. K を体とし, V を K ベクトル空間とする. V の零元を 0V とする. v ∈ V ,

α ∈ Kに対し次が成り立つことを示せ:

1. αv = 0V =⇒ α = 0 または v = 0V .

問題 A.13. V , W を K-線形空間とする. このとき, V とW の外部直和 V ⊞W が K-線

形空間であることを示せ.

問題 A.14. V = { x ∈ R | x > 0 }とする. x, y ∈ V に対し, x # y = x · y とし, x ∈ V ,

a ∈ Rに対し, a ◦ x = xa とする. このとき, V は和 #とスカラー倍 ◦ で R線形空間であ
ることを示せ.

問題 A.15. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. Cは通常の和と積で R線形空間である.

2. Rは通常の和と積で C線形空間ではない.

問題 A.16. N で添字付けられた数列 a0, a1, . . . を (ai)i∈N で表す. ℓ(K) =

{ (ai)i∈N | ai ∈ K } とする. α ∈ K, (ai)i∈N, (bi)i∈N ∈ ℓ(K) に対し和を (ai)i∈N +

(bi)i∈N = (ai + bi)i∈N で定義し, α ∈ K, (ai)i∈N ∈ ℓ(K) に対しスカラー倍を

α(ai)i∈N = (αai)i∈N で定義する. このとき, ℓ(K)はこの和とスカラー倍で K-線形空間と

なることを示せ.

問題 A.17. S を集合とし, V を K-線形空間とする. V S = { f : S → V ; 写像 } とおく.

α ∈ K, f, g ∈ V S に対し, 和 f + g ∈ V S とスカラー倍 αf ∈ V S を以下で定める: x ∈ S

に対し,

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

(αf)(x) = α.(f(x)).

このとき, KS はこの和とスカラー倍で K-線形空間となることを示せ.

A.3 Section 2.2のあとの問題

主に線形写像の定義を知っていれば解けるであろう問題.

A.3.1 問題 A

問題 A.18. Kを体とし, V を Kを成分とする (2, 1)行列の集合とする. Aを Kを成分
とする (2, 2)行列とし,

φ : V −→ V
⟒ ⟒
x 7−→ Ax



x2 (2025-05-06 18:55)

A.3 Section 2.2のあとの問題 99

とする. Aが正則であるとする. このとき, 以下の条件を満たす線形写像 ψ : V → V が存

在することを示せ:

1. φ ◦ ψ = idV .

2. ψ ◦ φ = idV .

問題 A.19. Kを体とし, V を Kを成分とする (3, 1)行列のなす K-線形空間とし, W を

Kを成分とする (2, 1)行列のなす K-線形空間とする. Aを Kを成分とする (3, 2)行列と

し, 0をW の零元とする. このとき, 次は K-線形空間であることを示せ:

{ x ∈ V | Ax = 0 } .

A.3.2 問題 B

問題 A.20. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: A ∈ Kn×n とし, φ を次の写像と

する:

φA : Kn×n −→ Kn×n

⟒ ⟒
X 7−→ AX −XA

.

このとき, φA は K-線形である.

問題 A.21. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: I = { 1, 2, . . . , n }する. trを次の写

像とする:

tr : Kn×n −→ K
⟒ ⟒

(ai,j)i∈I,j∈I 7−→
∑

i∈I ai,i

.

この写像は K-線形である.

問題 A.22. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: V を K-線形空間とする. a ∈ A,

b ∈ V とする. φを次の写像とする:

φ : V −→ V
⟒ ⟒
x 7−→ ax+ b

.

このとき, φが線形写像であることと bが V の零元であることは同値.

問題 A.23. φを次の写像とする:

φ : C −→ C
⟒ ⟒
z 7−→ z

,

ただし, x, y ∈ Rに対し x+ y
√
−1 = x− y

√
−1, つまり, z は z の複素共軛とする. 以下

の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. φは R-線形である.

2. φは C-線形ではない.
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問題 A.24. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: V を K線形空間とし, w1, . . . , wr ∈
V とする.

ν(w1,...,wr) : Kr −→ V
⟒ ⟒a1...
ar

 7−→ a1w1 + · · ·+ arwr

は K-線形写像である.

問題 A.25. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: V , W を K線形空間とし, W の零元

を 0W とする.

0W : V −→ W
⟒ ⟒
x 7−→ 0W

は K-線形写像である.

問題 A.26. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: V を K-線形空間とする. 恒等写像

idV は K-線形である.

問題 A.27. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: V , U , W を K-線形空間とし,

φ : V → U , ψ : U → W を K-線形写像とする. このとき, ψ ◦ φ : V → W は K-線形写像

である.

問題 A.28. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: V , W を K-線形空間とし, φ : V →
W を線形写像とする. φが全単射なら, その逆写像 φ−1 も線形写像である.

問題 A.29. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: V , V をK-線形空間とし, φ : V →W

を線形写像とする. このとき, α ∈ Kに対し,

αφ : V −→ W
⟒ ⟒
x 7−→ α(φ(x))

は V からW への線形写像.

問題 A.30. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: V , W を K-線形空間とし, φ : V →
W , ψ : V →W を線形写像とする. このとき,

φ+ ψ : V −→ W
⟒ ⟒
x 7−→ φ(x) + ψ(x)

は V からW への線形写像.

問題 A.31. V , W を K-線形空間とし, 0V , 0W をそれぞれの零元とする. φ : V →W を

K-線形写像とする. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. φ(0V ) = 0W .

2. φ(−x) = −φ(x).
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問題 A.32. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: A ∈ Km×n に対し, µA を次の写像と

する:

µA : Kn −→ Km

⟒ ⟒
w 7−→ Aw

.

H = { φ : Kn → Km; 線形写像 }, M = { µA | A ∈ Km×n } とするとき, H =M .

問題 A.33. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: a, b ∈ Rn に対し, 〈a, b〉を aと bの

内積とする. a ∈ Rn に対し

φa : Rn −→ R
⟒ ⟒
x 7−→ 〈a,x〉

は R-線形写像である.

問題 A.34. a, b ∈ Rn に対し, 〈a, b〉を aと bの内積とする. ‖a‖2 = 〈a,a〉 = 1を満た

す a ∈ Rn に対し,

φa : Rn −→ Rn

⟒ ⟒
x 7−→ 〈a,x〉a

とおく. 以下の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. φa は R-線形写像である.

2. φa ◦ φa = φa.

問題 A.35. a, b ∈ Rn に対し, 〈a, b〉を aと bの内積とする. ‖a‖2 = 〈a,a〉 = 1を満た

す a ∈ Rn に対し,

φa : Rn −→ Rn

⟒ ⟒
x 7−→ x− 〈a,x〉a

とおく. 以下の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. φa は R-線形写像である.

2. φa ◦ φa = φa.

問題 A.36. a, b ∈ Rn に対し, 〈a, b〉を aと bの内積とする. ‖a‖2 = 〈a,a〉 = 1を満た

す a ∈ Rn に対し,

φa : Rn −→ Rn

⟒ ⟒
x 7−→ x− 2 〈a,x〉a

とおく. 以下の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. φa は R-線形写像である.

2. φa ◦ φa = idRn .
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問題 A.37.

a =

a1...
an

 ∈ Rn

に対し,

ψ(a) =
1

n

n∑
i=1

ai

ϕ(a) =
1

n

n∑
i=1

(ai − ψ(a))2

φ(a) =
√
ϕ(a)

このとき, 以下の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. ψ : Rn → Rは R線形写像である.

2. ϕ : Rn → Rは R線形写像ではない.

3. φ : Rn → Rは R線形写像ではない.

A.4 Sections 2.3, 3.1 and 3.2.1の後の問題

主に同型写像の定義, 部分空間の定義を知っていれば解けるであろう問題.

A.4.1 問題 A

問題 A.38.

V =


xx
0

 ∣∣∣∣∣∣ x ∈ K

 V ′ =


0
x
x

 ∣∣∣∣∣∣ x ∈ K


とする.

1. V ∩ V ′ を求めよ.

2. { v + v′ | v ∈ V, v′ ∈ V }は K3 の部分線形空間であることを示せ.

3. V ∪ V ′ は K3 の部分線形空間では無いことを示せ.

A.4.2 問題 B

問題 A.39. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: [n] = { 1, . . . , n } とし, K[n] =

{ f : [n] → K }とする.

a =

a1...
an

 ∈ Kn =


x1...
xn


∣∣∣∣∣∣∣ xi ∈ K


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に対し,

f : [n] −→ K
⟒ ⟒
i 7−→ ai

とする. φを次の写像とする:

φ : Kn −→ K[n]

⟒ ⟒
a 7−→ fa

.

このとき, φは同型写像である.

問題 A.40. [k] = { 1, . . . , k }とする. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. Km×n ' K[m]×[n].

2. KN ' ℓ(K).

問題 A.41. V = { x ∈ R | x > 0 }とする. x, y ∈ V に対し, x # y = x · y とし, x ∈ V ,

a ∈ R に対し, a ◦ x = xa とする. このとき, V は和 # とスカラー倍 ◦ で R 線形空間で
あった. また Rは通常の和と積で R線形空間であった. 次の命題の真偽を判定し証明を

与えよ: R ' V .

問題 A.42. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: A ∈ Km×n に対し, µA を次の写像と

する:

µA : Kn −→ Km

⟒ ⟒
w 7−→ Aw

.

このとき,

φ : Km×n −→ HomK(Kn,Km)
⟒ ⟒
A 7−→ µA

は同型写像である.

問題 A.43. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: V ,W をK線形空間とし, φ : V →W

を同型写像とする. c ∈ Kが逆数を持つとする. このとき, cφ : V →W は同型写像.

問題 A.44. V , W , U を K線形空間とする. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. idV : V → V は同型写像.

2. φ : V →W が同型写像なら φ−1 : W → V も同型写像.

3. φ : V →W , ψ : W → U がともに同型写像なら ψ ◦ φ : V → U も同型写像.

問題A.45. ζ = e
2π

√
−1

n = cos( 2πn )+sin( 2πn )
√
−1 ∈ Cとする. V =

{∑n−1
i=0 aiζ

i
∣∣∣ ai ∈ Q

}
とする. このとき, V は通常の和と積で Q-線形空間であることを示せ.

問題 A.46. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1.

{(
x

2x

) ∣∣∣∣∣ x ∈ R

}
は, R2 の部分空間である.
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2.

{(
x

x+ 2

) ∣∣∣∣∣ x ∈ R

}
は, R2 の部分空間ではない.

3.

{(
x

x2

) ∣∣∣∣∣ x ∈ R

}
は, R2 の部分空間ではない.

問題 A.47. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

V =

{(
x1
x2

)
∈ R2

∣∣∣∣ x1x2 > 0

}
は R2 の部分空間ではない.

問題 A.48. (問題 A.29 and A.30と本質的に同じ) 次の命題の真偽を判定し証明を与え

よ: V , W を K-線形空間とする. このとき, HomK(V,W ) は WV の部分 K-線形空間で

ある.

問題 A.49. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: V を漸化式 ai = ai−1 + ai−2 で定義

される数列全体の集合, つまり,

V =

{
(ai)i∈N ∈ ℓ(K)

∣∣∣∣ a0, a1 ∈ K
i > 1 =⇒ ai − ai−1 − ai−2 = 0

}
とする. V は ℓ(R)の部分空間である.

問題 A.50. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

V = { (ai)i∈N ∈ ℓ(R) | 次を満たす nが存在する: i > n =⇒ ai = 0 }

とする. V は ℓ(R)の部分空間である.

問題 A.51. X ⊂ Rに対し, 次の条件を満たすM を X の上界と呼ぶ: x ∈ X =⇒ x <

M . X の上界が存在することを, sup(X) < ∞と書く. また, 次の条件を満たす mを X

の下界と呼ぶ: x ∈ X =⇒ m < x. X の下界が存在することを, inf(X) > −∞と書く.

V =

{
(ai)i∈N ∈ ℓ(R)

∣∣∣∣ sup { ai | i ∈ N } <∞
inf { ai | i ∈ N } > −∞

}
とする. V は ℓ(R)の部分空間であることを, sup(X) < ∞, inf(X) > −∞の定義に基づ
き証明せよ.

問題 A.52. (ai)i∈N が次の条件をみたすとき, limi→∞ ai = 0と書く:

ε > 0 ならば, 次の条件を満たす N ∈ Nが存在する:

n > N =⇒ −ε < an < ε.

このとき,

V =
{
(ai)i∈N ∈ ℓ(R)

∣∣∣ lim
i→∞

ai = 0
}

とする. V は ℓ(R)の部分空間であることを, limi→∞ ai = 0の定義に基づき証明せよ.

問題 A.53. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: U を K-線形空間とする. V ⊂ U に

対し, 以下の 2つは同値である:
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1. 次の 2条件を満たす:

（a）v, w ∈ V , a, b ∈ K =⇒ av + bw ∈ V .

（b）0U ∈ V .

2. 次の 2条件を満たす:

（a）v, w ∈ V , a, b ∈ K =⇒ av + bw ∈ V .

（b）V 6= ∅.

問題 A.54. U を K-線形空間とし, V を U の部分空間とする. u, u′ ∈ U に対し,

u − u′ ∈ V となることを u ≡
V
u′ と書くことにする. このとき, 次の命題の真偽を判定し

証明を与えよ:

1. u ∈ U =⇒ u ≡
V
u.

2. u, u′ ∈ U, u ≡
V
u′ =⇒ u′ ≡

V
u.

3. u, u′, u′′ ∈ U, u ≡
V
u′, u′ ≡

V
u′′ =⇒ u ≡

V
u′′.

問題 A.55. U を K-線形空間とし, V を U の部分空間とする. u, u′ ∈ U に対し,

u − u′ ∈ V となることを u ≡
V
u′ と書くことにする. このとき, 次の命題の真偽を判定し

証明を与えよ:

1. u, u′, w, w′ ∈ U, u ≡
V
u′, w ≡

V
w′ =⇒ u+ w ≡

V
u′ + w′.

2. c ∈ K, u, u′ ∈ U, u ≡
V
u′ =⇒ cu ≡

V
cu′.

A.5 Sections 3.2.2, 3.2.3 and 3.3の後の問題

主に, 核, 像, 共通部分, 和空間などを知っていれば, 解けるであろう問題.

A.5.1 問題 A

問題 A.56. 列ベクトル表示された (m,n)行列 A = (a1| · · · |an) を考える. このとき, 以

下を (連立方程式の解の自由度に帰着させることで)示せ:

1. rank(A) ≥ mならば, 次が成り立つ:

（a）b ∈ Km とする. このとき, b = c1a1 + · · ·+ cnan を満たす c1, . . . , cn ∈ Kが
存在する.

2. rank(A) < nならば, 次が成り立つ:

（a）c1a1 + · · ·+ cnan = 0かつ (c1, . . . , cn) 6= (0, . . . , 0)を満たす c1, . . . , cn ∈ K
が存在する.

A.5.2 問題 B

問題 A.57. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: U を K-線形空間とし, V, V ′,W を

U の部分空間とする. このとき, (V + V ′) ∩W = (V ∩W ) + (V ′ ∩W )となるとは限ら

ない.

問題 A.58. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: U を K-線形空間とし, V, V ′,W を
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U の部分空間とする. このとき, (V ∩ V ′) +W = (V +W ) ∩ (V ′ +W )となるとは限ら

ない.

問題 A.59. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: U を K-線形空間とし, V,W を U の

部分空間とする. このとき,

Ṽ = { (v,−v) ∈ U ⊞ U | v ∈ V }
W̌ = { (w, 0U ) ∈ U ⊞ U | w ∈W }

Û = { (0U , u) ∈ U ⊞ U | u ∈ U }

とおく. また,

X̌ = (Ṽ + W̌ ) ∩ Û
X =

{
x
∣∣ (0U , x) ∈ X̌

}
とする. このとき, X = V ∩W .

問題 A.60. V , W を K-線形空間とし, φ : V → W を K線形写像とする. このとき, 以

下の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. V の部分空間 V ′ に対し, W ′ = { φ(x) ∈W | x ∈ V ′ }はW の部分空間である.

2. W の部分空間W ′′ に対し, V ′′ = { x ∈ V | φ(x) ∈W ′′ }は V の部分空間である.

問題 A.61. φ : R[x] → R[x] を, xn ∈ K[x] に対して nxn−1 を対応させる R-線形写像,

つまり, 多項式 f ∈ R[x]に対し f の微分を対応させる写像とする. このとき, Img(φ)と

Ker(φ)を求めよ.

問題 A.62. V を K-線形空間とし, φ : V → V を K線形写像とする. φi = φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸
i

と

し, φ0 = idV とする. このとき, 以下の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. i ∈ Nに対し, Ker(φi) ⊂ Ker(φi+1).

2. Ker(φN ) = Ker(φN+1)かつ i ≥ N =⇒ Ker(φi) = Ker(φi+1).

問題 A.63. V を K-線形空間とし, φ : V → V を K線形写像とする. φi = φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸
i

と

し, φ0 = idV とする. このとき, 以下の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. i ∈ Nに対し, Img(φi) ⊃ Img(φi+1).

2. Img(φN ) = Img(φN+1)かつ i ≥ N =⇒ Img(φi) = Img(φi+1).

問題 A.64. V , W を K-線形空間とし, φ : V →W を K線形写像とする.

F = { (v, φ(v)) ∈ V ⊞W | v ∈ V }
K = { (x, y) ∈ F | y = 0W }

とおく. また

π1 : V ⊞W −→ V
⟒ ⟒

(v, w) 7−→ v

π2 : V ⊞W −→ W
⟒ ⟒

(v, w) 7−→ w

とする. このとき, 以下の命題の真偽を判定し証明を与えよ:
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1. F は V ⊞W の部分空間である.

2. Ker(φ) = { φ1(a) | a ∈ K }.
3. Img(φ) = { φ2(a) | a ∈ F }.

問題 A.65. V , W , V ′, W ′ を K-線形空間とする. φ : V → V ′, ϕ : W →W ′ を同型写像

とし, ψ : V →W を K-線形写像とする. ψ′ = ϕ ◦ ψ ◦ φ−1 とおく. このとき, 以下の命題

の真偽を判定し証明を与えよ:

1. Ker(ψ′) ' Ker(ψ).

2. Img(ψ′) ' Img(ψ).

問題 A.66.

a =

a1...
an

 , b =

b1...
bn

 ∈ Rn

に対し,

B(a, b) =

n∑
i=1

aibi

とする. つまり, B(a, b)を aと bの内積とする. V を Rn の部分空間とし,

W = { a ∈ Rn | b ∈ V =⇒ B(a, b) = 0 }

とおく. このとき, 以下の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. W は Rn の部分空間である.

2. Rn = V ⊕W と内部直和に分解できる.

問題 A.67.

a =

(
a1
a2

)
, b =

(
b1
b2

)
∈ C2

に対し,

B(a, b) = a1b1 + a2b2

とする. ただし, xは xの複素共軛を表す. V を C2 の部分空間とし,

W =
{
a ∈ C2

∣∣ b ∈ V =⇒ B(a, b) = 0
}

とおく. このとき, 以下の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. W は C2 の部分空間である.

2. C2 = V ⊕W と内部直和に分解できる.

問題 A.68.

a =

(
a1
a2

)
, b =

(
b1
b2

)
∈ C2
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に対し,

B(a, b) = a1b1 + a2b2

とする. V を C2 の部分空間とし,

W =
{
a ∈ C2

∣∣ b ∈ V =⇒ B(a, b) = 0
}

とおく. このとき, 以下の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. W は C2 の部分空間である.

2. C2 = V ⊕W と内部直和に分解できないこともある.

問題 A.69. a, b ∈ Rn に対し, 〈a, b〉を aと bの内積とする. ‖a‖2 = 〈a,a〉 = 1を満た

す a ∈ Rn に対し,

φa : Rn −→ Rn

⟒ ⟒
x 7−→ x− 〈a,x〉a

とおく. このとき, 以下の命題の真偽を判定し証明を与えよ: Ker(φa) = { ca | c ∈ R }.

問題 A.70. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: V を K-線形空間とする. φ : V → V

は次を満たす K-線形写像であるとする: φ ◦ φ = φ. このとき, V = Img(φ)⊕Ker(φ)と

内部直和分解する.

問題 A.71. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: U を K-線形空間とし, I を集合とす

る. i ∈ I に対し, Vi を U の部分空間とする. このとき,
⋂

i∈I Vi は U の部分空間である.

問題 A.72. U を K-線形空間とする. i ∈ Nに対し, Vi を U の部分空間とし, Vi ⊂ Vi+1

を満たしているとする. V =
⋃

i∈N Vi とおく. このとき, V は U の部分空間である.

問題 A.73. U を K-線形空間とし, v1, . . . , vr ∈ U とする.

V = { a1v1 + · · ·+ arvr | ai ∈ K }

とおく. また,

S = {W | v1, . . . , vr ∈W,W は U の部分空間 }

とし,

W0 =
⋂

W∈S
W

とおく. このとき, 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. V =W0.

2. W ∈ S =⇒ V ⊂W .

問題 A.74. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: U を K-線形空間とし, V1, V2 を U の

部分空間とする.

V = { v1 + v2 | v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 }
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とおく. また,

S = {W | V1 ∪ V2 ⊂W,W は U の部分空間 }

とし,

W0 =
⋂

W∈S
W

とおく. このとき, 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. V =W0.

2. W ∈ S =⇒ V ⊂W .

問題 A.75. U を K-線形空間とし, i ∈ Nに対し, vi ∈ U とする.

Vr = { a1v1 + · · ·+ arvr | ai ∈ K }

とし,

V =
⋃
r∈N

Vr

とおく. また,

S = {W | { vi | i ∈ N } ⊂W,W は U の部分空間 }

とし,

W0 =
⋂

W∈S
W

とおく. このとき, 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. V =W0.

2. W ∈ S =⇒ V ⊂W .

問題 A.76. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: U を K-線形空間とし, I を集合とす

る. i ∈ Nに対し, Vi を U の部分空間とする.

V =
⋃
i∈N

(V0 + V1 + · · ·+ Vi)

とおく. また,

S =

{
W

∣∣∣∣∣ ⋃
i∈N

Vi ⊂W,W は U の部分空間

}

とし,

W0 =
⋂

W∈S
W

とおく. このとき, 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. V =W0.

2. W ∈ S =⇒ V ⊂W .
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問題 A.77. V と W を K-線形空間とし, 0V を V の零元, 0W を W の零元とする.

V ⊞W = { (v, w) | v ∈ V,w ∈W }とし,

π : V ⊞W −→ V
⟒ ⟒

(v, w) 7−→ v

ι : V −→ V ⊞W
⟒ ⟒
v 7−→ (v, 0W )

ϖ : V ⊞W −→ W
⟒ ⟒

(v, w) 7−→ w

ν : W −→ V ⊞W
⟒ ⟒
w 7−→ (0V , w)

とする. 以下の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. U を K-線形空間とし, φ : U → V , ϕ : U → W を K-線形写像とする. このとき,

ψ : U → V ⊞W で以下の条件を満たすものが, ただ一つ存在する:

φ = π ◦ ψ
ϕ = ϖ ◦ ψ.

2. U を K-線形空間とし, φ : V → U , ϕ : W → U を K-線形写像とする. このとき,

ψ : V ⊞W → U で以下の条件を満たすものが, ただ一つ存在する:

φ = ψ ◦ ι
ϕ = ψ ◦ ν.

問題 A.78. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: I を集合とし, i ∈ I に対し Vi を 0i

を零元とする K-線形空間とする. i ∈ I に対し vi ∈ Vi とする列を (vi)i∈I で表し,∏
i∈I

Vi = { (vi)i∈I | vi ∈ Vi }

⊕
i∈I

Vi =

{
(vi)i∈I ∈

∏
i∈I

Vi

∣∣∣∣∣ # { i ∈ I | vi 6= 0i } <∞

}

とおく.
∏

i∈I Vi は次の和とスカラー倍で K-線形空間である: (vi)i∈I + (wi)i∈I =

(vi + wi)i∈I , c(vi)i∈I = (cvi)i∈I . このとき,
⊕

i∈I Vi は
∏

i∈I Vi の部分空間である.

問題 A.79. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: I を集合とし, i ∈ I に対し Vi を 0i

を零元とする K-線形空間とする. i ∈ I に対し vi ∈ Vi とする列を (vi)i∈I で表し,∏
i∈I

Vi = { (vi)i∈I | vi ∈ Vi }

とおく.

πi :
∏
i∈I

Vi −→ Vi

⟒ ⟒
(vi)i∈I 7−→ vi

次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. U を K-線形空間とし, i ∈ I に対し φi : U → Vi を K-線形写像とする. このとき,

ψ : U →
∏

i∈I Vi で以下の条件を満たすものが, ただ一つ存在する:

i ∈ I =⇒ φ = πi ◦ ψ
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問題 A.80. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: I を集合とし, i ∈ I に対し Vi を 0i

を零元とする K-線形空間とする. i ∈ I に対し vi ∈ Vi とする列を (vi)i∈I で表し,∏
i∈I

Vi = { (vi)i∈I | vi ∈ Vi }

⊕
i∈I

Vi =

{
(vi)i∈I ∈

∏
i∈I

Vi

∣∣∣∣∣ # { i ∈ I | vi 6= 0i } <∞

}

とおく. i ∈ I, v ∈ Vi に対し,

δi,jv =

{
v (j = i)

0j (j 6= i)

と書くことにする.

νi : Vi −→
⊕
i∈I

Vi

⟒ ⟒
v 7−→ (δi,jvi)j∈I

とするとき, 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. U を K-線形空間とし, i ∈ I に対し φi : Vi → U を K-線形写像とする. このとき,

ψ :
⊕

i∈I Vi → U で以下の条件を満たすものが, ただ一つ存在する:

i ∈ I =⇒ φi = ψ ◦ νi

問題 A.81. 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ: U を K-線形空間とする. i ∈ Nに対
し, Vi を U の部分空間とし, Vi ⊂ Vi+1 を満たしているとする.

νi : Vi −→
⋃
i∈N

Vi

⟒ ⟒
v 7−→ v

とするとき, 次の命題の真偽を判定し証明を与えよ:

1. U を K-線形空間とし, i ∈ I に対し φi : Vi → U を K-線形写像とする. このとき,

ψ :
⋃

i∈N Vi → U で以下の条件を満たすものが, ただ一つ存在する:

i ∈ N =⇒ φi = ψ ◦ νi
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付録 B

数ベクトル空間での計算方法

ここでは, K を体とし, K 上の数ベクトル空間において, 諸々の概念を計算する方法に

ついて紹介する.

B.1 Chapter 1に関連すること

行列に対する以下の操作を行基本変形と呼んだ:

1. i行目を c倍する. (ただし, c 6= 0.)

2. i行目に j 行目の a倍を加える. (ただし, i 6= j.)

3. i行目と j 行目を入れ替える. (ただし, i 6= j.)

また, 行列に対する以下の操作を列基本変形と呼んだ:

1. i列目を c倍する. (ただし, c 6= 0.)

2. j 列目に i列目の a倍を加える. (ただし, i 6= j.)

3. i列目と j 列目を入れ替える. (ただし, i 6= j.)

これらを使ってどんな行列も行列被役行階段行列や被役列階段行列と呼ばれる形に変形で

きた. 行列に対する行基本変形や列基本変形は, 実際には行ベクトル, 列ベクトルに対する

操作である. その観点から用語や計算方法を整理する.

I = { 1, . . . ,m } とし, a = (ai)i∈I ∈ Km \ { 0m } とする. min { i ∈ I | ai 6= 0 } を
a の pivot もしくは leading position と呼ぶことにし, lp(a) で表す. また, i0 = lp(a)

に対し, ai0 = 1 を満たしているときに, a は monic であるということにする. また

X ⊂ Rm \ { 0m }に対し, 次の条件を満たしているとき, a = (ai)i∈I ∈ Rm は X で被役

であるとか簡約済みであるということにする:

b ∈ X, i = lp(b) =⇒ ai = 0.

列ベクトルでも行ベクトルでも同じ用語や記号を用いることにする.

便宜的に lp(0) = ∞とし, 0も monicであるとし, ∞は∞ < ∞を満たすとしておく
と, A = (a1| · · · |an)と列ベクトル表示された行列が被役列階段行列であることは, 以下

のように述べることができる:

1. j ∈ { 1, . . . , n } =⇒ aj は monic.

2. j ∈ { 1, . . . , n− 1 } =⇒ lp(aj) < lp(aj+1).
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3. j ∈ { 1, . . . , n } , j′ ∈ { 1, . . . , n } \ { j } =⇒ lp(aj′) = ∞ または aj の lp(aj′)-

成分は 0.

被役列階段行列 A = (a1| · · · |an)において, その列ベクトルの並びは lp(aj) < lp(aj+1)

で完全にきまる. また, 列数がわかっていれば, 足りない分を零ベクトルとすればよいの

で, 零ベクトルではない列ベクトルの集合 { aj | aj 6= 0m } の情報から Aは復元できる.

そこで, 被役列階段行列 A = (a1| · · · |an)と, 列ベクトルの集合 { aj | aj 6= 0m }を同一
視する. この見方からは, 被役列階段行列とは, 次の条件を満たす X ⊂ Rm \ { 0m } で
ある:

1. a ∈ X は monic.

2. a ∈ X =⇒ aは X \ { a }で簡約済み.

行ベクトル表示された被役行階段行列に関しても同様のことを考えることができる. 被役

列階段行列と同様に, 被役行階段行列と条件を満たす零ベクトルではない行ベクトルの集

合を同一視する.

行列に基本変形を行い被役階段行列を得る手順を考えるため, まずは, 次の計算手続き

を考える:

Algorithm B.1.1.

Input 数ベクトル a ∈ Km, 有限集合 X ⊂ Km \ { 0m }.
Proceedure

1. ai を (ai)i∈I = aで定義する.

2. alp(b) 6= 0となる b ∈ X がある間, 以下を繰り返す:

（a） b ∈ X が alp(b) 6= 0をみたすとする.

（b） i0 を i0 = lp(b)で定義する.

（c） bi を (bi)i∈I = bで定義する.

（d） c = (ai)i∈I −
ai0

bi0
(bi)i∈I とする.

（e） ai を (ai)i∈I = cとなるよう更新する.

3. (ai)i∈I を出力し終了.

alp(b) 6= 0 となる b ∈ X の選び方を指定していないので, 考えにくいものの, この手

続きは有限回のステップで必ず終了し数ベクトルを出力する. その出力を reduce(a, X)

で表すことにする. reduce(a, X) は X で簡約済みである. また, その作り方から,

reduce(a, X) = a+
∑

b∈X cbb を満たす cb ∈ Kが存在する.

Remark B.1.2. なおこの手続きのように, 有限回のステップで必ず終了する手続きをア

ルゴリズムと呼ぶ.

Remark B.1.3. 一般の有限集合X ⊂ Kn においては, lp(b) = lp(b′)となる b, b′ ∈ X

が複数ある場合がある. その場合どちらを選ぶのかによって出力される数ベクトル

が異なる可能性がある. b, b′ ∈ X, lp(b) = lp(b′) =⇒ b = b′ を満たすときには,

reduce(a, X)はその手順によらずただ一つに定まる. とくに, X が被役列階段行列であ
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るとすると, a = (ai)i∈I ∈ Km に対し,

reduce(a, X) = a−
∑
b∈X

alp(b)b

と閉じた式で書くことができる.

a = (ai)i∈I ∈ Rm \ { 0m }に対し, alp(a) 6= 0であり, その逆数によるスカラー倍

1

alp(a)
a

は monicである. これを mono(a)と書く.

有限集合 X ⊂ Km を基本変形で被役階段行列にする方法は, 例えば, reduce, monoを

使って以下のように書ける:

Algorithm B.1.4.

Input 有限集合 X ⊂ Km.

Proceedure

1. X \ { b }で簡約済みでない b ∈ X が存在する間, 以下を繰り返す:

（a） b ∈ X が X \ { b }で簡約済みでないとする.

（b） X ′ = X \ { b }とおく.

（c） a = reduce(b, X ′)とおく.

（d） X を X ′ ∪ { a }となるよう更新する.

2. { mono(a) | a ∈ X \ { 0m } }を出力し終了.

この手続きは有限回のステップで必ず終了し数ベクトルからなる有限集合を出力す

る. その出力を reduce(X) で表すことにする. 行列 A = (a1| · · · |an) に対し, X =

{ a1, . . . ,an }としたときの, このアルゴリズムによる出力 reduce(X)を reducec(A)と

書くことにする. reducec(A) は, Aに列基本変形を行うことで得られる被役列階段行列

である.

reduce, monoで行った操作は行ベクトルに対しても同様に定義することができる. 行

ベクトルに対する操作も同じ記号で書くことにする. 行列 Aの行ベクトル分解を考え, そ

の行ベクトルの集合 X に対する reduce(X) を reducer(A) と書く. reducer(A) は, A

に行基本変形を行うことで得られる被役行階段行列である.

行列 A の階数は, 基本変形によって得られる被役階段行列の非零なベクトルの総数で

あったので, 次のように計算できる: # reducer(A) = # reducec(A) = rank(A),

B.2 Chapter 2に関連すること

Propositions 2.2.22 and 2.2.23 より, Kn から Km への K-線形写像は, A ∈ Km×n か

ら作られる

µA : Km −→ Kn

⟒ ⟒
w 7−→ Aw
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を考えれば十分である. とくに, φ(e
(n)
j ) = aj である K-線形写像は, A = (a1| · · · |an)を

使って, µA と書ける. Kが体であることから以下が成り立つ:

1. µA が単射であることと rank(A) = nは同値.

2. µA が全射であることと rank(A) = mは同値.

したがって, µA の全射性や単射性は, reducer(A)を計算することで調べることができる.

特に, µA が同型写像であることと, A が正則行列であることは同値であるが, これらは,

rank(A) = n = mは同値であるので, これも reducer(A) を計算することで調べること

ができる.

Remark B.2.1. A が正方行列であるとき, A が正則行列であることと, det(A) が逆数

をもつ, つまり 0ではないことは同値であるので, Aの行列式を使っても µA が同型写像

かどうかを調べることができる.

また, 写像の和, スカラー倍, 合成は以下のように行列の計算として計算できる:

µA + µA′ = µA+A′

cµA = µcA

µA ◦ µB = µAB .

B.3 Chapter 3に関連すること

まず, A ∈ Km×n から作られる線形写像

µA : Km −→ Kn

⟒ ⟒
w 7−→ Aw

について考え, これらの像と核を計算する方法を考える.

µA の像は, A = (a1| · · · |an)と列ベクトル表示をすると, 定義から

Img(µA) = { c1a1 + · · ·+ cnan | c1, . . . , cn ∈ K }
= 〈a1, . . . ,an〉K

である. したがって, アルゴリズムとして書くなら以下のようになる:

Algorithm B.3.1.

Input 行列 A ∈ Km×n.

Proceedure

1. (a1| · · · |an) = Aと列ベクトル分解する.

2. { a1, . . . ,an }を出力し終了.

µA の核は, 定義から

Ker(µA) = { a ∈ Km | Aa = 0n }

である. つまり, xに関する方程式 Ax = 0n の解空間である. これは, Aから行基本変形

で得られる被役行階段行列を計算することで, 求めることができる. 具体的には例えば次

のように解くことができる:
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Algorithm B.3.2.

Input 行列 A ∈ Km×n.

Proceedure

1. Ā = reducer(A)とする.

2. J = { 1, . . . , n }とする.

3. Ĵ =
{
lp(a)

∣∣ a ∈ Ā
}
とする.

4. J̌ = { 1, . . . , n } \ Ĵ とする.

5. j ∈ J̌ に対し, 以下を行う:

（a） bj を次で定義する:

bj = e
(m)
j −

∑
a=(ai)i∈J∈Ā

aje
(m)
lp(a).

6.
{
bj
∣∣ j ∈ J̌

}
を出力し終了.

このアルゴリズムで得られる出力を
{
bj1 , . . . , bjn−r

}
とすると,{

c1bj1 + · · ·+ cn−rbjn−r

∣∣ c1, . . . , cn−r ∈ K
}
=
〈
bj1 , . . . , bjn−r

〉
K

は, xに関する方程式 Ax = 0n の解空間である. つまり Ker(µA)である.

次に, Km の部分空間

〈a1, . . . ,an〉K = { c1a1 + · · ·+ cnan | c1, . . . , cn ∈ K }
〈b1, . . . , bl〉K = { c1b1 + · · ·+ clbl | c1, . . . , cl ∈ K }

の和空間と共通部分を計算する方法について考える.

和空間は次を使えばわかる:

Proposition B.3.3. a1, . . . ,an, b1, . . . , bl ∈ Km に対し,

〈a1, . . . ,an〉K + 〈b1, . . . , bl〉K = 〈a1, . . . ,an, b1, . . . , bl〉K .

アルゴリズムとして書くなら以下のようになる:

Algorithm B.3.4.

Input 有限集合 A,B ⊂ Km

Proceedure

1. A ∪B を出力し終了.

共通部分を計算するには, 次の補題を使う.

Lemma B.3.5. U を K-線形空間とし, V,W を U の部分空間とする. このとき,

Ṽ = { (v,−v) ∈ U ⊞ U | v ∈ V }
W̌ = { (w, 0U ) ∈ U ⊞ U | w ∈W }

Û = { (0U , u) ∈ U ⊞ U | u ∈ U }
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とおく. また,

X̌ = (Ṽ + W̌ ) ∩ Û
X =

{
x
∣∣ (0U , x) ∈ X̌

}
とする. このとき, X = V ∩W .

この補題により共通部分は以下のように計算できる.

Proposition B.3.6. a1, . . . ,an, b1, . . . , bl ∈ Km に対し,

X = reduce(

{(
a1

−a1

)
, . . . ,

(
an

−an

)
,

(
b1
0m

)
, . . . ,

(
bl
0m

)}
)

とし,

X̌ =

{(
a
b

)
∈ X

∣∣∣∣ a = 0m

}
とする. X̌ = { c1, . . . , ck } とすると,

〈a1, . . . ,an〉 ∩ 〈b1, . . . , bl〉 = 〈c1, . . . , ck〉 .

アルゴリズムとして書くなら以下のようになる:

Algorithm B.3.7.

Input 有限集合 A,B ⊂ Km

Proceedure

1. Ã =

{(
a1

−a1

)
, . . . ,

(
an

−an

)}
とする.

2. B̃ =

{(
b1

0m

)
, . . . ,

(
bl

0m

)}
とする.

3. X = reduce(Ã ∪ B̃)とする.

4. X̌ =

{(
a

b

)
∈ X̃

∣∣∣∣∣ a = 0m

}
とする.

5.

{
b

∣∣∣∣∣
(
0m

b

)
∈ X̌

}
を出力し終了.

B.4 Chapter 4に関連すること

まず, 一次独立性について考える. 与えられたベクトルの組が一次独立であるかを調べ

るには次を使う:

Proposition B.4.1. A = (a1| · · · |an) ∈ Km×n に対して以下は同値:

1. (a1, . . . ,an)は K上一次独立.

2. rank(A) = n.
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アルゴリズムとして書くなら以下のようになる:

Algorithm B.4.2.

Input 有限集合 A ⊂ Km

Proceedure

1. Ā = reduce(A) とする.

2. #A = #Āなら次を行う:

（a） Trueを出力し終了.

そうでないなら次を行う:

（a） Falseを出力し終了.

次に, 生成系で与えられた部分空間について考える. 一般に次が成り立つ:

Lemma B.4.3. U を K 線形空間とする. v1, . . . , vn, w1, . . . , wm ∈ U に対し, 以下は

同値:

1. 〈v1, . . . , vn〉K ⊂ 〈w1, . . . , wm〉K.
2. { v1, . . . , vn }K ⊂ 〈w1, . . . , wm〉K.

したがって, 次が成り立つ:

Lemma B.4.4. U を K 線形空間とする. v1, . . . , vn, w1, . . . , wm ∈ U に対し, 以下は

同値:

1. 〈v1, . . . , vn〉K = 〈w1, . . . , wm〉K.
2. { v1, . . . , vn }K ⊂ 〈w1, . . . , wm〉K かつ { w1, . . . , wm }K ⊂ 〈v1, . . . , vn〉K.

また, 数ベクトル空間に対して次が成り立つ:

Lemma B.4.5. a1, . . . ,an ∈ Kmとする. a ∈ Kmとし, ā = reduce(a, { a1, . . . ,an })
とする. このとき,

〈a,a1, . . . ,an〉K = 〈ā,a1, . . . ,an〉K .

したがって, 次が得られる:

Lemma B.4.6. a1, . . . ,an ∈ Km とする. { b1, . . . , br } = reduce({ a1, . . . ,an }) と
する. このとき,

〈a1, . . . ,an〉K = 〈b1, . . . , br〉K .

また, { a1, . . . ,an }は被役階段行列であるときに, a ∈ Km が 〈a1, . . . ,an〉の元である
かどうかは, 次を使えば調べられる.
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Proposition B.4.7. a,a1, . . . ,an ∈ Km とし, { a1, . . . ,an }は被役階段行列であると
する. このとき, 以下は同値:

1. a ∈ 〈a1, . . . ,an〉K.
2. reduce(a, { a1, . . . ,an }) = 0m.

したがって, 生成系により与えられた部分空間に特定のベクトルが含まれるかどうかは,

は次のように調べればよい:

Algorithm B.4.8.

Input a ∈ Km, 有限集合 A ⊂ Km

Proceedure

1. Ā = reduce(A)

2. ā = reduce(a, Ā)とおく.

3. ā = 0m ならば次を行う:

（a） Trueを出力し終了.

そうでないなら次を行う:

（a） Falseを出力し終了.

与えられた部分空間の包含関係を調べるには, Lemma B.4.3を利用し, 次のようにすれ

ば良い:

Algorithm B.4.9.

Input 有限集合 A,B ⊂ Km

Proceedure

1. B̄ = reduce(B).

2. a ∈ Aに対し, 以下を行う:

（a） reduce(a, B̄) 6= 0m なら次を行う:

i. Falseを出力し終了.

3. Trueを出力し終了.

与えられた部分空間が等しいかどうかは, このアルゴリズムを用いて, { a1, . . . ,an } ⊂
〈b1, . . . , bl〉 と 〈a1, . . . ,an〉 ⊃ { b1, . . . , bl } を調べてもよいが, Lemma B.4.5 被役列階

段行列の唯一性により, 次で計算できる.

Proposition B.4.10. a1, . . . ,an, b1, . . . , bl ∈ Km に対し, 以下は同値:

1. 〈a1, . . . ,an〉K = 〈b1, . . . , bl〉K.
2. reduce({ a1, . . . ,ar }) = reduce({ b1, . . . , bl }).

アルゴリズムとして書くなら以下のようになる:
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Algorithm B.4.11.

Input 有限集合 A,B ⊂ Km

Proceedure

1. Ā = reduce(A)とおく.

2. B̄ = reduce(B)とおく.

3. Ā = B̄ ならば次を行う:

（a） Trueを出力し終了.

そうでないなら次を行う:

（a） Falseを出力し終了.

次に, 与えられた部分空間の基底を求める方法について考える. Lemma B.4.5

と被役列階段行列の列ベクトルは一次独立であることから, { b1, . . . , br } =

reduce({ a1, . . . ,an }) に対し, (b1, . . . , br) は 〈a1, . . . ,an〉K の基底である. したがっ

て, 〈a1, . . . ,an〉K の基底を何か一つ与えたいときには, reduce({ a1, . . . ,an }) を計算す
るだけで良い. また, Propositions B.4.7 and B.4.10などもあるので, この基底は有用で

ある.

一方, 一般には reduce(A) ⊂ Aではない. 与えられた生成系に含まれるベクトルを用

いて基底を与えるには, 基底は極大な一次独立集合であることを用い, 次のように計算す

ればよい:

Algorithm B.4.12.

Input 有限集合 A ⊂ Km

Proceedure

1. X = { a ∈ A | a 6= 0m }とおく.

2. B = ∅とおく.

3. B̄ = ∅とおく.

4. X 6= ∅の間以下を行う:

（a） b ∈ X とする.

（b） B に bを付け加える.

（c） B̄ を reduce(B̄ ∪ { b })となるよう更新する.

（d） X を
{
a ∈ X

∣∣ reduce(a, B̄) 6= 0m

}
となるよう更新する.

5. B を出力して終了.

また, すでに与えられている一次独立なベクトル達を延長して, 基底を得るためには以

下のように計算すれば良い:

Algorithm B.4.13.

Input 有限集合 A ⊂ Km, 有限集合 B ⊂ 〈A〉K
Proceedure

1. B̄ = reduce(B)とおく.
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2. #B̄ 6= #B なら, 次を行う:

（a） エラー (与えられた B が一次独立ではない)として終了する.

3. X =
{
a ∈ A

∣∣ reduce(a, B̄) 6= 0m

}
とおく.

4. X 6= ∅の間以下を行う:

（a） b ∈ X とする.

（b） B に bを付け加える.

（c） B̄ を reduce(B̄ ∪ { b })となるよう更新する.

（d） X を
{
a ∈ X

∣∣ reduce(a, B̄) 6= 0m

}
となるよう更新する.

5. B を出力して終了.

B.5 Chapter 5に関連すること

X ⊂ Km を被役列階段行列とする. このとき, a ∈ Km に対し, reduce(a, X)が閉じた

式で書けることを Remark B.1.3では見た. この表示から

φ : Km −→ Km

⟒ ⟒
a 7−→ reduce(a, X)

が K線形写像であることがすぐわかる. また,

Ǐ = { lp(b) | b ∈ X } ,

Î = { 1, . . . ,m } \ Ǐ

とし, { j1, . . . , jr } = Î とおくと, Img(φ) =
〈
e
(m)
j1

, . . . , e
(m)
jr

〉
K
である. また,

reduce(e
(m)
jk

, X) = e
(m)
jk
であるので, φ ◦ φ = φである.

Proposition B.4.7で見たように, { a1, . . . ,an }は被役階段行列であるときに, a ∈ Km

が 〈a1, . . . ,an〉の元であるかどうかは, reduce(a, { a1, . . . ,an })が 0m であるかどうか

を調べればよい. さらに次のこともわかる:

Proposition B.5.1. a1, . . . ,an ∈ Km とし, { a1, . . . ,an }は被役列階段行列であると
する. また, V = 〈a1, . . . ,an〉K とおく. このとき, a, b ∈ Km に対し, 以下は同値:

1. a− b ∈ V .

2. [a]V = [b]V .

3. reduce(a, { a1, . . . ,an }) = reduce(b, { a1, . . . ,an }).

A = { a1, . . . ,an } は被役階段行列であり, V = 〈a1, . . . ,an〉K とする. このとき,

Proposition B.5.1があるので, ベクトルが等しいかどうかは Aで簡約済みのベクトルを

比較すればよい. また, a ∈ Kn に対し reduce(a, X)を対応させる写像が K-線形写像で

あり φ◦φ = φであるので, 線型結合を考えるときは, 簡約済みのベクトルの線型結合を考

えても, 線型結合考えてから簡約してもよいことがわかる. さらに, Ǐ = { lp(b) | b ∈ X },
Î = { 1, . . . ,m } \ Ǐ とし, { j1, . . . , jr } = Î とおくと, ([e

(m)
j1

]V , . . . , [e
(m)
jr

]V )は, Km/V

の基底である.
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B.6 Chapter 6に関連すること

Kn の部分空間から Km の部分空間への線形写像の計算についてここでは考える.

Proposition B.6.1. V , W を K線形空間とし, φ : V →W を K線形写像とする.

Ṽ = { (v, 0W ) ∈ V ⊞W | v ∈ V }

W̃ = { (0V , w) ∈ V ⊞W | w ∈W }
F = { (v,−φ(v)) ∈ V ⊞W | v ∈ V }

とする. このとき, Ṽ , W̃ , F は V ⊞W の部分空間である. また, (v, 0W ) ∈ Ṽ , (0V , w) ∈
W̃ , (x, y) ∈ F が (v, 0W ) + (x, y) = (0V , w) を満たすならば, w = φ(v)である.

このことから次がわかる.

Proposition B.6.2. V , W を K 線形空間とし, φ : V → W を K 線形写像とする. V ′

を V の部分空間, W ′ をW の部分空間とする.

Ṽ = { (v, 0W ) ∈ V ⊞W | v ∈ V }

Ṽ ′ = { (v, 0W ) ∈ V ⊞W | v ∈ V ′ }

W̃ = { (0V , w) ∈ V ⊞W | w ∈W }

W̃ ′ = { (0V , w) ∈ V ⊞W | w ∈W ′ }
F = { (v,−φ(v)) ∈ V ⊞W | v ∈ V }

とおく.

X = (W̃ ′ + F ) ∩ Ṽ

Y = (Ṽ ′ + F ) ∩ W̃

とすると,

{ (x, 0W ) | φ(x) ∈W ′ } = X,

{ (0V , φ(x)) | x ∈ V ′ } = Y.

Corollary B.6.3. V , W を K線形空間とし, φ : V →W を K線形写像とする.

Ṽ = { (v, 0W ) ∈ V ⊞W | v ∈ V }
F = { (v,−φ(v)) ∈ V ⊞W | v ∈ V }

とおく.

X = F ∩ Ṽ

とすると,

{ (x, 0W ) | x ∈ Ker(φ) } = X.
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Remark B.6.4. V , W を K 線形空間とし, φ : V → W を K 線形写像とする. V =

〈a1, . . . ,an〉K, W = 〈b1, . . . , bm〉K, であるとき,

{ (v, 0W ) ∈ V ⊞W | v ∈ V } = 〈(a1, 0W ), . . . , (an, 0W )〉K
{ (0V , w) ∈ V ⊞W | w ∈W } = 〈(0V , bm), . . . , (0V , bm)〉K

{ (v,−φ(v)) ∈ V ⊞W | v ∈ V } = 〈(a1, φ(a1)), . . . , (an, φ(an))〉K .

Remark B.6.5. V , W を K-線形空間とし, φ : V →W を K-線形写像とする. また

Ṽ = { (v, 0W ) ∈ V ⊞W | v ∈ V }

W̃ = { (0V , w) ∈ V ⊞W | w ∈W }
F = { (v,−φ(v)) ∈ V ⊞W | v ∈ V }

とする. V と Ṽ ⊂ V ⊞W は同型であり, V を Ṽ と同一視することで, V ⊞W の部

分空間と思うことができる. 同様に W と W̃ ⊂ V ⊞ W は同型であり, W を W̃ と

同一視することで, V ⊞ W の部分空間と思うことができる. 商空間 V ⊞ W/F につ

いて考える. [(v, 0W )]F − [φ(0V , φ(v)))]F = [(v,−φ(v))]F = [(0V , 0W )]F であるので,

[(v, 0W )]F = [φ(0V , φ(v)))]F である. つまり, V ⊞W/F においては, v ∈ V と φ(v) ∈W

が同一視される. したがって, v, v′ ∈ V が φ(v) = φ(v′)を満たしているなら, V ⊞W/F に
おいては等しいものとして扱われる. 実際, [(v, 0W )]F = [φ(0V , φ(v)))]F = [(v′, 0W )]F

である.

これらを用い, Kn の部分空間 V から Km の部分空間W への線形写像 φ を計算するこ

とを, 以下では考える. 特に, V = 〈a1, . . . ,ar〉K とし, bi = φ(ai)が与えられているもの

として計算方法について考える.

まず, 与えられた v ∈ V に対し φ(v) を与える方法について考える. 定義に従うと,

v = x1a1 + · · · + xrar という xi に関する連立方程式をとき, φ(v) = x1φ(a1) + · · · +
xrφ(ar) = x1b1 + · · · + xrbr を計算すればよいことがわかる. 一方 Proposition B.6.1

に基づき, 以下のように計算することもできる:

Algorithm B.6.6.

Input a1, . . . ,ar ∈ Kn, b1, . . . , br ∈ Km, v ∈ Kn.

Proceedure

1. F =

{(
a1

−b1

)
, . . . ,

(
ar

−br

)}
とする.

2. F̄ = reduce(F )とする.

3. v̄ = reduce(

(
v

0m

)
, F̄ )とする.

4. x ∈ Kn, y ∈ Km を

(
x

y

)
= v̄ となるものとする.

5. x = 0n なら次を行う:

（a） y を出力し終了.

そうでないなら次を行う:

（a） エラー (v 6∈ 〈a1, . . . ,ar〉K)として終了.
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V の部分空間 V ′ = 〈v1, . . . , vl〉K に対し, φ の V ′ への制限 φ|V ′ の像 Img(φ|V ′) =

{ φ(v) | v ∈ V ′ }の生成系を求めることを考える. φ(vi)を計算し, (φ(v1), . . . , φ(vl)) と

することでも求められるが, Proposition B.6.2に基づき, 以下のように計算することもで

きる:

Algorithm B.6.7.

Input a1, . . . ,ar ∈ Kn, b1, . . . , br ∈ Km, v1, . . . , vl ∈ Kn.

Proceedure

1. F =

{(
a1

−b1

)
, . . . ,

(
ar

−br

)}
とする.

2. V ′ =

{(
v1

0m

)
, . . . ,

(
vl

0m

)}
とする.

3. X̄ = reduce(F ∪ V ′)とする.

4. Y =

{
y

∣∣∣∣∣
(
0m

y

)
∈ X̄

}
とする.

5. Y を出力し終了.

次に, 与えられた w ∈ W に対し φ(v) = w を満たす v ∈ V を与える方法について

考える. 定義に従うと, w = x1b1 + · · · + xrbr という xi に関する連立方程式をとき,

v = x1a1 + · · · + xrar を計算すればよいことがわかる. この連立方程式の解空間を求め

れば, φ(v) = w を満たす v ∈ V をすべて求めることができる. 一方 φ(v) = w を満たす

v ∈ V を一つ与えれば良いのであれば, Proposition B.6.1に基づき, 以下のように計算す

ることもできる:

Algorithm B.6.8.

Input a1, . . . ,ar ∈ Kn, b1, . . . , br ∈ Km, w ∈ Km.

Proceedure

1. B =

{(
−b1

a1

)
, . . . ,

(
−br

ar

)}
とする.

2. B̄ = reduce(B)とする.

3. w̄ = reduce(

(
w

0n

)
, B̄)とする.

4. x ∈ Kn, y ∈ Km を

(
y

x

)
= w̄ となるものとする.

5. y = 0m なら次を行う:

（a） xを出力し終了.

そうでないなら次を行う:

（a） エラー (w 6∈ 〈b1, . . . , br〉K)として終了.

w ∈ W が w ∈ 〈b1, . . . , br〉K であるとき, w = x1b1 + · · · + xrbr をみたす xi が
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とれるはずである. この xi を具体的に求めるには, xi に関する連立方程式を解けば良

い. 具体的には, (b1| · · · |br)x = w を解けばよく, これは計算可能である. 一方, これは,

ν(b1,...,br) : Kr → W を考えると, ν(b1,...,br)(x) = w となる x を求めるという問題であ

る. このような xを一つ与えれば良いのであれば, ν(b1,...,br)(e
(r)
i ) = bi であるので, 以下

のように求めることができる;

Algorithm B.6.9.

Input b1, . . . , br ∈ Km, w ∈ Km.

Proceedure

1. B =

{(
−b1

e
(r)
1

)
, . . . ,

(
−br

e
(r)
r

)}
とする.

2. B̄ = reduce(B)とする.

3. w̄ = reduce(

(
w

0r

)
, B̄)とする.

4. x ∈ Kr, y ∈ Km を

(
y

x

)
= w̄ となるものとする.

5. y = 0m なら次を行う:

（a） xを出力し終了.

そうでないなら次を行う:

（a） エラー (w 6∈ 〈b1, . . . , br〉K)として終了.

W の部分空間 W ′ = 〈w1, . . . ,wl〉K に対し, { v ∈ V | φ(v) ∈W ′ } の生成系を求
めることを考える. これは, 例えば次のように求めることができる: Ker(φ) の元は,

0m = x1b1 + · · · + xrbr という xi に関する斉次連立方程式をとき, v = x1a1 + · · · +
xrar とおけば得られる. したがって, 0m = x1b1 + · · · + xrbr という xi に関する

斉次連立方程式の解空間の生成系を求めれば, Ker(φ) の生成系が与えられる. これを

(u1, . . . ,uk) とする. また φ(vi) = wi を満たす vi ∈ V を各 i に対し求める. これらを

合わせ (u1, . . . ,uk,v1, . . . , vl) とすると { v ∈ V | φ(v) ∈W ′ } の生成系である. 一方,

Proposition B.6.2に基づき, 以下のように計算することもできる:

Algorithm B.6.10.

Input a1, . . . ,ar ∈ Kn, b1, . . . , br ∈ Km, w1, . . . ,wl ∈ Km.

Proceedure

1. B =

{(
−b1

a1

)
, . . . ,

(
−br

ar

)}
とする.

2. W ′ =

{(
w1

0n

)
, . . . ,

(
wl

0n

)}
とする.

3. X̄ = reduce(B ∪W ′)とする.

4. X =

{
x

∣∣∣∣∣
(
0m

x

)
∈ X̄

}
とする.

5. X を出力し終了.
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W ′ = { 0m }のときには Ker(φ) = { v ∈ V | φ(v) ∈W ′ }であるので, Ker(φ)を次の

ように求めることもできる.

Algorithm B.6.11.

Input a1, . . . ,ar ∈ Kn, b1, . . . , br ∈ Km.

Proceedure

1. B =

{(
−b1

a1

)
, . . . ,

(
−br

ar

)}
とする.

2. X̄ = reduce(B)とする.

3. X =

{
x

∣∣∣∣∣
(
0m

x

)
∈ X̄

}
とする.

4. X を出力し終了.

A = (b1| · · · |br)とし, 斉次連立一方程式 Ax = 0m について考える. この解空間は, A

を行基本変形をすることで求められる. 一方 Ax = µA(x) = ν(b1,...,br)(x) であるので,

Ax = 0m の解空間は Ker(ν(b1,...,br))である. したがって次の方法でも求められる:

Algorithm B.6.12.

Input b1, . . . , br ∈ Km.

Proceedure

1. B =

{(
−b1

e
(r)
1

)
, . . . ,

(
−br

e
(r)
r

)}
とする.

2. X̄ = reduce(B)とする.

3. X =

{
x

∣∣∣∣∣
(
0m

x

)
∈ X̄

}
とする.

4. X を出力し終了.

このことから, 以下のことがわかる:

Remark B.6.13. A ∈ Km×n とし,

µA : Kn −→ Km

⟒ ⟒
x 7−→ Ax

について考える. (
En

A

)
は明らかに被役列階段行列であるので, その階数は nである. したがって,(

A
En

)
の階数も n である. これに列基本変形を行って得られる被役列階段行列を (̃A) =

(ã1| . . . |ãn)とする. また, 各 j に対し, yj ∈ Km と xj ∈ Kn を(
yj

xj

)
= aj
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となるようにとる. r = rank(A) とし, X = (xr+1| · · · |xn), X
′ = (x1| · · · |xr), Y =

(y1| · · · |yr) とおくと, X は Aに列基本変形を行って得られる被役列階段行列であり,

Ã =

(
Y Om,n−r

X ′ X

)
と書ける. (y1, . . . ,yr)は Img(µA)の基底であり (xr+1, . . . ,yn)は Ker(µA)の基底であ

る. したがって,

dimK(Img(µA)) + dimK(Ker(µA)) = dimK(Kn)

が得られる. これは, 次元定理 Corollary 5.2.3の別証明である.

Remark B.6.14. U を K-線形空間とし, V , W をその部分空間とする. このとき,

Proposition 3.2.34でみた通り,

φ : V ⊞W −→ U
⟒ ⟒

(v, w) 7−→ v + w

とすると, Ker(φ) = { (u,−u) | u ∈ V ∩W } である. よって, { u | (u, u′) ∈ Ker(φ) } =

V ∩W である. これを利用して, V ∩W を求めることを考える. V = 〈v1, . . . , vr〉K,
W = 〈w1, . . . ,wl〉K であるとする. このとき,−v1 · · · −vr −w1 · · · −wl

v1 · · · vr 0 · · · 0
0 · · · 0 w1 · · · wl


を列基本変形し, 被役列階段行列に変形し, 最上段のブロックが 0である, 列ベクトルを抜

き出し最上段のブロックを忘れることで Ker(φ)の生成系が得られる. さらに, 最下段の

ブロックを忘れることで, V ∩W が得られる. 今回の仮定の下では, 被役列階段行列の計

算において, 最下段のブロックはあってもなくても本質的な影響がない. したがって, 予め

最下段のブロックを忘れ,(
−v1 · · · −vr −w1 · · · −wl

v1 · · · vr 0 · · · 0

)
から始めても同じ結果が得られる. このように計算したものが Algorithm B.3.7 であ

る.

Kn の部分空間 V の基底 D = (v1, . . . , vr) と Km の部分空間 W の基底 B =

(w1, . . . ,wl) が与えられており, 各 j ∈ J に対し, φ(vj) = aj を与えることにより,

V からW への線形写像 φがを与えられているとする. このとき φのD, B に関する表現

行列 A = (ai,j)i∈I,j∈J (ただし, I = { 1, . . . , r }, J = { 1, . . . , r }) を求める方法を考え
る. ai,j は φ(vj) =

∑m
i=1 ai,jwi を満たしているので, aj を B の線型結合として表した

際の係数を求めればよい. これらは, すでに見た方法で計算可能である. まとめると以下

のようになる:

Algorithm B.6.15.

Input w1, . . . ,wl ∈ Km, a1, . . . ,ar ∈ Km.

Proceedure
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1. B =

{(
−w1

e
(l)
1

)
, . . . ,

(
−wr

e
(l)
l

)}
とする.

2. B̄ = reduce(B)とする.

3. j = 1, . . . , r に対し以下を行う

（a） āj = reduce(

(
aj

0l

)
, B̄)とする.

（b） xj ∈ Kl, yj ∈ Km を

(
yj

xj

)
= āj となるものとする.

4. A = (x1| · · · |xl)を出力し終了

B.7 Chapter 7に関連すること

B.7.1 行列式の計算について

n次正方行列 A = (ai,k)i∈I,j∈I の行列式 det(A)を計算する際には, 行列式を対称群で

展開した式

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n)

を用いて計算することは少ない. 例えば, 三角行列であれば定義に従って計算すると対角

成分の積のみが現れるが, 一般には項がたくさん現れるため効率的ではない.

例えば, Aの l 行目と k 行目を忘れることで得られる (n − 1)-次正方行列が πl,k(A)と

すると以下が成り立つので, これを利用してサイズの小さい正方行列の行列式に帰着さ

せる:

Theorem B.7.1. ai,j が (i, j)-成分である n次正方行列 Aに対し,

det(A) =

n∑
j=1

(−1)t+jat,j det(πt,j(A)).

Theorem B.7.2. ai,j が (i, j)-成分である n次正方行列 Aに対し,

det(A) =

n∑
i=1

(−1)i+tai,t det(πi,t(A)).

また, 基本変形に対して以下のように振る舞うので, これを利用する:

Theorem B.7.3. Aを n次正方行列とする.

1. Aの t行目を α倍して得られる行列を A′ とすると, det(A′) = α det(A).

2. A の t 行目に s 行目の α 倍を加えて得られる行列を A′ とすると, det(A′) =

det(A).

3. A の t 行目と s 行目を入れ替えて得られる行列を A′ とすると, det(A′) =

− det(A).
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Theorem B.7.4. Aを n次正方行列とする.

1. Aの t列目を α倍して得られる行列を A′ とすると, det(A′) = α det(A).

2. A の t 列目に s 列目の α 倍を加えて得られる行列を A′ とすると, det(A′) =

det(A).

3. A の t 列目と s 列目を入れ替えて得られる行列を A′ とすると, det(A′) =

− det(A).

B.7.2 行列式と体積について

ここでは K = Rとする. 部分集合 X ⊂ Rn のことを図形と呼び, その (n次元)体積に

ついて考える.

図形 X ⊂ Rn と方向ベクトル v ∈ Rn に対し,

X + v = { x+ v | x ∈ X }

と, ここでは書く. X + v は X を v 方向へ X を平行移動した図形である. 平行移動では

X の体積は変化しないので, X + v の体積は X の体積と等しい.

線形変換 φ : Rn → Rn が与えられたとき, 図形 X ⊂ Rn に対し,

φ(X) = { φ(x) | x ∈ X }

と, ここでは書く. φ(X)は X を φによって変形した図形である. この変形により体積は

どの様に変化するか考える. 図形 X ⊂ Rn と方向ベクトル v ∈ Rn に対し,

φ(X + v) = { φ(x+ v) | x ∈ X }
= { φ(x) + φ(v) | x ∈ X }
= { φ(x) | x ∈ X }+ φ(v)

= φ(X) + φ(v)

である. つまり, X を平行移動したものを φで変形したものは, X を φで変形したものを

平行移動したものとなる. したがって, 原点の付近での体積変化がわかれば全体の体積変

化もわかる. とくに, 単位立方体の体積変化がわかれば十分である. 以下では, 記号を用意

した後, φによる単位立方体の体積変化について考える. とくに φによって, 図形の体積

が何倍となるかについて考える.

a1, . . . ,an ∈ Rn に対し,

Ξn(a1, . . . ,an) = { c1a1 + · · ·+ cnan | 0 ≤ ci ≤ 1 }

とおき, Ξn(a1, . . . ,an)を (a1, . . . ,an)で張られる n次元平行多面体と呼ぶことにする.

とくに Ξn(e
(n)
1 , . . . , e

(n)
n ) のことを単位立方体と呼ぶ.

R 線形写像 φ : Rn → Rn として µ(a1|···|an) = ν(a1,...,an) を考えると, 単位立方体

Ξn(e
(n)
1 , . . . , e

(n)
n )は, Ξn(a1, . . . ,an)に変形される. 例えば,

a1 =

(
2
1

)
, a2 =

(
1
2

)
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について考える. µ(a1|a2) と µ(a2|a1) を比較してみると,

µ(a1|a2)(Ξ2(e
(2)
1 , e

(2)
2 )) = Ξ2(a1,a2), µ(a2|a1)(Ξ2(e

(2)
1 , e

(2)
2 )) = Ξ2(a2,a1)

となるので, どちらも図形としては同じものに変更されている. しかし µ(a1|a2)(e
(2)
1 )から

µ(a1|a2)(e
(2)
2 )へ測った ‘角度’は, µ(a2|a1)(e

(2)
1 )から µ(a2|a1)(e

(2)
2 )へへ測った ‘角度’と

は正反対になっている. したがって, µ(a1|a2)(e
(2)
1 )から見た図形の位置と, µ(a2|a1)(e

(2)
1 )

から見た図形の位置は, 正反対となっているので, その体積も符号が反転していると思う

のは, 自然である. そこで体積変化としては符号付きの体積を考えることにする. 正方行

列 Aの j 列目と j + 1列目を入れ替えた行列を A′ とすると, µA での体積変化の −1倍が

µA′ での体積変化となる.

Ξn(a1, . . . ,an) の n 次元体積は, 底面の n − 1 次元体積に高さをかけたもの

として求められる. このことを利用し, まず, あるベクトル aj を α > 0 倍

することを考える. 底面 Ξn−1(a1, . . . ,aj−1,aj+1, . . . ,an) は変化せず, 高さの

みが α 倍されるので, Ξn−1(a1, . . . ,aj−1, αaj ,aj+1, . . . ,an) の n 次元体積は

Ξn−1(a1, . . . ,aj−1,aj ,aj+1, . . . ,an) の n 次元体積の α 倍となる. α < 0 であれば, 高

さの方向が正反対になることを踏まえると, 次がわかる: 正方行列 Aの j 列目を α倍した

行列を A′ とすると, µA での体積変化の α倍が µA′ での体積変化となる.

次に, あるベクトル aj に対し別の行 ai の α 倍を加えることを考える. このとき,

底面 Ξn−1(a1, . . . ,aj−1,aj+1, . . . ,an) は変化しない. ai は底面と平行なので, 高さも

変化しない. したがって, Ξn−1(a1, . . . ,aj−1,aj + αai,aj+1, . . . ,an) の n 次元体積は

Ξn−1(a1, . . . ,aj−1,aj ,aj+1, . . . ,an) の n 次元体積と等しい. 高さの方向が正反対にな

ることを踏まえると, 次がわかる: i 6= j とする. 正方行列 Aの j 列目に i列目の α倍を

加えた行列を A′ とすると, µA での体積変化と µA′ での体積変化は等しい.

dimR(〈a1, . . . ,an〉R) < nであるとき, Ξn(a1, . . . ,an)は ‘高さ’のない図形であり, そ

の n次元体積は 0である. つまり, (a1, . . . ,an)が一次従属なら Ξn(a1, . . . ,an)の n次

元体積は 0である. 特に, i 6= j かつ ai = aj となる i, j があるなら, Ξn(a1, . . . ,an)の n

次元体積は 0である. したがって, 正方行列 Aが rank(A) < nならば, µA で変形すると

体積は 0倍される.

また, µEn = idRn であるので, µEn で図形は変化しない. したがって µEn で変形する

と体積は 1倍される.

これらをまとめると, 以下の通り:

1. A = En または rank(A) < nの場合, µA によって図形の体積は det(A)倍される.

2. 正方行列 Aの j 列目を α倍した行列を A′ とすると, µA で体積が d倍されるなら

µA′ で体積が αd倍される. また, α det(A) = det(A′)である.

3. i 6= j とする. 正方行列 A の j 列目に i 列目の α 倍を加えた行列を A′ とすると,

µA で体積が d倍されるなら µA′ で体積が d倍される. また, det(A) = det(A′)で

ある.

4. 正方行列 Aの j 列目と j + 1列目を入れ替えた行列を A′ とすると, µA で体積が d

倍されるなら µA′ で体積が −d倍される. また, − det(A) = det(A′)である.

これらのことから, A ∈ Rn×n とすると, µA により n次元体積が det(A)倍されることが

わかる.
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Remark B.7.5. 行列式は体積の変化と関連があるため, 他変数の積分での変数変換など

において現れる.

B.8 Chapter 8に関連すること

n次正方行列 A ∈ Kn×n の固有空間や固有値を求める方法について考える.

固有ベクトルの候補 v ∈ Kn が与えられたとき, v ∈ Kn が固有ベクトルであることを

示すのは簡単である. 単に, Av を計算し v の定数倍になっていることをいうだけで良い.

固有値 λが与えられたとき, その固有空間は

{ x ∈ Kn | Ax = λx }

であるが, これは Ã = A− λEn と書けば, xに関する方程式 Ãx = 0n の解空間 Ker(µÃ)

である. したがって, Ãに行基本変形をするなどして, 生成系を (いつでも)計算すること

ができる.

次に Aの固有値を求める方法について考える. λが Aの固有値であるということは,

{ x ∈ Kn | Ax = λx } ⊋ { 0n }

を満たすということであった. 言い換えると, (A− λEn)x = 0n という斉次連立方程式が

非自明な解をもつということであるから, A− λEn が退化する λを求めることになる. し

たがって, λに関する方程式 det(A− λEn) = 0 を解けばよい.

固有値と固有空間を求めるには一般には以下のように行うことになる:

1. xに関する n次方程式 det(A− xEn) = 0 を解き, その解を λ1, . . . , λk とする.

2. i = 1, . . . , k に対し以下を行う:

（a）xに関する斉次連立一次方程式 (A− λiEn)x = 0n を解く.

ただし, det(A − xEn) = 0 は n次方程式であるため一般には解くのは難しい上, 解ける

とも限らない.

B.9 Chapter 9に関連すること

n次正方行列 A ∈ Kn×n の対角化に関する計算について考える.

一般には対角化できるとは限らない. 行列 Aが対角化かのうであることと, 次の条件を

満たす vi が取れることは同値である:

1. (v1, . . . , vn)が一次独立

2. 各 vj は Aの固有ベクトル

また, このような vi が取れたとき, P = (v1| · · · |vn)とおくと, P−1AP は固有値を並べ

た対角行列となる. したがって, 行列の対角化をするには固有ベクトルを求めればよい.

この計算方法についてはすでに述べた通りである.

行列を対角化できると, 例えば行列の冪の計算が簡単になる. 一般の行列の積は成分が
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複雑に変化するが, 対角行列の積は, 対応する対角成分の積を取るだけである. つまり,

D =

λ1 . . .

λn


とすると,

Dk =

λ
k
1

. . .

λkn


である, D = P−1AP ならば,

Dk = (P−1AP )k = P−1AkP

であるので,

A = PDkP−1

となるので, 単純に Ak を計算するよりも簡単になる.

また, n次正方複素行列に対する指数関数 expを

exp(A) =
∑
k=0

1

k!
Ak

で定義する. ただし, ここでは A0 = En とする. この指数関数に関しても, D = P−1AP

ならば,

exp(A) =
∑
k=0

1

k!
Ak

=
∑
k=0

1

k!
PDkP−1

= P (
∑
k=0

1

k!
Dk)P−1

= P (
∑
k=0


1
k!λ

k
1

. . .
1
k!λ

k
n

)P−1

= P

e
λ1

. . .

eλn

P−1

と書ける.

Remark B.9.1. 行列の羃や指数関数は, 漸化式で定義された数列の一般項を求めたり,

連立微分方程式の解を求めたりする場合に出てくる.
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