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２変数関数の積分, ヤコビアン

１変数関数の定積分
∫ b
a f(x)dx は, 集合

S = {(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b,0 ≤ y ≤ f(x)}

の(符号つきの)面積であった. 正確には, 面積という概念を極限で再定義し

たもの.

a b x

y

y = f(x)

S



２変数関数の重積分
∫∫
D f(x, y)dxdy は, 集合

V = {(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ D,0 ≤ z ≤ f(x, y)}

の(符号つきの)体積という概念を極限で定義したもの.

D

V

x

y

z
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D が長方形 [a, b]× [c, d] で, f(x, y) が D 上で連続のときの重積分は, 累

次積分 ∫ b
a
dx
∫ d
c
f(x, y)dy =

∫ b
a
(
∫ d
c
f(x, y)dy)dx

または積分する変数の順序を変更した累次積分∫ d
c
dy
∫ b
a
f(x, y)dx =

∫ d
c
(
∫ b
a
f(x, y)dx)dy

により, 計算できる.

Maxima においては, 以下を実行すればよい.

integrate(integrate(f(x,y),y,c,d),x,a,b);

integrate(integrate(f(x,y),x,a,b),y,c,d);

計算がしやすそうな順番で累次積分を実行すること.
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Example 1 以下の重積分を計算せよ.

1.
∫ 1

0

∫ 3

2
(x2 + xy+ y2)(x2 + y2)dxdy

2.
∫ 1

0

∫ π
π/2

yexy sin(y)dxdy

3.
∫ e
1

∫ ∞

1

log(x)− log(y)

y2
dxdy

1. integrate(integrate((x^2+x*y+y^2)*(x^2+y^2),x,0,1),y,2,3);

integrate(integrate((x^2+x*y+y^2)*(x^2+y^2),y,2,3),x,0,1);

2. integrate(integrate(y*exp(x*y)*sin(y),x,0,1),y,%pi/2,%pi);

integrate(integrate(y*exp(x*y)*sin(y),y,%pi/2,%pi),x,0,1);

3. integrate(integrate((log(x)-log(y))/y^2,x,1,%e),y,1,inf);

integrate(integrate((log(x)-log(y))/y^2,y,1,inf),x,1,%e);
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１変数の積分では区間もしくは区間の和集合上でしか現れないが, 重積分で
は D が長方形とは限らない.

D が縦線形または横線形

{(x, y) | a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)},

{(x, y) | c ≤ y ≤ d, ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y)}

の場合

d

c

x

y

a b

y = φ2(x)

y = φ1(x)

x = ψ2(y)

x = ψ1(y)
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φ1(x), φ2(x) または ψ1(y), ψ2(y) の具体形を与えて,∫ b
a
dx
∫ φ2(x)
φ1(x)

f(x, y)dy =
∫ b
a
(
∫ φ2(x)
φ1(x)

f(x, y)dy)dx,

∫ d
c
dy
∫ ψ2(y)

ψ1(y)
f(x, y)dx =

∫ d
c
(
∫ ψ2(y)

ψ1(y)
f(x, y)dx)dy

により, 計算できる.

Maxima においては, φ1(x), φ2(x) または ψ1(y), ψ2(y) の具体形を,

以下を実行すればよい.

integrate(integrate(f(x,y),y,phi_1(x),phi_2(x)),x,a,b);

integrate(integrate(f(x,y),x,psi_1(y),psi_2(y)),y,c,d);

計算がしやすそうな順番で累次積分を実行すること.
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Example 2 以下の重積分を計算せよ.

1.
∫∫
D1

ex
2
y2dxdy,

2.
∫∫
D2

x3y(1− y)2dxdy,

1 x

1

y

D1

D2 y = x2

x = y2

1

1

y

x
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領域 D1, D2 はそれぞれ縦線形, 横線形とするのがよい.

D1 = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x},
D2 = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤

√
x}.

1. integrate(integrate(exp(x^2)*y^2,y,0,x),x,0,1);

integrate(integrate(exp(x^2)*y^2,x,y,1),y,0,1);

2. integrate(integrate(x^3*y*(1-y)^2,x,y^2,y^(1/2)),y,0,1);

integrate(integrate(x^3*y*(1-y)^2,y,x^2,x^(1/2)),x,0,1);
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Theorem 1 (変数変換公式) R2 内の領域 D から R2 内の領域 E への

上への１対１C1級写像

Φ : D ∋ (u, v) 7→ (x, y) = Φ(u, v) = (φ(u, v), ψ(u, v)) ∈ E

に対して, D 内の各点 (u, v) で Φ のヤコビアン

∂(x, y)

∂(u, v)
= det

(
φu(u, v) φv(u, v)
ψu(u, v) ψv(u, v)

)
が 0 でないとする, ここで, φu(u, v), φv(u, v), ψu(u, v), ψv(u, v) は

φ,ψ のu, v に関する偏導関数を表す. E 上の連続関数 f(x, y) に対して,∫∫
E
f(x, y)dxdy =

∫∫
D
f(φ(u, v), ψ(u, v)) ·

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣dudv
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Maxima におけるヤコビアンの計算方法:

determinant(jacobian([phi(u,v), psi(u,v)],[u, v]));

Remark 1 Maxima におけるコマンド jacobian は, ヤコビ行列(
φu(u, v) φv(u, v)
ψu(u, v) ψv(u, v)

)
を構成する. 北大の微分積分学 II におけるヤコビアンは, その行列式なので,

行列式を計算するコマンド determinant を合成する必要がある.
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Example 3 以下の重積分を計算せよ.

1.
∫
D1

(x− y)2

(x+ y)3
, D1 =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣ 1 ≤ x+ y ≤ 2
−1 ≤ x− y ≤ 1

}
.

2.
∫
D2

√
1− x2 − y2, D2 = {(x, y) | x2 + y2 ≤ x}.

x

x

yy

1

1

2

2

11/2D1

s

cos s

D2
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1. x+ y = u, x− y = v とおけば, 積分は長方形 [1,2]× [−1,1] 上の積

分になる. この変数変換を

(
x
y

)
から

(
u
v

)
への線形写像とみなし, 行列で

表示した逆行列により φ(u, v), ψ(u, v) が得られる. 逆行列の行列式は, 元

の行列の逆数なので求めるヤコビアンは

∣∣∣∣∣1 1
1 −1

∣∣∣∣∣
−1

=
−1

2
で, その絶対値

は 1/2.

integrate(integrate(v^2/u^3*(1/2),u,1,2),v,-1,1);

integrate(integrate(v^2/u^3*(1/2),v,-1,1),u,1,2);

integrate(integrate((x-y)^2/(x+y)^3,y,1-x,1+x),x,0,1/2)+

integrate(integrate((x-y)^2/(x+y)^3,y,1-x,2-x),x,1/2,1)+

integrate(integrate((x-y)^2/(x+y)^3,y,-1+x,2-x),x,1,3/2);
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極座標に変換する. つまり x = r cos s, y = r sin s とおく. 極座標とは
平面内の点 P の位置を原点 O = (0,0) と距離 r と線分 OP と x軸の正

の部分との角度 s で表示する手段. ただし, P が原点の時は, s は定義しな
い. そのヤコビアンは∣∣∣∣∣cos s −r sin s

sin s r cos s

∣∣∣∣∣ = r(cos s)2 + r(sin s)2 = r.

原点が中心で半径が R, 中心角が α の扇型の内部は, 極座標を用いると長
方形 [0, R]× [0, α] で表示できる.

この問題の D2 は極座標を用いて横線形として表示できる. D2 を原点を通

る傾き s の線分の集まりとみなす. その線分の長さは, 直径の円周角が直角
であることからcos s. つまりD2 = {(r, s) | −

π

2
≤ s ≤

π

2
,0 ≤ r ≤ cos s}

と表示できる.

integrate(integrate(sqrt(1-(r*cos(s))^2-(r*sin(s))^2)*r,

r,0,cos(s)),s,-%pi/2,%pi/2);
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実はその答えは間違い.

trigsimp(integrate(

sqrt(trigsimp(1-(r*cos(s))^2-(r*sin(s))^2))*r,

r,0,cos(s)));

trigsimp は, 三角関数の表示式の簡略化を行う. Maxima は絶対値のある

積分計算を苦手としている.

integrate(2*(-sin(s)^3+1)/3,s,0,%pi/2);
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３重積分についても同様に定義され, 累次積分で計算できる. 変数変換公式

も成立している.

Example 4 1.
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
x(x2 +2y)(x3 +2xy+3z)dxdydz.

2.
∫∫∫

D
x4y3z2(1− x− y − z)dxdydz,

D = {(x, y, z) ∈ R3 | x > 0, y > 0, z > 0, x+ y+ z < 1}.

1. integrate(integrate(integrate(

x*(x^2+y)*(x^3+x*y+z),z,0,1),y,0,1),x,0,1);

2.plot3d(1-x-y,[x,0,1],[y,0,1],[z,0,1]);

integrate(integrate(integrate(

x^4*y^3*z^2*(1-x-y-z),z,0,1-x-y),y,0,1-x),x,0,1);
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Definition 1 (３次元の極座標変換)

Φ : (0,∞)× (0, π)× [0,2π) → R3

(r, s, t) 7→ (x, y, z) = Φ(r, s, t),

ここで(x, y, z) = Φ(r, s, t) = (r sin s cos t, r sin s sin t, r cos s).

Φ は, (0,∞)× (0, π)× [0,2π) からR3 から z-軸を除いた集合への上へ

の１対１写像で, そのヤコビアンは

det

sin s cos t r cos s cos t −r sin s sin t
sin s sin t r cos s sin t r sin s cos t
cos s −r sin s 0

 = r2 sin s

であり,定義域上 0 にはならない.

JM:jacobian([r*sin(s)*cos(t),r*sin(s)*sin(t),r*cos(s)],[r,s,t]);

Jac:trigsimp(determinant(JM));
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Remark 2 空間内の点 P の位置を原点 O = (0,0,0) からの距離 r, 線

分 OP とz-軸の正の部分との角度 s (緯度), および線分 OP の (x, y)-平

面へ射影と x-軸の正の部分との角度 t (経度) で表示する方法. P がz-軸

上にあるときは, t は定義しない. P = O に対しては, さらにs, t は定義し

ない. Theorem 1 の仮定をみたさなくなるが, R3 の連続関数に対しては,

この公式は適用可能.

Example 5
∫∫∫

D
dxdydz, D = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ a2}

(a は正定数).

極座標に変換すると D は, 直方体 [0, a]× [0, π]× [0,2π] で表示できるの

で,
∫∫∫

D
dxdydz =

∫ a
0

∫ π
0

∫ 2π

0
r2 sin sdrdsdt.

integrate(integrate(integrate(r^2*sin(s),

t,0,2*%pi),s,0,%pi),r,0,a);
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レポート問題 1 以下の積分を計算せよ.

1.
∫ 1

0

( ∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)
dx.

2.
∫ 1

0

( ∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

)
dy.

3.
∫∫
D

1

(x+y)3
exp

(x−y
x+y

)
dx dy, D =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣ 0 ≤ x−y ≤ 1
1 ≤ x+y ≤ 2

}
.

4.
∫∫
D
(y − x2)dx dy, D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ y}.

5.
∫∫∫

V

√
x2 + y2 + z2dx dy dz,

V = {(x, y, z) ∈ R3 | x, y, z ≥ 0, x2 + y2 + z2 ≤ 1}.
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