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ウェブ世界を作った定理

▶ インフラとしてのウェブ検索技術
▶ Google’s PageRank

▶ 行列に関するペロン-フロベニウスの定理とウェブのリンク
構造を結びつけることで検索結果の順位づけに成功

▶ 全く違う見かけの概念を結びつける能力



ホームページのリンク関係
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数学的には有限グラフとよぶ。



リンクの関係

ホームページ A,B,C,D,Eについて、リンク関係がわかっている。

1. Aから D,Eへリンクしている。

2. Bから Aへリンクしている。

3. Cから A,B,Eへリンクしている。

4. Dから Cへリンクしている。

5. Eから B,Dへリンクしている。



ランキングと連立方程式

1. ホームページ Aのランクを xAという変数で表す。

2. Aのランクをリンク先 D,Eへ均等配分する。

3. B,C,D,Eについて繰り返し。

不定形の連立方程式を立てる。全て 0となる自明な解以外に解は
存在するか。

xA = xB + xC/3

xB = xC/3 + xE

xC = xD

xD = xA/2 + xE/2

xE = xA/2 + xC/3



行列で書き直すと(
xA xB xC xD xE

)
=

(
xA xB xC xD xE

)


0 0 0 1/2 1/2
1 0 0 0 0
1/3 1/3 0 0 1/3
0 0 1 0 0
0 1/2 0 1/2 0


確率行列（各行の成分の和が 1になる行列）の固有値問題。固有
値 1に対応して各成分が決まる。
(xA, xB , xC , xD , xE ) = (0.52, 0.36, 0.46, 0.46, 0.41) この成分が大き
いほどランクは高いと解釈する。



確率行列に関するペロン-フロベニウスの定理

n × n確率行列 P = (pij)1≤i ,j≤nの定義:

▶ pij ≥ 0

▶
∑n

j=1 pij = 1 
0 0 0 1/2 1/2
1 0 0 0 0
1/3 1/3 0 0 1/3
0 0 1 0 0
0 1/2 0 1/2 0





確率行列に関するペロン-フロベニウスの定理

既約な確率行列　 P の定義:

▶ PN = (p
(N)
ij )とおく。

▶ 任意の 1 ≤ i , j ≤ nについて自然数 N が存在し、p
(N)
ij > 0が

成立。



確率行列に関するペロン-フロベニウスの定理

単位行列は既約ではない。 (
1 0
0 1

)
次の行列は既約。 (

0 1
1 0

)

0 0 1 1
0 0 1 1
1 1 0 0
1 1 0 0





確率行列に関するペロン-フロベニウスの定理

既約な確率行列について次が成立:

▶ 固有値 1は単純
▶ 固有値 1に対応する固有ベクトルの成分は全て正
▶ 固有値 1は絶対値最大の固有値



確率行列に関するペロン-フロベニウスの定理

P の固有値 1に対応する左固有ベクトル p, p = pP の求め方: 行
ベクトル v を確率ベクトルとして、次が成立。

p = lim
N→∞

vPN

繰り返して行列 P をかけることから、べき乗法とよぶ。



初期ベクトル v を固有ベクトルの線形結合によって
v = p + c2u2 + · · ·+ cnunとおき、次が成立。

vPN = p + c2λ
n
2u2 + · · · cnλN

n un

|λk | < 1 (2 ≤ k ≤ n)から、n → ∞では pだけが残る。
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演習

1. 例に挙げた P について固有値を求めよ。eigenvalues()を
使う。

2. 固有値 1についての左固有ベクトルを一つ求めよ。前のスラ
イドに紹介した関係を使う。例として出した固有ベクトルを
確率ベクトルとすれば一致する。
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