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1 序

超幾何関数 F (a, b, c; z) は、変数 z に関するべき級数

∞∑
n=0

(a)n(b)n

(c)nn!
zn

で定義される、ここで a, b, c は複素パラメーターで c 6= 0,−1,−2, . . . とし、
(a)n = a(a+1) · · · (a+n−1)とする。パラメータ a, cが Re(a), Re(c−a) > 0
をみたすとき、F (a, b, c; z) は Euler 積分表示

F (a, b, c; z) =
Γ (c)

Γ (a)Γ (c − a)

∫ 1

0

ta(1 − t)c−a(1 − zt)−b dt

t(1 − t)

を持つ。この積分表示は、ねじれコホモロジー群の代表元である logarithmic
1-form d log t

1−t
とねじれホモロジー群の代表元である区間 I = (0, 1) とその

端点で値が 0 となる関数 u(t) = ta(1 − t)c−a(1 − zt)−b との組 I ⊗ u(t) との
pairing とみなすことができる。ねじれ (コ)ホモロジー群たちには、交点形
式という座標 t の取りかたに依存しない幾何学的な pairing がある。これら
の交点形式は具体的に値を求めることができ、pairing 間の整合性により超
幾何関数間の関係式を生み出す。この関係式の最も簡単な場合が、ベータ関
数の反転交式

B(p, q)B(−p,−q) =
2πi(p + q)

pq

1 − e2πi(p+q)

(1 − e2πip)(1 − e2πiq)

である。以下で超幾何関数に関する交点理論の解説を行う。
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2 ねじれ Stokes 定理

超幾何関数 F (a, b, c; z) の Euler 積分表示で現れる C − {0, 1, 1/z} 上の多価
正則 1次形式 u(t)ϕ(t) の取り扱いの工夫から始める。区間 I 上では多価関
数 u(t) の分枝は一意に定まることに注目する。話の本質をわかりやすくす
るために多価関数 u(t) とその log 微分を

u(t) =
n+2∏
j=0

(t − xj)
αj , ω = d log(u(t)) =

n+2∑
j=1

αjdt

t − xj

とおいて少しだけ一般化しておく、ここで x0, x1 . . . , xn, xn+1, xn+2 は相異な
る複素数で αj は　

∑n+2
j=0 αj = 0 をみたす整数でない複素パラメーターとす

る。集合 Z = P1 − {x0, . . . , xn+2} 内の単連結な k次チェイン D 上の k次
微分形式 ψ と多価関数 u(t) との積の積分

∫
D

u(t)ψ を考える。その積分を
多価関数 u(t) と ψ と分離し ψ と D と u(t) を組み合わせた D ⊗ u(t) との
pairing 〈ψ,D ⊗ u(t)〉 とみなす。このルールのもとで Stokes 定理∫

D

d(u(t)ψ) =

∫
∂D

u(t)ψ

がどうなるか調べる。左辺はd(u(t)ψ) = du(t)∧ψ+u(t)dψ = u(t)(ω∧ψ+dψ)
となるので、〈∇ωψ,D ⊗ u(t)〉 となる、ここで∇ω = d + ω∧ は Z 上の１価
正則 1-form ω によりねじられた外微分作用素とする。一方、右辺は上記の
ルールに従い、〈ψ, (∂D) ⊗ u(t)|∂D〉 である。そこでねじれ境界作用素 ∂ω を
∂ω(D ⊗ u(t)) = (∂D) ⊗ u(t)|∂D として定める。

Theorem 1 (ねじれ Stokes 定理)

〈∇ωψ,D ⊗ u(t)〉 = 〈ψ, ∂ω(D ⊗ u(t))〉.
∇ωψ = 0をみたすk次微分形式 ψをねじれ閉k次微分形式といい、k次チェイ
ン Dj とその上に指定された u(t) の分枝との組の有限和 γ =

∑
j∈J Dj ⊗u(t)

をねじれ k次チェインといい、∂ω(γ) = 0 をみたすものをねじれ k次サイク
ルという。
射影直線 P1 の座標を x0 = ∞, xn+1 = 0, xn+2 = 1になるように選ぶこと

ができる。このように座標を選べば、n = 1 のときに超幾何関数 F (a, b, c; z)
の Euler 積分表示は、ねじれ閉 1次微分形式とねじれ 1次サイクル上との
pairing とみなせる。また、ねじれ微分作用素 ∇ω を特徴付ける ω は xj の
みに留数 αj の 1位極をもつ P1 上の有理型微分形式である。超幾何関数の
変数 z は ω の P1 内の極の配置という形で幾何学的に設定される。また、ね
じれ閉 1次微分形式のねじれ 1次サイクル上との pairing は基本的には線積
分なので、射影座標 t の選び方によらず定まっている。
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3 ねじれコホモロジーの交点形式

ねじれ Stokes定理より、ねじれ閉1次微分形式と Z 内の有限和 γ =
∑N

j=0 Ij⊗
u(t) で与えられるねじれ 1サイクルとの pairing 〈ϕ, γ〉 に対して、ϕ に ∇ωf
が加わっても pairing の値は変化しない、つまり

〈ϕ + ∇ωf, γ〉 = 〈ϕ, γ〉

をみたす、ここで f は Z 上の C∞ 関数とする。そこで 1次ねじれコホモロ
ジー群と compact な台をもつ 1次ねじれコホモロジー群を

H1(E•,∇ω) = ker(∇ω : E1 → E2)/∇ω(E0),

H1(E•
c ,∇ω) = ker(∇ω : E1

c → E2
c )/∇ω(E0

c ),

で定義する、ここで Ek と Ek
c はそれぞれ Z 上の smooth k-forms と Z 上の

compact な台をもつ smooth k-forms のなす線型空間とする。パラメーター
αj が整数でないのでH1(E•,∇ω) から H1(E•

c ,∇ω) への同型 ıω が存在し、と
もに (n + 1) 次元である。

compact な台をもつ 1次コホモロジー群 H1(E•
c ,∇ω) と ω の符号を変え

て得られる 1次コホモロジー群 H1(E•,∇−ω) に交点形式を

〈ϕ, ψ〉 =

∫
Z

ϕ ∧ ψ

で定める。同型 ıω を追跡することにより以下の定理が得られる。

Theorem 2 交点形式は非退化であり、ϕj = d log
t−xj

t−xj+1
, ψk = d log t−xk

t−xk+1

に対して

〈ϕj, ψk〉 = 2πi


−1
αj

if k = j − 1,
αj+αj+1

αjαj+1
if k = j,

−1
αj+1

if k = j + 1,

0 otherwise.

4 ねじれホモロジーの交点形式

ねじれ Stokes 定理より、compact な台をもつねじれ閉 1次微分形式 ϕ とZ
内のねじれ 1次サイクル γ =

∑N
j=0 Ij ⊗ u(t) との pairing 〈ϕ, γ〉 に対して、

γ に ∂ω(G) が加わっても pairing の値は変化しない、つまり

〈ϕ, γ + ∂ω(G)〉 = 〈ϕ, γ〉,
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をみたす、ここで G =
∑

j∈J Dj ⊗ u(t) は Z 上のねじれ 2チェインとする。
そこで 1次ねじれホモロジー群と局所有限 1次ねじれホモロジー群を

H1(C•, ∂ω) = ker(∂ω : C1 → C0)/∂ω(C2),

H1(Clf
• , ∂ω) = ker(∂ω : Clf

1 → Clf
0 )/∂ω(Clf

2 ),

で定義する、ここで Ck と Clf
k はそれぞれ Z 上の有限和ねじれ k次チェイン

たちと局所有限和ねじれ k次チェインたちのなす線型空間とする。パラメー
ター αj が整数でないのでH1(Clf

• , ∂ω)から H1(C•, ∂ω)への同型 ω が存在し、
ともに (n + 1) 次元である。

1次ホモロジー群 H1(C•, ∂ω) と ω の符号を変えて得られる局所有限 1次
ホモロジー群 H1(Clf

• , ∂−ω) 交点形式を

〈γ, δ〉 =
∑

p∈Iµ∩Jν

〈Iµ, Jν〉p[u|Iµ(p)][u−1|Jν (p)]

で定める、ここで γ =
∑

µ Iµ ⊗ u(t), δ =
∑

ν Jν ⊗ u−1(t), p は Iµ と Jν の交
点で 〈Iµ, Jν〉p は p における Iµ と Jν の位相的な交点数とする。

Theorem 3 交点形式は非退化である。xj と xj+1 を結ぶパス Ij と u(t) と
の組 γj = Ij ⊗ u(t) から得られる局所有限な 1サイクルと xk と xk+1 を結ぶ
パス Ik と u−1(t) との組 δk = Ik ⊗ u−1(t) から得られる局所有限な 1サイク
ルとの交点数が

〈γj, δk〉 =


−cj

1−cj
if k = j − 1,

1−cjcj+1

(1−cj)(1−cj+1)
if k = j,

−1
1−cj+1

if k = j + 1,

0 otherwise.

となるものがとれる、ここで cj = exp(2πiαj) とする。

5 ねじれ周期関係式

Theorem 4 線型空間H1(E•
c ,∇ω), H1(E•

c ,∇−ω), H1(C•, ∂ω), H1(C•, ∂−ω) 間
に定めた pairing たちには整合性がある。これらの空間に対する基底 ϕj, ψj,
γj, δj に対して４つの (n + 1)次正方行列

Πω = 〈ϕj, γk〉, Π−ω = 〈ψj, δk〉, Hch = 〈ϕj, ψk〉, Hh = 〈γj, δk〉
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を定めるとねじれ周期関係式

Πω
tH−1

h
tΠ−ω = Hch, i.e. tΠ−ωH−1

ch Πω = tHh

をみたす。

n = 0 の場合には、ねじれ周期関係式はスカラーの関係式となり、ベータ関
数の反転交式

B(p, q)B(−p,−q) =
2πi(p + q)

pq
· 1 − e2πi(p+q)

(1 − e2πip)(1 − e2πiq)

を生み出す。n = 1の場合には、Π±ω は超幾何関数を成分とする 2×2行列で

F (a, b, c; x)F (1−a, 1−b, 2−c; x)=F (a+1−c, b+1−c, 2−c; x)F (c−a, c−b, c; x)

等の超幾何関数間の関係式を生み出す。一般の nの場合には Appell-Lauricella
超幾何関数間の関係式を生み出す。

6 合流型交点理論

微分作用素 ∇ω を定める P1 上の有理型 1次微分形式 ω が高位の極をもった
場合に合流型超幾何関数が現れる。その場合にも交点理論の展開は可能であ
る。ねじれ周期関係式の簡単な例としてガンマ関数の反転交式

Γ (α)Γ (1 − α) =
π

sin πα

や
(∫ ∞

−∞ e−t2/2dt
)(∫ i∞

−i∞ et2/2dt
)

= 2πiがある。また、Bessel関数のパラメー

ター a ∈ C \ Z に関する Lommel の公式

Ja(z)J−a+1(z) + Ja−1(z)J−a(z) =
2 sin(πa)

πz
,

を導くこともできる、ここで

Ja(z) =
(z

2

)a
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ (a + k + 1)

(z

2

)k

,

であり、z ∈ {z ∈ C | Re(z) > 0} で z/2 の偏角は −π/2 から π/2 でとるも
のとする。
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