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一般超幾何関数

一般超幾何関数とは, 次で定義される関数である

n+1Fn

(
a1, · · · , an+1

b1, · · · , bn
;x

)
=

∞∑
i=0

(a1)i · · · (an+1)i
(b1)i · · · (bn)i

xi

i!

(a)i = a(a+ 1) · · · (a+ i− 1), (Pochhammerの記号)

n = 1のとき Gauss超幾何関数という.

超幾何関数は P1 \ {0, 1,∞}上に解析接続されて, 多価関数になる. その他,
微分方程式, 積分表示などといった基本的な性質がよく知られている.
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超幾何関数の特殊値についても, いろいろな公式が知られている.

その中でも (おそらく)一番有名なのがこれ！

[Gaussの公式]

2F1

(
a, b
c
; 1

)
=

Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)

, Re(c− a− b) > 0

これ以外にも, 超幾何関数の特殊値については, 大量の公式がある !
例えば, Wolframのサイトにいくと, Gauss超幾何関数の特殊値だけで, な
んと１０万個以上！
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この講演では, a, b, q ∈ Qで

a, b, q, a− q, b− q, a+ b− q ̸∈ Z

であるようなものに対して, x = 1での特殊値

B(a, b)3F2

(
a, b, q

a+ b, q + 1
; 1

)
=

q

ab
· 3F2

(
1, 1, a+ b− q
a+ 1, b+ 1

; 1

)
を論じる (等号は Dixonの公式 1,ただし右辺は q > 0でないと収束しない).

(ちなみに, Wolframのサイトには 3F2 の公式が４万個以上！ )

1Thomaeの公式?
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Cの部分空間

Q+Q logQ×
= {α0 +

∑
αi log βi (有限和) | αi ∈ Q, βj ∈ Q×}

とおく (log(1) = 2πiと考え 2πiQも含まれるとする). この講演の題目にあ
る “logで書ける”は, 次の意味で使っている.

複素数 λが logで書ける
def⇐⇒ λ ∈ Q+Q logQ×.

問題

a, b, q ∈ Qを, q, a, b, q − a, q − b, q − a− b ̸∈ Zなるものとする. このとき,

B(a, b)3F2

(
a, b, q

a+ b, q + 1
; 1

)
または 3F2

(
1, 1, a+ b− q
a+ 1, b+ 1

; 1

)
は logで書けるか？
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隣接関係

F := 3F2

(
1, 1, q
a, b

; 1

)
とおく. このとき次の隣接関係式がある

(a− q − 1)(b− q − 1)F + q(a+ b− 3− q)F [q + 1] = (a− 1)(b− 1),

(a− 1)(a+ b− q − 3)F [a− 1]− (a− q − 1)(a− 2)F = (a− 1)(b− 1).

ここで F [q + 1] := 3F2

(
1, 1, q + 1

a, b
; 1

)
, など.

よって, a, b, q を整数だけずらしても, 特殊値は “変わらない”.
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隣接関係の証明

F (x) := 3F2

(
1, c, q
a, b

;x

)
, F [q + 1](x) := 3F2

(
1, c, q + 1

a, b
;x

)
, etc.

と書くことにする. このとき Taylor展開の直接計算により

(a− q− 1)(b− q− 1)F (x) + q(a+ b− 3− 2q− (c− q− 1)x)F [q+1](x)

+ q(1 + q)(1− x)F [q + 2](x) = (a− 1)(b− 1),

(a−2)(a−1)(1−x)F [a−2](x)+(a−1)((2a−c−q−3)x−a+b+1)F [a−1](x)
− (a− q − 1)(a− c− 1)xF [a](x) = (a− 1)(b− 1)

が成り立つ. これに x = 1を代入する. (証明終)

8 / 42



Watsonの公式

定理 (Watson, Proc. London Math. 1918)

B(a, b)3F2

(
a, b, a+b−1

2

a+ b, a+b+1
2

; 1

)
=

1

2

(
ψ

(
a+ 1

2

)
+ ψ

(
b+ 1

2

)
− ψ

(a
2

)
− ψ

(
b

2

))
.

ここで ψ(x) = Γ′(x)/Γ(x).

α ∈ Q× のとき ψ(α) ∈ −γ +Q log(Q(µ∞)×)である (Gauss). 従って

系

a+ b ≡ 2q mod Z =⇒ B(a, b)3F2(a, b, q; a+ b, q; 1)は logで書ける.
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(例) (a, b, q) = (7/6, 5/6, 1/2)のとき,

2π

6
3F2

(
7
6 ,

5
6 ,

1
2

2, 32
; 1

)
Watson
=

1

2

(
ψ

(
13

12

)
+ ψ

(
11

12

)
− ψ

(
7

12

)
− ψ

(
5

12

))
Gauss
= 6− 2

√
3 log(2 +

√
3).

隣接関係を使うと

2π 3F2

(
1
6 ,

5
6 ,

1
2

1, 32
; 1

)
= 3
√
3 log(2 +

√
3)

を得る (cf. 2015年 11月, 非公式セミナー (朝倉)).
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主定理

[記号]
全単射 [0, 1)→ R/Zの逆写像を {−} : R/Z→ [0, 1)と書く.

例.

{
3

2

}
=

1

2
,

{
10

7

}
=

3

7
, {x} = 0 ⇔ x ∈ Z.

Ẑ = lim←−n
Z/nZ ⊃ Ẑ× = lim←−n

(Z/nZ)×.

Ẑは, 全射 Ẑ→ Ẑ/nẐ = Z/nZを通して, 1
nZ/Zに作用し, 従って Ẑは

Q/Z =
∪

n
1
nZ/Zに作用する. こうして次の自然な同型が得られる.

Ẑ× ∼= Aut(Q/Z).
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次がこの講演の主定理である.

定理 (大坪-A, 寺杣, 2016)
a, b, q ∈ Q有理数で, a, b, q, q − a, q − b, q − a− b ̸∈ Zとする. 次の条件を
満たすと仮定する.

{sq}+ {s(−q + a)}+ {s(−q + b)}+ {s(q − a− b)} = 2, ∀s ∈ Ẑ× (♣)

ただし (♣)において a, b, q ∈ Q/Zとみなしている. このとき

B(a, b)3F2

(
a, b, q

a+ b, q + 1
; 1

)
∈ Q+Q logQ×

.

(注意) 上の特殊値の具体的な表示は (いくつかの場合を除き)分かってい
ない.
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主定理の条件 (♣)を満たす (a, b, q)はどのくらいあるか？

a, b, q ∈ Q s.t. a, b, q, q − a, q − b, q − a− b ̸∈ Zを固定し

ps := {sq}+ {s(−q + a)}+ {s(−q + b)}+ {s(q − a− b)}, s ∈ Ẑ×

とおく.

性質

a, b, q ∈ 1
nZとすると, ps は s ∈ (Z/nZ)× にしかよらない.

(理由) 1
nZ/Zへの Ẑ× の作用は有限商 Ẑ× → (Z/nZ)× を経由するから.

性質
ps ∈ {1, 2, 3}.

(理由) ps ≡ sq + s(−q + a) + s(−q + b) + s(q − a− b) = 0 mod Zゆえ
ps ∈ Z. 一方, 0 ≤ {x} < 1より 0 < ps < 4である.
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例 (Watsonの公式の条件)
a+ b ≡ 2q mod Z =⇒ ∀s, ps = 2. つまり条件 (♣)を満たす.

(証明) x ̸∈ Zならば {x}+ {−x} = 1である. よって

ps = {sq}+ {s(−q + a)}+ {s(−q + b)}+ {s(q − a− b)}

=

1︷ ︸︸ ︷
{sq}+ {s(q − a− b)}+

1︷ ︸︸ ︷
{s(−q + a)}+ {s(−q + b)}

= 2.
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例

(q, a− q, b− q, q − a− b) = (e, e+ 1
2 ,

1
2 ,−2e), ∃e ∈ Q/Z⇒ (♣) OK.

例

(q, a− q, b− q, q − a− b) = (e, e+ 1
3 , e+

2
3 ,−3e), ∃e ∈ Q/Z⇒ (♣) OK.

例

a = 1
6 , b = 5

6 , q = 1
7 のとき, 条件 (♣) は不成立.

実際

s 1 5 11 13 17 19 23 25 29 31 37 41
ps 1 2 2 3 2 2 2 2 1 2 2 3

となって ps ̸= 2となるものが存在する.
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我々は, 一般に次が成り立つと予想している.

予想

a, b, q ∈ Q s.t. a, b, q, q − a, q − b, q − a− b ̸∈ Zとする.

(♣) が成立 ⇐⇒ B(a, b)3F2

(
a, b, q

a+ b, q + 1
; 1

)
∈ Q+Q logQ×

.

塩田, 青木, 寺杣らによって, フェルマー多様体のホッジサイクルの研究か
ら, 条件 (♣)を満たす組 (a, b, q)の分類は完全に与えられている.

問題

条件 (♣)を満たす組 (a, b, q) に対し, 上の特殊値の具体表示を与えよ.
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Watsonの公式に含まれない例

B

(
1

6
,
5

6

)
3F2

(
1
6 ,

5
6 ,

1
4

1, 54
; 1

)
= 2π 3F2

(
1
6 ,

5
6 ,

1
4

1, 54
; 1

)
=

12
3
4

2
log

(
3

5
4 − 3

3
4 +
√
2

3
5
4 − 3

3
4 −
√
2

)
− 12

3
4Cos−1

(
3

5
4 + 3

3
4

2
√

5 + 3
√
3

)

α ∈ Qのとき ψ(α) ∈ −γ +Q log(Q(µ∞)×), つまり logの中は円分体の元
しか現れない. 一方, 上の式の logの中には Qの非可換ガロア拡大の元が現
れている. この理由から, 上の結果をWatsonの公式に帰着させることは不
可能と思われる (主定理はWatsonの公式を “本質的”に拡張していると考
えられる).
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混合ホッジ構造

重さ nの Hodge構造とは次からなるデータ H = (HB,HdR, F
•, ι)のこと

をいう.
HB: 有限次元 Qベクトル空間
HdR: 有限次元 Cベクトル空間
F • = F •HdR: HdR の filtration (Hodge filtrationという)
ι : C⊗HB

∼= HdR 同型写像 (比較同型という)
Hp,q := F p ∩ F q ⊂ HdR とおくと, 次の分解 (Hodge分解)が成り
立つ：

HdR =
⊕

p+q=n

Hp,q

定理 (Hodge, 1930’s)
X をコンパクトケーラー多様体とする. このとき
Hn(X,Q) = (Hn

B(X,Q),Hn
dR(X/C), F •, ι)は重さ nの Hodge構造に

なる.
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混合 Hodge構造とは次からなるデータ H = (HB,HdR, F
•,W•, ι)のこと

をいう.
HB, HdR, F

•, ι: 前と同じ
W• =W•HB: HB の filtration (weight filtrationという)
各 nについて, (GrWn HB,GrWn HdR, F

•, ι)は重さ nのホッジ構造で
ある.

定理 (Deligne, 1974)
X を C上の代数多様体とする (非特異ともコンパクトとも仮定しない). こ
のとき混合 Hodge構造 Hn(X,Q) = (Hn

B(X,Q),Hn
dR(X/C), F •,W•, ι)

が自然に定まる.
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1次元の Hodge構造のことを Tate-Hodge構造という. 具体的には,
Hodge type (−r,−r)となるものは同型を除きひとつしかなく, それを
Q(r) = (Q,C, F •, ι) s.t.

F−rC = C, F−r+1 = 0

ι : Q→ C, 1 7→ (2πi)r

とかく. また Q(0)は Qと略記することが多い.

例

H1(C×,Q) ∼= Q(−1) (重さ 2の Tate Hodge構造).

γ ∈ HB
1 (C×)を原点の回りを半時計回りに１周するサイクル,

γ∗ ∈ H1
B(C×) 双対基底とする. ι : H1

B(C×) = Qγ∗ → HdR(C×) = Cdt
t ,

γ∗ 7→ (2πi)−1 dt
t (これが Q(r)の定義に (2πi)r が現れる理由のひとつ！ )

例

C = C/0 ∼ 1 (=複素平面の 2点 0, 1をくっつけたもの) =⇒
H1(C,Q) ∼= Q (重さ 0の Tate Hodge構造).
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H を混合 Hodge構造とする. 混合 Hodge構造の完全列の同型類の集合

Ext(Q,H) = {0→ H →M → Q→ 0}/ ∼=

を米田の拡大群という.

混合 Hodge構造の完全列 0→ H →M → Q→ 0に対し, 2つの完全列

0→W0HB →W0MB → Q→ 0,

0→ F 0W0HdR → F 0W0MdR → C→ 0

が生じる. 1 ∈ Qと 1 ∈ Cの持ち上げを eB ∈W0MB, edR ∈ F 0W0MdR と
する.

e(M) := edR − ι(eB) ∈W0HdR/F
0W0HdR + ι(W0HB)

を extension dataという.
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定理 (Carlson)
M 7−→ e(M)という対応によって次の同型を引き起こす.

Ext(Q,H) ∼=W0HdR/F
0W0HdR + ι(W0HB).

例：Ext(Q,Q(1)) ∼= C/2πiQ.
C = C/0 ∼ 1とする. α ∈ C, α ̸= 0, 1として次の完全列を考える.

0 −−−−→ H1(C,Q(1)) −−−−→ H1(C \ {α},Q(1)) −−−−→ Q −−−−→ 0

∼=
x

Q(1)

このとき Carlsonの同型の下, 上の extension dataは次で与えられる.

±
∫ 1

0

dt

t− α
= ± log(1− α−1) ∈ C/2πiQ.
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次の事実は, motivic cohomologyおよび Beilinson regulatorの一般論から
の帰結である.

定理

Q上定義された代数多様体のコホモロジーから生じる混合ホッジ構造の完
全列

0 −→ Q(1) −→M −→ Q −→ 0

の extension data e(M)は, ∃α ∈ Q×
があって

e(M) = log(α)

と書ける.

主定理は, 上の定理に帰着させることによって証明する. (実際には, 上の完
全列を具体的に構成するので, 従って αも具体的に分かる.)
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主定理の証明

X を Q上定義された代数曲面, D ⊂ X を因子とする.

0 −→ H2(X,Q)/H2(D) −→ H2(X,D;Q) −→ H1(D,Q)

という混合 Hodge構造の完全列を考える.

γ ̸= 0 ∈ H1(D,Q) ∩H0,0 が存在すると仮定する. このとき上の完全列から

0 −→ H2(X,Q)/H2(D) −→M −→ Q −→ 0

が得られ, この完全列の extension data

e(M) ∈ Ext(Q,H2(X,Q)/H2(D))

が定まる.
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主定理の証明の方針

1. e(M)が超幾何関数 3F2 の x = 1の特殊値として表されるようなX,D
を与える.

2. E を X の因子で D と直交するとする. 引き戻し写像
i∗E : H2(X)/H2(D)→ Q(1)により

i∗E(e(M)) ∈ Ext(Q,Q(1)) = C/2πiQ

が得られる. Beilinson regulatorの一般論より, これは logで書ける.
3. 上の２つを合わせて, 3F2 の x = 1の特殊値が logで書けることが
従う.

25 / 42



証明のポイントは 1にあるようなX,Dを見つけることである. また 2を実
行する際のポイントは, E の存在すなわち D 以外のホッジサイクルが存在
するかどうかである.

次の２通りの方法がある

X =超幾何ファイブレーション, D =退化ファイバー (大坪・朝倉)
X =フェルマー曲面, D =有理曲線の和 (寺杣)
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ファイブレーションによる方法

代数多様体 X から代数曲線 C への全射正則写像 f : X → C をファイブ
レーションという.

Asakura, Otsubo, CM periods, CM regulators and hypergeometric
functions, II, preprint, arXiv:1503.08894.

の中で次の条件を満たすファイブレーションを研究した：

C = P1 で f は t = 0, 1,∞の外で smooth.
ある代数体K が R1f∗Qに作用していて, dimK R1f∗Q = 2.
t = 1のまわりの local monodromy T は unipotentでかつ
rank(N) = 1

2 dimQR
1f∗Q, N := log T . (t = 1で極大退化という).
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条件を満たすファイブレーションの典型例は, 超幾何ファイブレーションで
ある.

f : X −→ P1, f−1(t) : yN = xa(1− x)b(1− tx)N−b,

0 < a, b < N, gcd(N, a, b) = 1.
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f : X → P1 を前の通りとする. n ≥ 1を整数とし f (n) : X(n) → P1 を
t = sn と変換して得られるファイブレーションとする.

X(n) −−−−→ X

f (n)

y yf

P1 s7→sn−−−−→ P1

D =
∑

i f
(n)−1(ζin)とおく. D は極大退化しているファイバーなので,

H1(D,Q)は Hodge構造が (0, 0)しかない. よって

0 −→ H2(X
(n))/H2(D) −→ H2(X

(n), D) −→ H1(D) −→ 0 (♠)

定理 (Asakura, Otsuboのプレプリントの主定理)
完全列 (♠)の extension dataは 3F2 で書ける (詳細は略).

こうして 1を満たす (X,D)が得られた.
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2の議論を実行するためには, H2(X
(n))のホッジサイクル (⇔ 代数的サイ

クル)のなす部分を決定すればよい.

σ ∈ Aut(X(n))を σ(s) = ζnsによって与えられる自己同型とする. このと
きK[σ]が H2(X

(n)), H2(D)に作用する.

K[σ] = K1 × · · · ×Km, (Ki は体)

より, 次の分解を得る.

H2(X
(n))/H2(D) = H1 × · · · ×Hm, (Hi はKi 加群).
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補題

ある緩い条件の下, dimKi Hi = 1.

(証明) コホモロジーの次元の計算に関する演習問題. QED.

系

H2,0
i = 0 =⇒ Hi が Hodgeサイクルで生成される.

H2,0
i ̸= 0 =⇒ Hi は Hodgeサイクルを含まない.

(証明) dimKi H
B
i ∩H1,1 = 0 or 1であり, それは H2,0

i ̸= 0 or H2,0
i = 0で

決まるから. QED.

主定理の条件は次のように対応している.

上の補題の “ある緩い条件” ←→ q, a, b, q − a, q − b, q − a− b ̸∈ Z

H2,0
i = 0 ←→ 条件 (♣)

以上の結果をすべてまとめて, 主定理の証明が終わる.
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フェルマー曲面による方法

S を uN + vN − 1 = wN で定義されるフェルマー曲面とする. D を
(uN − 1)(vN − 1) = 0で定義される有理曲線 (直線)の和とする.

=⇒ (S,D)は前と同じ議論が実行可能 (1,2にあるような条件を満たす).
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フェルマー曲面の場合には, extension dataに超幾何 3F2 が現れることは,
ファイブレーションの場合よりもずっと簡単に証明できる.

補題

a, b, q ∈ Q s.t. a, b, q, a− q, b− q, a+ b− q ̸∈ Zとする.

∆ = {(u, v) ∈ R2 | 0 ≤ u, v ≤ 1, 1 ≤ uN + vN}

とおくと

B(a, b)3F2

(
a, b, q

a+ b, q + 1
; 1

)
= N2q

∫
∆
uN(a−q)−1vN(b−q)−1wNq−Ndudv.

uN(a−q)−1vN(b−q)−1wNq−Ndudv ∈ H2
dR(S)であり, ∆ ∈ H2(S,D;Z)であ

ることから, 右辺は extension dataに相当する.
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(証明) 積分公式

3F2

(
α1, α2, α3

β1, β2
; z

)
= C

∫ 1

0

∫ 1

0
tα1−1
1 tα2−1

2 (1−t1)β1−α1−1(1−t2)β2−α2−1(1−zt1t2)−α3dt1dt2

C =
Γ(β1)Γ(β2)

Γ(α1)Γ(β1 − α1)Γ(α2)Γ(β2 − α2)

において (α1, α2, α3, β1, β2) = (a, q, b, a+ b, q + 1)とし, 変数変換 x = t1,
y = (1− t1)/(1− t1t2)を行うと

B(a, b)3F2

(
a, b, q

a+ b, q + 1
; z

)
= qz−q

∫
D
xa−q−1yb−q−1(x+ y − 1)q−1dxdy

最後に uN = x, vN = y, wN = x+ y − 1とおいて変数変換する. (証明終)
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2の議論の実行には, 前と同様に, ホッジサイクルのなす部分空間

H2(S)/H2(D) ∩H1,1

の決定が必要である. これは塩田・青木・寺杣らによって, 完全に出来て
いる.

以上によって, 主定理の (別)証明が終わる.
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[補足 (というより蛇足)]. フェルマー曲面は, 大坪・朝倉のプレプリントの
ファイブレーションの構造をもつ. S : uN + vN − 1 = wN に対し

x = u−1, y = v−1, z = wu−1v−1

とおくと

uN + vN − 1 = wN ⇐⇒ (xN − 1)(yN − 1) = 1− zN .

よって
f : X −→ P1, f−1(t) : (xN − 1)(yN − 1) = 1− t

なるファイブレーションとすると, これはプレプリントの条件を満たす. f
を底変換して得られる f (N) がフェルマー曲面である.
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3F2 は関数として logで書けるか？

定理

a, b, q ∈ Qが, a, b, q, a− q, b− q, q − a− b ̸∈ Zおよび (♣)を満たし, かつ
a+ b ∈ Zのとき

3F2

(
1, 1, q
a, b

;x

)
∈ Q(x) +Q(x) logQ(x)

×
.

つまり代数関数の logの有限和である.

証明の方針. f : X → P1 というファイブレーションを

P1 −→ P1, s 7−→ t = a− sn, a ̸= 0, 1

による底変換したもの fa : X
(n)
a → P1 を考える. こうして aでパラメー

ター付けられたファイブレーションの族ができ, 前の議論を一般化すること
で関数版を証明する.

なお, “a+ b ∈ Z”という条件は, まだ外せてない.
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具体例

ei = ei(x)を３次方程式 2T 3 − 3T 2 + x−1 の根とする. 具体的に書くと

e1(x) =
1

2
+x−

1
3

(
−1

4
+
x

8
+

1

4

√
1− x

) 1
3

+x−
1
3

(
−1

4
+
x

8
− 1

4

√
1− x

) 1
3

e2(x)は第２項に e−2πi/3, 第３項に e2πi/3 をかけたもの. e3(x)は第２項に
e2πi/3, 第３項に e−2πi/3 をかけたもの.

p±(x) :=

(
1±
√
1− x√
x

) 2
3

, qj(x) :=
1−
√
3x · ej(x)

1 +
√
3x · ej(x)

,
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このとき

3F2

(
1, 1, 12
7
6 ,

11
6

;x

)
=

5
√
3

36
x−

1
2
[
(p+(x) + p−(x)) log

q1(x)

q2(x)

+ (e
πi
3 p+(x) + e−

πi
3 p−(x)) log

q2(x)

q3(x)

]
, (1)

3F2

(
1, 1, 32
7
6 ,

11
6

;x

)
= −5

√
3

54
x−

3
2
[ x√

1− x
(p+(x)− p−(x)) log

q1(x)

q2(x)

+
x√
1− x

(e
πi
3 p+(x)− e−

πi
3 p−(x)) log

q2(x)

q3(x)

]
. (2)
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(1)の両辺は x = 1で収束する. よって

3F2

(
1, 1, 12
7
6 ,

11
6

; 1

)
=

5
√
3

6
log(2 +

√
3),

Dixonの公式より

2π 3F2

(
1
6 ,

5
6 ,

1
2

1, 32
; 1

)
= 3
√
3 log(2 +

√
3).

これはWatsonの公式として既出である.

40 / 42



問題

超幾何関数と L関数 (e.g. Hecke L関数)の関係を研究せよ.

例えば, 次の論文では, 楕円曲線の L関数の特殊値を超幾何関数 3F2 の特殊
値で書いている.

Rogers and Zudlin, From L-series of elliptic curves to Mahler
measures. Compositio Math. 148 (2012), 385–414.

このような研究がたくさん出てくれば, 超幾何と数論幾何の交流がもっと深
まるだろう.
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ご静聴ありがとうございました！
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