
プリンタで出力してから読むことをおすすめします．

ワイルドな領域変形と偏微分方程式 �II�

非線型楕円型方程式と安定解の存在

神保秀一，北大大学院理学研究科数学専攻

x�� 半線型放物型方程式� 安定定常解

本稿では前編 �I�に引き続き楕円型作用素 �とくにラプラシアン�が関わる偏微分方程式の解の領
域依存性という観点からの研究の話題を書きます．ここではノイマン �あるいは断熱� 境界条件を
もつ半線型放物型方程式を考える．� � Rn を滑らかな境界 �� をもつ有界領域とする．実数値
関数 u � u�t� x� �x � �� t � �� を未知関数と方程式
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を考える	 �は実パラメータである．t � �における適当に初期条件 u��� x� � u��x�を与えれば解
u � u�t� x�が大域的に存在することが知られている．この方程式は例えば生物の個体数 �密度�の
変化を表す単純なモデルの１つである．uは時刻 t
 地点 x � �における生物の個数密度である．
�は拡散効果を表し，非線型項は生物が増殖減少する度合いを表わしている．uが小さいと出生
による増加，uが大きすぎると抑制が効いて減少作用が働くことがモデル化されている．生物現
象以外でも物理や化学において相転移の様子を表すなど，同様な方程式が出現する．また，反応
拡散方程式などと総称されるもののひとつとみなすこともできる．ノイマン境界条件は生物や物
質が境界から外に出入りしないことを表す．ここで，ラプラシアンは
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であったことを思い出しておこう．時間 t�� のときに解 u�t� x�はどうなるであろうか考える．
それを補助するため，次のエネルギー汎関数 H����を定義する．
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� � ��x�は x の関数である．��	��の解 u � u�t� x� を代入して t で微分することによって時間
変化をみる．
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これにより u � u�t� x�は時間の経過とともにエネルギーが減少する．そして時間 t�� のとき
に解 u�t� x�は収束して極限 v � v�x�をもち，これは実は定常解である
 すなわち，��	��の tに
依存しない解である．また，この v は汎関数 H� の停留する点にもなる．停留する点とは汎関数
をグラフで考えたとき傾いていない点のことである．エネルギーは時間とともに単調非増加なの
でなるべく低いところにやがて落ち着くわけである．しかし，u の極限の行き先は H� の最小値
や極小値を与える点とは限らず，峠の鞍点のような所であることもある．汎関数の停留点は ��	��
の tに依存しない解，すなわち次の方程式の解にちょうどなっている．

����� �v � � v � v� � � �x � ���
�v

��
� � �x � ����

ここで再び vが実数値関数であることに注意しておく．エネルギーの停留点 v が ��	��をみたす
ことは次のように示すことができる．� 上の任意の滑らかな関数 �をとりH��v� s�� を考える．
ここで s は実数とする．これを s を動かしてみると s � � のところで値が停留することになる
ので
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が成り立つはずだが，右辺は実際に計算できて
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となるが，部分積分すれば結局条件は
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となるが � の任意性により ��	��の方程式と境界条件を得る．

��	�� の解 �定常解�やその構造の解析が ��	�� の解の長時間の解の挙動をわかることに結びつ
く．たとえば，��	��の解にたいして安定性という性質がわかることは大いなる情報をもたらす．

�安定性� ��	��の解 vが安定であるとは，大雑把に言うと v の近くに初期値 u� を任意に取り
 そ
れを初期値として ��	�� の解 u�t� x� を考えたとき t � �がずっと変化しても uが v の近くに留
まっていることである．数式を用いて表現すると，『任意の � � �にたいし，ある 	 � �があって，
ku�� vk 
 	 なる任意の u� を初期値とする ��	��の解 u � u�t� x�が ku�t� x�� v�x�k 
 � �t � ��
をみたす』である．一方，v が安定でないとき，不安定という．ここで k � k を考えている関数空
間のノルムである．

安定性をエネルギー汎関数 H�に関連させて述べると，vが安定とは汎関数が vで極小値を取っ
ていること，と同等であることを示すことができる．安定性の判定はどうすれば良いのであろう
か．それを与えてくれるのが次の線型化固有値問題である．

�線型化固有値問題� ��	��の解 v にたいし

�����

��
�

��� ��� �v���� �� � � in ��

��

��
� � on ���

この固有値 f�k�v�g�k�� � 線型化固有値という�とおく．固有値とは ��	��が自明でない � をもつ
ような � の値である．もちろん v に依存し � にのみ集積する可算個の実数列になることがいえ



るので上のように表した．また重複度を込めて単調に番号付けされている．この固有値 �たち�の
性質からおおよその安定，不安定が従う．

命題． もし ���v� � � なら v は安定，���v� 
 � なら v は不安定である．

���v� � � のときは一般には安定性については何とも言えない．

命題� もし f�k�v�g�k�� �� � ならばある意味で v は非退化で � を少し変化させたときに解 v は連
続に変化する．すなわち，パラメータに関する連続的な依存性が成立する �これは陰関数定理のよ
うなもの�	

以上のことより定常問題 ��	��の解について線型化固有値問題が解析できたら，��	��の解のダ
イナミクスまで理解が及ぶことになる．

さて話を戻して ��	��について理解を深めよう．簡単にわかることは � � � なら解は定数関数
解 v 	 � のみである．これは方程式に v をかけて積分して得られる等式Z

�
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Z
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から示される．
また，さらにすぐわかることは � � �の範囲で３つの定数関数 v�x� 	 � 
 v�x� 	 
p�は ��	��

の解になることである．
さてこの３つの定数関数 �� 
p� 以外の解は存在するであろうか．実際もし � � �が小さいな

らばこの３つに限られることを示すことが可能である．
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 ���ならば解は v 	 �� v 	 
p� の３つの定数関数のみである．
�証� f�v� � �v � v� とおく
�Step �� jv�x�j � p

�を示す．方程式の両辺に v�m�� �m � N�をかけ積分すると
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ヘルダーの不等式を ���m� � � ��m� ����m� � � �にたいし用いれば
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となるが m�� として sup� jv�x�j� � �をえる．これより結論が従う．
�Step �� 次に方程式より Z
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であったが，v �
R
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が得られる．ポアンカレ不等式より
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であるから．ここで f ��v� � �v � �v� であるが jv�x�j � p
� より sup jf ��v�x��j � ��となり，も

し � 
 ��� なら v�x� 	 v となり，定数関数である．

� は拡散の働きをするので状態を平坦にする効果がある．解をあまり複雑にすることを防ぐ，
一方，非線型項は反対に解を多様にする効果をもち安定なパターンを生じさせる原動力になる．
� � �が大きくなると拡散の効果が相対的に弱まり複雑な解が生じる．このように � の変化によ
り解の構造が質的に変化するわけであるが，このようなものを分岐あるいは分岐現象という．ま
た変化する境目の所を分岐点という．� 
 � のとき解が v 	 �しかなく，� � � で解が３つ以上
あるのでこれも分岐と言って良い．この境目のところ ��� v� � ��� ��が分岐点という．

�がだんだん大きくなることにより解が分岐していく様を具体的に領域の場合にどうなるか後
の節で述べることにしよう �cf	 図 ��．
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図0:分岐図，λによって解の構造が変わる

図1:典型的な凸領域
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x�� 凸領域と安定解の非存在

領域が単純な形ならあまり複雑な解が安定になれない，それは拡散効果が良く効き非線型項の働
きを押さえてしまうことが示せる．単純な領域のひとつとして凸領域がある．ここで，凸領域と
は，条件『その中の任意の２点に対しそれを両端とする線分もその領域に包含される』をみたす
領域．代表例は円板，楕円板がある �cf� 図 � �．次のような結果を紹介しよう．

定理 �Matano ����� 領域 �が凸領域であるとすると �����の任意の非定数解は不安定である．

�����で定数関数は高々３つだが，あとで見るようにそのうち安定なものは �p� だけである．
このような単純領域における非自明の非存在の結果は他の方程式においても成立する．

�i� Competition�Di�usion equation 	 Kishimoto�Weinberger 
�� 参照

�ii� Ginzburg�Landau equation 	 Jimbo�Morita 
� 参照

�定理の証明の概略� 非定数解 v が存在すると仮定する．不安定性を示すため第２変分を考える．
もちろん第一変分は消えていることに注意． 元の汎関数の２階変分は
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である．ここでキーとなるアイデア �cf� Matano 
��� はつぎのような量
Pn

k�� J��v� �v��xk� を
計算することです．これは計算すればかなりわかりやすい表現になって
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となる．さてこの式の右辺の符号をみる．まず次の補題を用意する．

補題� w を � 上の C� 級の関数で ��でノイマン境界条件を満たすと仮定する．このとき，つぎ
の等式が成立

�
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jrwj� � ��B�rw�rw� �x � ����

ここで �� の接空間上の２形式 B は �� を基底に取った第２基本形式である．すなわち，�� 上
の点での接ベクトル 	�� 	� にたいし B�	�� 	�� � hr����� � 	�i と定まる� また，rw は境界上で接
ベクトルとなることに注意 �cf� 
��．

条件として凸領域のときは B は非負定値となるので a � � となる．a 
 � ならどれかの
J��v� �v��xk� �� � k � n� が負になるので，第２変分が負の方向があり停留点は不安定となる．
さて v が安定だとすると J が非負定値となり，すべての k にたいし J��v� �v��xk� � � となる．
よって J��v� �� を汎関数とみて �v��xk が最小値となる．よって斉次の変分方程式が導かれる．
また， そこから自然境界条件が出る．すなわち，�v��xk 自体がノイマン境界条件を満たす．一
方，rvが曲率が消えていない境界上で � も成立しなければならないから，過剰決定条件となる．
よって �v��xk に関する斉次偏微分方程式にたいしてローカルなコーシー問題の解の一意性より
�v��xk はゼロでなければならない．

注意 この結果は特定の方程式 �����以外でも成立する．Jimbo � Morita 
� 参照．

x�� 非定数安定解の存在

前節では凸ぐらいに単純なら非線型項が頑張ってもパターン形成が生じないことを見た．では逆
に非定数安定解はどのようなとき存在するであろうか．ここでは極端に凸から正反対の状況を考



えよう．実は領域が分裂していくつかの互いに交わらない D�� D�� � � � � DN にわかれていくよう
な変形において安定解が生じ得る．まず領域変形を設定しよう．

�A� D�� D�� � � � � DN � Rn を滑らかな境界をもつ有界領域で任意の２つは互いに交わらないと
する．
�B� ���� � Rn �� � ��を滑らかな境界をもつ有界領域であるとし，次の条件を満たすとする．

��� D� �D� � � � � �DN � ����� � ����� �� 
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注：これは前編の記事 �I�で扱った �B� 型領域にほぼ同じなので参照のこと．図 �参照．

�C� R上の滑らかな実数値関数 f があるとし，

� � f	 � R j f�	� � �� f ��	� 
 �g 
� �
が成立するとする．

上の状況で方程式

����� �v � f�v� � � �x � ������
�v

��
� � �x � ������

を考える．

定理 �Jimbo ����� 上記 �A���B���C�を仮定する．任意の aaa�� aaa�� � � � � aaaN � � を与える．ある ��
があり � 
 � � �� なる任意の � にたいする �����は安定解 v� をもち

����� lim
���

kv� � aaakkL��Dk� � � �� � k � N�

が成立する．

注	 この定理はより一般のエネルギー構造をもつ方程式にも拡張されいくつかの応用がある．
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x�� 分岐問題

本節ではパラメータ � � � に関して解の構造はどう変化するかを見てみたい．Vegas ���� では
ダンベル型領域において解の分岐現象を解析した．この仕事は非線型楕円型方程式において詳し
い �非自明な� 分岐構造を初めて調べたものとして画期的なものであった．まずその仕事を振り返
り，つぎにもう少し難しい領域の場合に適用してみる．�����をもう少し具体的に調べて見る．ま
ず，定数関数解について線型化固有値問題を � � �の範囲で見てみよう．v��x� � �	 v��x� �

p
�	

v��x� � �p� とおく．まず v� 
 �については �����は
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となる．これより線型化固有値は �k�v�� 
 	k � � �k � ��� 	� 
 � であるから v� は � 
 �では
安定，� � �では不安定となる．v��x� 


p
�についてはこれを �����に代入して固有値問題は
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となり �k�v�� 
 	k � �� � � �k � �� となる．解が存在する範囲 � � � では安定となる．さて
v� 
 �は 分岐パラメータ �によらずつねに解であるが，上の結果と第１節の命題によると � 
 	k
�k � �� となる点以外では分岐しない．前の考察ですでにわかっていることは � 
 	� 
 � で v�
が v�� v�� v� の３つに分かれたことである �cf．分岐図 ��．
次の � 
 	�での分岐の様子を調べてみよう．ただし，一般には領域に極度に依存し詳しいこと

はわからないので前節であつかったような分裂型の領域 �B� タイプのケースを考える．

�ダンベル型領域 �左右対称タイプ��

ダンベル型領域 ���� 
 D� �D� �Q���において左右対称のケースを扱う．この場合 � � �にた
いしてまん中のハンドル部分が収縮して線分に退化する �cf� 図 ���

���� 上のラプラシアンの固有値 f	k���g�k�� は 	���� 
 �	 	����� � を満たし，残りの固有値
は一定の � � � 以下にはなれない �前編 �I� 参照�．固有関数としては漸近的に

����� �����x� �
�

�jDj��� in D��

�jDj��� in D��
�����x� �

�
�jDj��� in D��

��jDj��� in D��

となるように取れる．ここで D 
 D��D�である．以下厳密な証明はせず非常にラフな計算によ
り 	���� � �から解が分岐している様子をおおまかに調べる．パラメータ �が 	���� 付近にいる
ときの解が v が

����� v�x� 
 �������x� � �������x�

というふうに第１，２固有関数の線型結合でかかれているとする．ただし，��� �� � Rとする．さ
てこれを方程式に代入して

� 
 ������� � ������� � �������� � �������� ������� � �������
�
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この両辺に ����	 ���� をそれぞれかけて ����で積分することを考える．Z
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と漸近式 �����を用いて積分を大ざっぱに見積もると �Q��� 上の積分の貢献を無視して�
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を得る．ここで変数変換 �� � �� 
 jDj��� �� � �� 
 jDj������によって ��� �� の方程式にすると
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これらを具体的に解いて次の４つのケースを得る．

��� �� 
 �� 
 ��
��� �� 
 ��� � 
 ����
��� �� 
 ���� � 
 	���� � ����
��� ����� 
 �	����� � 
 ��� � 	��������

� � �	������
これより � � � � 	����にたいしては ������からの３つの解，� � 	����にたいしては ������

からのさらなる解も併せてもっと増える．実際にはさらに 	���� 
 � � �	������ � � �	�����
で異なる状況になる．実際にこれらの ��� �� の解からもともとの問題の解をさかのぼって理解で
きる．分岐図式を得る �cf� 図 ��．



図4:第2固有値からの分岐

図3:ダンベル型領域の領域退化
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以上で発見的な解析により分岐図式を得たが，Lyapunov�Schmidt の流儀に沿って厳密に正当
化示される �cf．Hale�Vegas ���� Vegas �����	 すなわち � � �が小さいときに解の構造が上記のよ
うであることが証明される．同じ方法によりもう少し複雑なケースを扱うことにする．

�４面体群不変型��

４面体群が等長に作用する特異摂動領域
��� � D� �D� �D� �D��Q��� � Rnを考える．この

��� 上の固有値問題の第４固有値まで � � ����� � ����� � ����� � �����がゼロに収束する．そ
の他は下から正の定数で押さえられる．また，第４固有値までに対応する固有関数は ����� �����
����� ����� は各 Dk �k � �� � �� ��上でほぼ定数である �� � �が小さいとき�	 このとき� 適当な
直交行列を用いて取り直すことで
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とできる．ここで D � D� �D� �D� �D� である．前と同様に解が

v�x� � �������x� � �������x� � �������x� � �������x� ��k � R�

と表されると仮定して，方程式に代入し
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となる．両辺に �����x�������x�� �����x�������x�� をかけ 
���で積分し � � � の無限小の極限を
考えて次の４つの方程式を得る．
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とおいて代数方程式を変数変換．ここで ����P が直交行列であることに注意．
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これを行列を用いて表すと
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この代数方程式を計算して次の３つのケースを得る．これらは第２固有値から分岐する解に対応
する．

�I� 	�� 	�� 	�� 	� のうち２つがゼロで残りが絶対値が等しく反対符号となっている場合である．ひ
とつのブランチは
	� � �	�� 	� � 	� � ��
� � �����	��	
その他の枝はこれの変数を入れ替えて得られる．場合の数を数えて合計６本の枝となる．

�II� 	�� 	�� 	�� 	� のうち３つが等しい形で分岐する場合．ひとつブランチは 	� � 	� � 	��
� � ����� � �	�

�
� 	�	� � 	�

�
��

����������	�� �	�� � 	�	��	� � 	�� � �	
その他の枝はこれの変数を入れ替えて得られる．場合の数を数えて合計 �本の枝となる．

�III� 	�� 	�� 	�� 	� のうち２つずつが等しい形で分岐する場合．主分岐のはじめのひとつブランチ
は 	� � 	�� 	� � 	�� 	� � 	� � �である	
その他の枝はこれの変数を入れ替えて得られる．場合の数を数えて合計 �本の枝となる．
それぞれ細かい計算は省略したが 図 �にあらわれる分岐図を得る．� � �が小さい範囲で１つ

の解 v� � �が枝分かれして ��個の解に分かれることが計算でわかる．

以上の考察より問題は領域の対称性だけで決まるのか，幾何構造と解の分岐構造の関係がどう
なっているのかという問題を提起している	
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図5:分岐図
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