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演習問題解答例 (略解)

演習問題４３．X, Y を位相空間，p0 ∈ X, q0 ∈ Y とする時，群同型 π1(X × Y, (p0, q0)) ∼=
π1(X, p0) × π1(Y, q0) を示せ．
解答．φ : π1(X × Y, (p0, q0)) → π1(X, p0) × π1(Y, q0)を φ([�]) = ([πX ◦ �], [πY ◦ �])を置く．
ただし，πX : X × Y → X, πY : X × Y → Y は射影とする．すると，この写像が well-

definedである (自分でチェックすること)．さらに ∀[�], [m] ∈ π1(X × Y, (p0, q0))に対して φ([�] ·
[m]) = φ([� · m]) = ([πX ◦ (� · m)], [πY ◦ (� · m)]) = ([πX ◦ �] · [πX ◦ m], [πY ◦ �] · [πY ◦ m]) =

([πX ◦ �], [πY ◦ �]) · ([πX ◦m], [πY ◦m]) = φ([�]) · φ([m]) であるので φが準同型である．ここで
ψ : π1(X, p0)× π1(Y, q0) → π1(X × Y, (p0, q0))をψ([�], [m]) = [(�,m)]とすると，ただし [(�,m)]

は (�,m) : I → X × Y に対し，(�,m)(t) = (�(t), m(t)) と定義する道に対する同値類とする．ψ
も well-definedであることが分かる．この時，φ ◦ ψ([�], [m]) = φ[(�,m)] = ([πX ◦ (�,m)], [πY ◦
(�,m)]) = ([�], [m]). ψ ◦ φ([�]) = ψ([πX ◦ �], [πY ◦ �]) = [(πX ◦ �, πY ◦ �)] = [�] であるから
φ ◦ ψ = idπ1(X,p0)×π1(Y,q0), ψ ◦ φ = idπ1(X×Y,(p0,q0))なので φは同型を与える．

演習問題４５．f, g : X → Y , f ′, g′ : Y → Zを連続写像とする時，f � g, f ′ � g′ ⇒ f ′◦f � g′◦g
であることを示せ．
解答．H : X × I → Y を f � g, H ′ : Y × I → Zを f ′ � g′を与えるホモトピーとする．この
時，H ′′ : X × I → ZをH ′′(x, t) = H ′(H(x, t), t)と置けば，これが f ′ ◦ f � g′ ◦ gを与えるホモ
トピーであることを見る．H, H ′の定義からH ′′(x, 0) = H ′(H(x, 0), 0) = f ′(f(x)) = f ′ ◦ f(x),

H ′′(x, 1) = H ′(H(x, 1), 1) = g′(g(x)) = g′ ◦ g(x)である．あとはH ′′が連続となることを示せば
よい．今，H̄ : X × I → Y × Iとして，H̄(x, t) = (H(x, t), t)を考える．すると，この写像はH

が連続であることと直積位相の定義から連続であることが分かる．H ′′ = H ′ ◦ H̄なので連続写
像の合成は連続であるからH ′′も連続である．

•注意: ～は分かる．と書いたところをきちんと自分で証明すること．


